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Eloszo

A termodinamika a fizika egyik legalkalmazhat6obb elmélete. Az emberiség el6tt alld
legnagyobb kihivasok, az energiafelhasznélas és elosztas kérdései és foképpen ezekhez
a folyamatokhoz kapcsolédo veszteségek, azaz az entropiaprodukeié csékkentése: ter-
modinamikai kérdések. De az energiavaltozasok és energiatranszport kérdésein messze
talmutatnak a termodinamika kiilonb6z6 alkalmazasai. Azért alkalmazhato, mert a
makroszképikus kontinuumok keretrendszereként egységbe foglalja a tobbi diszcip-
lindkat és Osszehangoltan kezelhetové teszi kapcsolataikat, egytuttal pedig dltalanos
korlatokat és feltételeket szab az anyag tulajdonsagait kifejez6 makroszképikus Gssze-
fuggésekre, a konstitutiv reldcidkra. A nemegyensulyi termodinamika a transzportje-
lenségek altalanos fenomenologikus elmélete.

Ugyanakkor néha teljesen meglepd és mély eredményeket kapunk termodinami-
kai megfontoldsok segitségével, amelyek messze kiviil esnek az elmélet altaldnosan
elfogadottnak tekintett érvényességi hatarain. Planck termodinamikai megfontoldsok
alapjan jutott a kvantummechanika kapujaba, vagy emlithetjiik Jacobson és Verlinde
eredményeit a kozelmultbol, a gravitacidelmélet és a termodinamika kozotti kapcso-
latrél [136, 327].

Ez a kettGsség, hogy a termodinamika valahogy egyszerre gyakorlati és alapvetd,
furcsa és zavard tulajdonsiga ennek a teriiletnek. Egyfajta magyarazatot jelenthet,
hogy tudjuk, a természetben minden folyamat irreverzibilis és a termodinamika a va-
16di vilag, a nem tokéletes vilag azon elmélete, amely pontosan a tokéletlenséget, egy
nagyon altalanos tulajdonsigot jellemez és modellez, ezért mindaz, ami specidlisan ter-
modinamikai: univerzalis. Univerzalis abban az értelemben, hogy fliggetlen az egyes
részdiszciplindktél, az anyag szerkezetére vonatkozé kiillonb6zo konkrét specialis felte-
vésektdl. Pontosan annyira univerzalis, amennyire altalanosak az elvek, amikre épit.
Ez a fajta univerzalitds részletesen ki van fejtve az abszolit hémérséklet esetén, de
példaul a nemegyenstlyi termodinamika részben masfajta univerzalitasat mar sokkal
kevéshbé értjiikk. E dolgozatban ismertetett kutatasokat végs6 soron ennek, a masodik
fotételben gyokerez6 univerzalitdsnak a megértése motivalta.

Amikor az 1940-es évek végén a nemegyensilyi termodinamika Eckart, Prigogine és
Meixner munkassaga révén kontinuumelméletként kiterjesztette Onsager korabbi, ho-
mogén termodinamikai megfontolasait, akkor kutatéi mélyen hittek az elmélet fizikai
diszciplindkat athidald, egyesito erejében. A klasszikus irreverzibilis termodinamika
korlatai azonban hamarosan vildgossa valtak, és a kezdeti lelkesedés csillapodasaval
manapsag a fizikus kozosség altalaban azt hiszi, hogy fejlédése megallt de Groot és
Mazur 1962-ben kiadott monografidjaban rogzitett szinten. Ennek az egyik oka — a di-
vatok valtakozasan til — véleményem szerint az alapelvek elégtelen megértettségében
rejlik. A harom teriilet, ahol a nemegyensulyi termodinamika alapjainak vizsgalatara
sziikség van:
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— A maésodik f6tétel fizikai jelentése és annak formadlis megfogalmazasa — ez mar
a homogén testek klasszikus elméletében is fontos.

— A konstitutiv elmélet, azaz a masodik f6tétel egyenlétlenségének megoldasi méd-
szerei (a linedris er6-aram szerkezet feltételei és meghaladésa).

— Az objektivitas, azaz annak fizikai megértése és formalis megfogalmazdasa, hogy a
konstitutiv, anyagra jellemzé tulajdonsdgok valoban csak az anyagtdl fiiggjenek.

A tovabbiakban ezeket a kérdéseket vizsgédljuk a termodinamika hidrom diszcipliné-
jat tekintve, egységes alapokat és modszereket hasznalva. Fejezetei ennek megfeleléen
tagoldodnak: a homogén testek, a nemrelativisztikus kontinuumok és a specidlis rela-
tivisztikus folyadékok elméletét targyalom.

Homogén és kontinuum

A homogén testek termodinamikaja magaban foglalja a klasszikus termodinamikat,
amit termosztatika vagy egyensulyi termodinamika néven is ismeriink. A klasszikus
termodinamika a nemegyensulyi termodinamika része. Ez kétféle modon is igazolhaté.
Egyrészt onmagaban, mert a teljes klasszikus termodinamika felépitheté idobeli folya-
matokkal, kdzonséges differencidlegyenletekre alapozottan, masrészt pedig a megfeleld
kontinuumelmélet homogenizalasaval, a térbeli rész kidtlagolasaval.

Az elsé fejezet a kozonséges termodinamikat, azaz a homogén testek nemegyensilyi
termodinamikajat targyalja két fontos részt kiemelve, amelyek jol megvilagithatéak
mar ilyen modellben is.

1. Megfogalmazasra keriil a masodik fotétel, mint az anyag stabilitdsanak toérvénye
(az 1.1. tétel és valtozatai az 1.4 és az 1.5 fejezetekben).

2. A mechanika és a termodinamika kapcsolata, kiilonos tekintettel arra, hogy
olyan fogalmak, mint tehetetlenség, sebesség, hogyan egyeztethetoek Ossze a
masodik fététellel.

A kovetkezo, kontinuumokat targyalé fejezetek miatt az additivitds-extenzivitas tulaj-
donsag segitségével bevezethetd fajlagos és stirliség jellegli mennyiségek hangsiilyosan
szerepelnek.

Mindkét oldal fontos, a kontinuum és a homogén is. Itt is, mint a fizika szdmos
szorosan kapcsol6dé diszciplindjaban (pl. fenomenologikus-statisztikus), nem egysze-
ri hierarchiarodl van sz6. Latszolag a kontinuumnak specialis esete a homogén, de nem
minden kontinuumelmélet lokalizdlhatd, azaz nem épithetd fel homogén részekbdl (en-
nek egy specidlis esete a lokalis egyensiily, mint azt majd kihasznaljuk a 2.8.2, illetve
a 3.6 fejezetekben). Mésrészt a Gibbs-reldcid, a homogén elméletek alaposszefiiggése,
jOl értelmezhetd térderivaltaktol fliggd entropiafiiggvények esetén is, azaz bizonyos
inhomogenitasok homogenizalhatdak.

Altaldban az mondhaté, hogy a kozénséges termodinamikai modellek elemzése el-
vi szempontbol érdekes, mert ami egy egyszeri modellben sem érthetd, attél nem
nagyon varhaté, hogy a koriilmények bonyolitasa érthetévé teszi. Masrészt pedig mi-
szaki, alkalmazasi szempontbdl ezeknek az egyszeriisitett modelleknek kikeriilhetetlen
a szereplk. Hidba ismerjiik a hovezetési egyenleteket és tudjuk megoldani mindenfé-
le perem- és kezdeti feltételek esetén, a hoatadasi modelleket kell haszndlnunk nagy
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méretli és Osszetett rendszerek tervezésekor és felépitésekor. Egy teljes hGeromiivet
példaul értelmetlen és gyakorlatilag lehetetlen egészében kontinuumként modellezni.

Konstitutiv elmélet

A miésodik fejezet nemrelativisztikus kontinuumelméleteket targyal. Ez a fejezet a
szokéasos disszipativ elméletek termodinamikai altalanositasait vizsgalja. Els6sorban
az adott elméletben szokasosnal magasabb rendi térbeli derivaltakat, azaz a gyengén
nemlokalis kiterjesztés lehet&ségét, masrészt pedig a magasabbrendii id6derivaltakat
tartalmazo egyenleteket is. Harom konstrukciés médszer alkalmazéasara keriil sor:

1. A bels6 valtozok modszere — magasabbrendii idéderivaltakat tartalmazé egyen-
leteket ad.

2. Az dramszorzok modszere — lokalizalhatd, transzport eredeti inhomogenitasokat
tartalmazo egyenleteket ad.

3. FiliggvényegyenlGtlenség-elemzés — matematikai vizsgdlat a méasodik fététel
egyenl6tlenségének altalaban megfelelé konstitutiv fiiggvények megtaldlasara.
Ennek legaltalanosabb valtozata a feltételes egyenl6tlenségrendszerek Farkas
Gyula féle megoldasi médszere, amelynek specidlisan a masodik fotételre vo-
natkozo, nemegyensulyi termodinamikai valtozatat Liu-eljarasnak nevezik.

Ezek a médszerek a masodik fotételen alapulnak, azaz a konstrukciojuk soran méar
beépitik a masodik f6tétel megfelel6 formajat. Mindharom esetben a termodinamikai
er6k és aramok bevezetése is szerepet jatszik.

Objektivitas és térido

Az objektivitas, a vonatkoztatasirendszer-figgetlenség kovetelménye a kontinuumfi-
zika alapelvei kozott kiillonos helyet foglal el. Egyrészt mindenki elfogadja, mésrészt
nincs egyetértés a pontos formajat illetéen. A masodik fejezetben, illetve a fiiggelékben
targyalom ennek néhany aspektusat, egyrészt megmutatva, hogy az objektivitas szo-
kasos megfogalmazasa hibas, masrészt a téridé motivaciéji hatteret adva a klasszikus
objektiv id6derivaltaknak. Ennek az elemzésnek bizonyos kévetkezményeit figyelembe
veszi a nemrelativisztikus elmélet targyaldsa.

A harmadik fejezetben viszont a specidlis relativisztikus hidrodinamika kapcsan
objektiv, vonatkoztatasirendszer-figgetlen megfogalmazas adhaté és a nemrelativisz-
tikus elmélet szdmos buktatdja kikeriilhet$ (ennek az elemzésnek a tapasztalatait a
nemrelativisztikus elemzés is hasznalja). Itt, a relativisztikus disszipativ hidrodina-
mika elsérendii stabil elméletének megfogalmazasiban mindharom kiemelten emlitett
problematikus pontra adott vilasz fontos: a masodik f6tétel és a stabilitas viszonya-
nak, a masodik fététel modern elemzési mddszereinek és az objektiv targyalasmédnak
egyarant lényeges szerepe van.

Matematika és axiomatizalas

A termodinamikdban és a kontinuumfizikdban az axiomatizalasnak, illetve a mate-
matika intenziv hasznalatdnak nagyon erés hagyoményai vannak. Véleményem sze-
rint ezeket a hagyomanyokat nagyrészt a zavarossagnak az az alapélménye taplalja,

vii



Elész6

amivel mindkét elmélet megtanuldsakor taldlkozhatunk. A mésodik f6tétel, illetve az
entropia fogalma a statisztikus elmélet nélkiil is sokrétli és a megértéshez kozelitve
jelentésének szamos rétegét kell feltarni.

Ez a dolgozat nem axiomatikus és nem is nagyon matematikai, a fizikai hatte-
ret hangsilyozza. Viszont messzemendkig épit a matematikai elemzésekre, els6sorban
Matolcsi Tamas kdzonséges termodinamikédjara és a téridé modellszintli pontos fogal-
maéra, illetve Clifford Truesdell raciondlisként jellemzett kontinuumelméleti iskolaja-
nak eredményeire. Bizonyos szempontbdl azokat igyekszik tovabbfejleszteni kevésbé
matematikai mdédon.

Elmélet és technolégia

A termodinamika, mivel a nem idealizalt fizikai rendszerek torvényszeriiségeivel foglal-
kozik, nagyon gyakorlati tudomany. Ebben a dolgozatban elméleti munkakat foglalok
Ossze, igy csak néhol tudom érzékeltetni azokat az eredményeket, amiket a kidolgozott
modellek gyakorlati alkalmazédsédnak iranyaba tettiink kollégdimmal kozosen.

A koriilmények és a szerencse gy hoztak, hogy a termodinamikai rendszerek koziil a
kézetmechanika anyagelmélete, reologiai, karosodasi hatasokkal dsszefiigg6 gyakorlati
problémai adtdk a motivacidkat és a visszacsatolast az elmélet fejlesztéséhez. A kovek
bonyolultak. Repedeznek, tornek, folynak, egyszoval idedlisak mindenféle nemidedlis
jelenség tanulmanyozasara.
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Tanaraim és kollégaim, akik leginkdbb hatéassal voltak ram és akiktol a legtobbet
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1. Homogén testek — kozonséges
termodinamika

1.1. Bevezetés - torténeti megjegyzések

A Kklasszikus, egyenstilyi termodinamika (a tovabbiakban termosztatika), a XIX. szé-
zad folyaman alakult ki. Ebben az id6szakban Farkas Gyula masodik f6tétellel kapcso-
latos vizsgalatai emlitend6ek [74]. Erre alapozva Fényes Imre altaldnos axiomatikus
targyalast dolgozott ki [77], majd kisérletet tett a nemegyensilyi termodinamikéba
torténd bedgyazasara, Onsager munkai nyoman [78]. A kés6bbi munkak koziil Trues-
dell és Bharatha [290] kutatasai tekinthetéek ebbe az irdnyba tett tovabbi lépéseknek.

Ugyancsak a homogén testek nemegyensulyi termodinamikdjanak egy agat jelenti
az utébbi évtizedekben megjelent tgynevezett véges ideji, illetve endoreverzibilis ter-
modinamika [54, 2, 17]. Ezek a rokon irdnyzatok valédi, id6ben zajlé folyamatokat
targyalnak homogén termodinamikai rendszerekben, de lényegében elvi megalapozas
nélkiill. Fényes, illetve Truesdell és Bharatha munkéinak legfontosabb hidnyossiga,
hogy a masodik fotételt nem teszik érthetobbé, mint az egyensilyi termodinamikai
elmélet. Azt, hogy ez lehetséges, azaz hogy a masodik fététel fizikailag vilagos és ma-
tematikailag is tiszta allitasként jelenhet meg egy megfelelé nemegyensiilyi elméletben
Matolesi Tamés mutatta meg [199, 200, 202, 203, 204, 205, 206, 207, 208].

Ebben a fejezetben réviden bemutatom a termodinamika Matolcsi-féle elméletének,
a kozonséges termodinamikdnak alapéllitasat, miszerint a II. f6tétel a termodinamikai
egyensily aszimptotikus stabilitasat biztosito feltételrendszer, ahol a termodinamikai
rendszer teljes entropidja az aszimptotikus stabilitdst biztosité Ljapunov fiiggvény.
Gézokra és folyadékokra, illetve rugalmas anyagra levezetem a megfelelé entrépia-
produkciot. Ezek a termodinamikai rendszerek azok, ahol homogén testek esetén — a
mechanikai tehetetlenség miatt — a termodinamikai targyalasok altaldban nem teljesek
(esetleg rosszak).

Ez a rovid ismerteto sziikséges a vonatkozé kontinuumelméletek lokélis egyensiilyi
hétterének elOkészitéséhez. A késébbiekben kicsit felvillan, a visszafele vezetd Ut is,
hogy a kontinuumelméletekbdl hogyan kaphatjuk vissza a homogén termodinamikai
testek evolicids egyenleteit és hogyan értelmezhetjiik a benne szereplé paramétereket.

! Emiatt tobb kritikét is kaptak, lasd [176, 225, 116]



1. Homogén testek — kézonséges termodinamika

1.2. Termosztatika, mechanika és termodinamika

A termosztatika kulcsfogalma az egyensily, de mivel a termosztatika nem vezet
be folyamatokat, illetve az esetlegesen hasznalt folyamatfogalmai — a kvazisztatikus,
illetve irreverzibilis folyamat — nincsenek expliciten definidlva, ezért a termosztatikai
egyensuly fogalmaban tébbféle dolog keveredik. Egyensuly alatt tobbek kozott implici-
ten az id6fliggetlenséget, homogenitast, disszipacidmentességet szokas érteni. Azonban
a termosztatikai egyensuly fogalma — amennyiben jelentése egyaltalan kibogozhatd —
a fizikai rendszerek redukdlhatdsdgdt és szepardlhatiosdgdt jelenti. Redukalhatésdgot,
hiszen tobbnyire legaldbb 102°-10%° szamu atomi, molekularis, mezoszkopikus fizikai
mennyiség egyiittes hatdasat akarjuk néhany valtozéval jellemezni, anélkiil, hogy bar-
mit is tudnank azok részletes viselkedésérél. A termosztatikai egyensily azt jelenti,
hogy ez a jellemzés egyaltalan megtehetd, azaz az ettél vald eltérés — ijabb valtozok,
memoériahatasok vagy akar részecskeszintii leirds segitségével jellemezve — mar nem
termosztatikai egyensulyi dllapotot jelent. Az dllapottér redukalhatésaghoz azonban
sem ido6fiiggetlenség, sem homogenitds, sem disszipacidmentesség nem sziikséges, s6t
még az sem feltétel, hogy a fizikai rendszer kiilonésebben nagy, vagy Osszetett legyen.
A redukalhatdsagot, a fizikai jellemzdk bevezetésének egyik legfontosabb feltételét,
a termodinamika nulladik fotétele az egyenstly tulajdonsdganak tekinti: ez a szepa-
ralhatésag, azaz, hogy a fizikai mennyiségek egyes termodinamikai testeket jellemez-
nek [25]. Ezt a feltételt elfogadva a redukédlhatésdgot a dinamikai tulajdonsdgokon
keresztiil lehet igazdn megérteni: a termodinamikai rendszerek hiararchidjaban az
egyszeribb, de univerzalisabb modellek vildgos mdédon és feltételekkel részei a bonyo-
lultabb, t6bb valtozés elméleteknek. A redukalhatésagot, és az egyensily” bonyolult
fogalomkomplexumét az idéfuggés explicit figyelembe vétele, azaz a nemegyensilyi
termodinamika teszi vilagossa, ahol az idofliggetlenség és a komplexitas kérdéskore
szétvalaszthato.

A termodinamikai mennyiségeket minden bevezeté termodinamika konyv egyen-
sulyban tekinti értelmesnek [78, 265, 118]. Mint azt fentebb emlitettiik, ennek a ki-
jelentésnek a nemegyensulyi termodinamika szerint az idéfiiggetlenség nem lényeges
eleme. A termodinamika és a termosztatika viszonya nem nyilvanvald, és kiilondsen a
termodinamikai potencidlok, els0sorban az entrépia szerepét kell Gjraértékelniink. A
termosztatika alapallitdsa az entrépia, mint potencial létezése. A tovabbiakban mi is
ebbdl fogunk kiindulni, és réviden Gsszefoglaljuk a vonatkozé Osszefliggéseket.

A termodinamikai mennyiségek idébeli valtozasanak leirasara kozonséges differen-
cialegyenleteket hasznalunk, az adott valtozok fejlodési egyenleteit. Mivel mechanikai
rendszereket — gazokat, folyadékokat és szilard testeket — fogunk targyalni, ezek a fej-
16dési egyenletek néha specidlisan mozgéasegyenletek, ezért a termodinamikai elmélet
fejlédési egyenleteinek tartalmaznia kell a Newton-egyenlet megfelel6 alakjat is, disszi-
pativ és nem disszipativ esetben egyarant. Ez a nemegyenstlyi termodinamikanak a
tehetetlenségi hatasok modellezése szempontjabol jelent kihivast.

Ebben az irdsban nem célom a termosztatikai elmélet részletes bevezetése, kriti-
kaja, vagy egyes paradoxonjainak részletes feloldasa. Ezzel részletesen foglalkoznak a
fentebb mar emlitett konyvek [290, 207, 208].
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1.3. Kozonséges termodinamika - homogén gazok és
folyadékok 1.

1.3.1. Termosztatika

A termosztatika gdzokra és folyadékokra feltételezi, hogy az entropia a klasszikus ex-
tenziv valtozdknak — az F bels6 energidnak, a V térfogatnak és az N részecskeszamnak
vagy az M tomegnek a fiiggvénye. Ebben az irdsban nemrelativisztikus és relativiszti-
kus termodinamikai megfontoldsokat egyarant hasznalunk, ezért az anyagmennyiség
jellemzésére a részecskeszamot vezetjiik be az entrépia valtozdjaként: S(E,V, N). Al-
landé m részecsketomeg esetén a megszokottabb tomeges leirasra az M = mN modon
térhetiink at. Az entrépia termodinamikai potencial, parcialis derivaltjai az entropi-
kus intenzivek. Ezek fiiggvényforméaja, extenziv mennyiségektol vald fiiggése mérhetd,
ezért az entrépiat fizikailag parcidlis derivaltjaival definialhatjuk:

oS 1 oS p oS

Ezeket a viszonyokat tomoren a Gibbs-relacié segitségével szoktunk megadni,
dE =TdS — pdV + pdN (1.2)

formaban. A fenti formuldkban T a hémérséklet, p a nyomads, p pedig a kémiai po-
tencidl. Ezenkiviil a termodinamikai mennyiségek kozott a kovetkezO Osszefiiggés is
fennall :

E =TS —pV + uN, (1.3)

amit potencidl-tulajdonsagnak fogunk nevezni. (1.2) és (1.3) kovetkezménye a Gibbs—
Duhem-relacié:
SdT — Vdp + Ndp = 0.

Az
e=FE/N, s=S/N, v=V/N (1.4)
fajlagos extenzivekre igaz, hogy

Os 1 Jds p
S = s(e,v), % = Ta a = Ta (15)
de = T'ds — pdv. (1.6)

A potencial-tulajdonsag és a Gibbs—Duhem-relacié megfelelé forméi egyszertien ko-
vetkeznek a fentiekbdl:

w=e—Ts+pv, dp = —sdT + vdp. (1.7)

A fajlagos mennyiségeket a kémiai potencidl parcialis derivaltjaiként kapjuk a (T, p)
intenziv mennyiségek szerint. Hasonlbéan, bevezethetjik az extenzivek stirtiségeit is

e=FE/V, s=S/V, n=N/V (1.8)
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definiciékkal. Ekkor a sirliségekre az entrépiat definialé parcidlis derivaltak és a
Gibbs-relacio kovetkezé modon irhatdak:

ds 1 0s 7
- e e 1.9
s = s(e,n), 9~ T an T (1.9)
illetve
de = T'ds + pdn. (1.10)
A potencidl-tulajdonsigot és a Gibb—Duhem-relaciét is érdemes felirnunk:

p=—e+Ts+ un, dp = sdT + ndp. (1.11)

Stirtiségekre a nyomds tekintheté a potencidlnak a (7', ) intenzivekkel valtozdként.
A fajlagos mennyiségek, illetve a sliriiségek bevezethetGségét az tette lehetévé, hogy
bizonyos valtozdkat extenzivnek, rddasul additivnak tekintettiink. Az extenzivitas a
kulcsa annak, hogy homogén testekrél kontinuumokra is atvihessiik a fenti formuldk-
ban megfogalmazott tulajdonsigokat.?

Figyeljik meg, hogy a fentiekben elég lett volna két valtozéra bevezetni az entropiat
((1.5) vagy (1.9) médon), ezutén az extenzivitassal kiterjeszthetjiik harom valtozora.
Egy valtozora a potencidl létezése trivialis, két valtozéra vonatkozéan a termodina-
mikai hagyoméanyoknak megfeleléen homérsékletet, azaz a kalorikus allapotfliggvényt
vezetjiik be gy, hogy az entrdpia létezzen, azaz integrald osztdként. Ekkor a potencial
létezése matematikai tétel. Az entrépia létezése csak ennél tobb valtozéra jelent fizikai
feltételt (Ezt Farkas Gyula bizonyitotta [74, 77]).

Gazok esetén az allapothatarozé fajlagos mennyiségek az e fajlagos bels6 energia és
a v fajtérfogat. Az dllapotfiggvényeket ezekkel a kanonikus vdltozdkkal adjuk meg. A
termikus és kalorikus dllapotfiiggvények ekkor p(e,v) és T'(e,v) a megfelelé allapotté-
ren értelmezve. A fajlagos entrépidt, mint allapotfiiggvényt, a fenti (1.5) formuldkkal
definidljuk, ami ekvivalens az (1.6) Gibbs-relacidval. Az sszes fenti megfogalmazas
(1.7), illetve az extenzivitds segitségével megkaphatd. Habar az el6z6 formuldk esetén
automatikusan feltételeztitk a megfelel6 mértékii folytonossigot és differencidlhato-
sagot, valéjaban a termodinamikdaban sem tehetjiik ezt meg minden tovabbi nélkiil,
hiszen példaul a fazisokat és fazishatarokat pontosan ezeknek a tulajdonsagoknak a
segitségével modellezziik. Mivel a tovabbiakban itt részletesen nem foglalkozunk fa-
zisokkal, igy mindig automatikusan fel fogjuk tételezni a lokélis invertalhatdsagot és
megfelel§ szamu derivalhatdosagot.

Az entrépia segitségével két feltételt szabunk meg az allapotfiiggvényekre.

Egyrészt az entrépia, mint potencidl 1étezésének kovetkezménye vegyes méasodik
parcidlis derivaltjainak egyenlésége megszoritds a kalorikus és termikus allapotfiigg-
vényekre. Esetinkben tehat (1.5), illetve (1.6) miatt fennall, hogy

91 _ s _ s _op
ovT  dedv  Ovde OeT

(1.12)

2 Additivitasbél kovetkezik az extenzivitds. Vannak nem additiv, illetve nemextenziv termodi-
namikak [25].
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Ezt az Osszefliggést (illetve ennek tobbvaltozds dltaldnositdsat) nevezziik Mazwell-

c sz

mikai testre vonatkozéan a fenti (1.12)-b6l automatikusan harom Maxwell-relécié
vezethetd le.

A miésik feltétel az entrépia konkavitasanak kovetelménye, azaz a termodinamikai
stabilitds. Kétszer folytonosan differencialhaté allapotfiiggvények esetén ez az entrépia
teljes méasodik derivaltjara jelent feltételt, azt jelenti, hogy

) (1.13)

SIS
SN

negativ definit. Konnyt belatni, hogy ez az alabbi egyenl6tlenségekkel kiértékelhetd:

oT Op
Solev) >0, ZH(Tv) <0, (1.14)

Konkav fajlagos entrépia, azaz termodinamikai stabilitas sziikséges ahhoz, hogy az
entrépidnak maximuma lehessen termodinamikai egyenstlyban. Eppen ezért alapko-
vetelménynek tekintjiik, az dllapothatarozok (e, v) terébél kizarjuk azt a tartomanyt,
ahol a fenti egyenl6tlenségek sériilnek. Idedlis gaz a teljes kanonikus allapottéren ér-
telmezett, de példaul a Van der Waals-gdz mér nem, az Un. spinodalis gérbe alatti
tertilet a (p,v) diagrammon példaul sérti a termodinamikai stabilitdst. Ezeknek az
egyenlétlenségeknek szemléletes fizikai jelentésiik is van. Természetesen stirliségekre
is atfogalmazhato a fenti feltételrendszer. Ekkor azt kapjuk, hogy

Tem>0, Pam=o (1.15)

Megjegyzendd, hogy az (1.1) osszefliggésekkel meghatérozott teljes entrépia maé-
sodik derivaltja nem lesz negativ definit, csak negativ szemidefinit a homogenitasi
feltétel miatt.

Lattuk, hogy a fenti definici6 szerint értelmezett entrépia a mérhetd fizikai mennyi-
ségek tulajdonsigaira ad megszoritast, egy allapotfiiggvény nem lehet akarmilyen. Ez
a definicié lehet6vé teszi, hogy egyszertien bevezessiik a kdrnyezet entropidjdt is. Egy
termodinamikai testet kornyezetnek tekintiink, ha homérséklete és nyomadsa, ebbdl
kovetkezGen pedig kémiai potencialja is el6irt, illetve idében allandé. Legyen ez az
alland6é hémérséklet Ty, az allandé nyomads pedig py. Fajlagos entrépidja ekkor (1.5)
alapjan egyszerlien kiszamolhat6:

1 k
se(et, k) = e + %vk + 50, (1.16)

ahol ey és v a kornyezet fajlagos belsé energidja és fajtérfogata, sy pedig dlland6. A
szokott fizikai intuicion alapuld kijelentéseket a kornyezet — hétartaly vagy nyomas-
tartaly — nagysagardl vagy valtozatlansagardl egy dinamikai elmélettel természetesen
bizonyitani lehet, és a feltételei is megadhatodak.
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Py

1.1. 4bra. Egyszerl termodinamikai rendszer.

1.3.2. Termodinamika

Ha a homogén testekre vonatkozo termodinamikaban id6beli valtozasokkal kivanunk
foglalkozni — eléggé elvarhatd, hogy legyen egy ilyen elméletiink, amely képes egysze-
rlien leirni mondjuk egy bogre tea lehiilését — akkor ezt a megfelel6 termodinamikai
valtozokra vonatkozo6 differencidlegyenletekkel tudjuk kényelmesen megtenni. Termé-
szetesen ez egy nagyon egyszeri modelljét jelenti a klasszikus termodinamikénak, a
térbeli valtozasokat is leird elméletet majd a kontinuumok targyaldsakor fogalmazunk
meg.

Az elsé fotétel, mint a belsé energia mérlege, kapcsolatba hozhaté egy differencial-
egyenlettel, amennyiben azt

é=gqle,v,...) +w(e,v,...) (1.17)

forméaban irjuk fel. Itt a pont idoderivaltat jelent, azaz é a termodinamikai test fajlagos
bels6 energidjanak idGegységre es6 megvaltozasat jelenti, ¢ a fajlagos hételjesitmény
(heating) az id6egység alatt atadott termikus energia, w pedig a fajlagos mechanikai
teljesitmény, az idéegység alatt a homogén testen végzett munka fajlagos értéke (wor-
king). A hét és a munkat jellemz6 mennyiségek nem értelmezhetéek, csak akkor, ha
vizsgalt termodinamikai test kapcsolatban van a koérnyezetével. ¢ és w a kolcsonha-
tast jellemz6 mennyiségek. Eppen ezért a kornyezet, vagy szomszédos termodinamikai
test, testek jellemz6itdl is fliggeniiik kell. A tovabbiakban a 1.1 abran lathato egysze-
ri termodinamikai rendszert fogjuk vizsgalni, egy gaztestet termikus és mechanikai
kolesonhatasban a kérnyezetével. Ebben az esetben a fenti g és w kolesonhatasi fligg-
vényekbe a harom pont helyébe a kornyezet jellemzd paraméterei keriilnek.

Altaldban a Gibbs-reldciét a termodinamika kényvek azonnal kapcsolatba hozzak
az els6 f6tétellel. Olyasféle formuldkkal taldlkozhatunk, példdul, hogy

dE = §Q + 6W = TdS — pdV,

ahol d teljes differencial (matematikailag 1-forma, ahogy eddig), illetve § nem teljes
differencial, hanem csak valami valtozéast jelol. Itt nem célunk ennek az egyenlGség-
nek, a benne szerepl6 mennyiségeknek a részletes értelmezése, ezt szamos kiillonb6zé
értelemben megteszik a termosztatikai tankonyvek, mind matematikai, mind fizikai
szempontbdl [290]. A folyamatok targyaldsa szempontjabol csak egyetlenegy dologra
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hivjuk fel a figyelmet. A mi fenti jeloléseinkkel, idébeli valtozdsokat tartva szem el6tt
a kovetkezo értelmezést tehetjiik:

e=qtw=Ts—py=¢é (1.18)

Az utolsé egyenldség pontosan igaz, az (1.6) Gibbs-relacié kovetkezményeként. Az
els6 egyenléség az energia megmaradéasa a fenti fajlagos mennyiségekre. Viszont ho-
gyan allhat fenn a ¢ = T'S Osszefiiggés, azaz miként lehet egyenld a héaram — a test
és a kornyezet adataitol egyarant fiiggo fizikai mennyiség —, a test hémérsékletének
és a testet jellemz0 entrépia idéderivaltjanak szorzataval? Milyen feltételek mellett és
miért lesz w = —pv? A T szorzat csak az 1.1 dbra hengerébe zart giz termodinami-
kai adataitol fiigg és semmi koze a kornyezethez! Ez a fizikai kérdés a differencidlok
barmilyen matematikai értelmezése mellett feltehetd.

A tovabbiakban, az 1.1. abran lathaté termodinamikai rendszerre vonatkozoban, az
els fotételt a homogén termodinamikai testre vonatkozd mérlegként értelmezziik a
kontinuumelméletek szellemében a kovetkez6é mddon:

é=q(e,v, e, vi) +w(e,v, e, vi). (1.19)

Itt szembestliink el6szor egy tipikus termodinamikai problémaval: a kitiizott feladat
alulhatarozott, tobb valtozonk van, mint egyenletiink, és a kolcsonhatési fiiggvénye-
ket sem ismerjiik [290]. Az dltaldnos termodinamikai hozzaallas az, hogy tegyiik fel
a legaltaldnosabb, kezelhetd formaban a hidnyzé egyenleteket és fiiggvényeket (figye-
lembe véve minden rendelkezéstinkre &ll6 fizikai kényszert és informéciot), ekkor a
masodik fotétel segitségével megkonstrudlhatéak a hianyzd konstitutiv és mozgas-
egyenletek. (1.19) mellett sziikség van egy madsik differencidlegyenletre ahhoz, hogy
teljes dinamikai torvényt kapjunk. A kézonséges termodinamika feltételezi, hogy ez a
differencidlegyenlet a kovetkezé altalanos formaban irhaté:

V= f(e,v, ek,vk), (120)

ahol f az el6bbiek szerint egy altalanos kolesonhatési fliggvény. Ez a klasszikus termo-
dinamika implicit alapfeltevése, a legegyszertibb targyalhaté eset. Ennél altalanosabb
feltevéssel is élhetiink azonban, latni fogjuk, hogy sok szempontbdl természetesebb
masodrendil differencidlegyenletet el6irni a fajlagos térfogatviltozasra, ezaltal figye-
lembe véve a kozeg mozgasdnak tehetetlenségét is. A klasszikus termodinamika pon-
tosan azért robosztus elmélet, mert a térfogatvaltozasra felirhaté differencidlegyenlet
konkrét formajatél gyakorlatilag fiiggetleniil érvényes allitasokat fogalmaz meg.

Az egyensilyt itt egyszertien idéfiiggetlenségként fogalmazhatjuk meg. Ez dinami-
kai tulajdonsagként, azaz a kolcsonhatasi fiiggvényekben hatdrozodik meg, az inten-
ziv allapothatarozokkal szoktuk kapcsolatba hozni. Elvarjuk, a hémérsékletek és a
nyomasok egyenlésége esetén a termodinamikai rendszer allapota ne véltozzon, azaz,
hogy a fenti (1.19)—(1.20) differencidlegyenletnek ekkor egyensilyi megoldédsat kapjuk.
Ezért fel fogjuk tételezni, hogy a kolcsonhatasra jellemz6 mennyiségek az extenziv al-
lapothatarozoktodl az intenziveken keresztiil fiiggenek, és az intenzivek egyenléségekor
nullak:

Q(eavv ekavk‘) = q(T(e,v),p(e,v),Tk,pk) és Q(Tk7pkaTk;7 Pk‘) =0, (121)
f(eavaek’avk) = f(T(e’V)ap(e>V)’Tkapk) és f(Tk’vpkaTkaPk) = 0. (122)
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Vegyiik észre, hogy ez a bonyolultnak tiné allitds szinte minden termodinami-
ka konyvben, mint természetes kovetelmény szerepel, altaldban a nulladik f6té-
tel részeként megfogalmazva és dinamikai &dllitdsokkal keveredve: [118] 36. oldal,
[127, 129, 32, 235, 176].
A mechanikai munkavégzésrdl feltessziik, hogy idedlis, azaz a kévetkezd forméaba
irhato:
w=—pf (1.23)

Mindezek utdn a fenti (1.19)—(1.20) differencidlegyenlet rendszernek egyensilyi
megoldasat kapjuk a

T(e,v) =Tk,  ple,v) =px (1.24)

egyenletrendszer (e, v.) megoldasaiként. Egy adott kornyezeti hdmérséklethez és nyo-
mashoz természetesen nemcsak egyetlen egyensily tartozhat.

Ezek utan a masodik fotételhez mar csak egyetlen, az elobbiektdl fiiggetlen feltétel
szlikséges. Nevezetesen azt kell biztositanunk, hogy termodinamikai rendszer — azaz
a termodinamikai test és a kornyezet — entrépidja egyuttesen névekedjen, figyelembe
véve a tovabbi kényszereket. Esetlinkben ezek a kényszerek a kovetkezok:

1. A termodinamikai rendszer és a termodinamikai test részecskeszama allando,
azaz a test és kornyezete zart rendszert alkot és nincs anyagatadas a test és a
kornyezet kozott:

N =all. és N, = all. (1.25)

2. A termodinamikai rendszer Ossztérfogata allandé: V + Vi, = Vy = 4ll. Ebbél a
fajlagos mennyiségekre az kovetkezik, hogy

NV + Npvi = 0. (1.26)

3. A temodinamikai rendszer 6sszes belso energidja dllandé: E + E = Fy = All.,
és nincs mas energiafajta. Ekkor

Né+ Nyéj, = 0. (1.27)

Ezek utan a termodinamikai test és a kornyezet entrépidjanak idéegységre esé val-
tozasa — az entréopiaprodukcid - a kovetkezé médon irhaté:

S+ = Lis+8)= %(Ns(e, V) + Nisg(er, ve) =

dt
B L. p. 1. pp.\ _ 1 P Dk
N
=7 (@ -T5+ 0 -p0)1). (1.28)

Itt egyrészt felhasznaltuk elészor az (1.25)—(1.27) megmaradasi kényszereket, majd a
test és a kornyezet entrépidinak (1.5) és (1.16) definicioit, végiil pedig a (1.19)—(1.20)
dinamikai torvényt. (1.28) a teljes entrépia (1.19)—(1.20) differencialegyenlet-rendszer
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szerinti derivaltja, amelyre a 5 specialis jelolést alkalmaztuk. Ha az entrépia névek-
szik a fenti dinamikai torvénnyel leirhat6 folyamatok esetén, akkor igaz a kovetkezd,
ugynevezett disszipdcios egyenldtlenség:

(Tk — T)% +®—p)f 0. (1.29)
Ezt az egyenlGtlenséget a q és az f kolcsonhatasi fliggvényekre vonatkozé megszoritas-
ként érdemes felfogni. Egyenloség csak egyensilyban allhat fenn benne. Fizikai értel-
me viladgos és kézenfekvo. Példaul f = 0 esetén a fenti egyenlétlenséghbdl kovetkezik,
hogy a h6aram iranya ellentétes a test és a kornyezet homérsékletének kiilonbségé-
vel, ezért (1.29) a méasodik fététel Clausius-féle megfogalmazasanak egy pontos alakja
[207]. Masrészt, ha ¢ = 0, akkor az adédik, hogy a térfogatvaltozas a nyoméaskiilonb-
ség iranyaba valtozik. Azaz, ha a test nyomasa nagyobb, mint a kdrnyezeté, akkor a
fajtérfogata no, illetve ha kisebb, akkor a fajtérfogata csokken.
Ami pedig a fenti feltételrendszert, az entrépia konkavitasat, az egyensilyra vonat-
kozé el6irast és a novekedés kovetelményét egységes keretbe foglalja, az a termodina-
mika méasodik f6tételének kovetkezé megfogalmazasa:

1.1. Tétel (2. f6tétel). Az (1.19)-(1.20) differencidlegyenlet (1.24) egyenletrendszer-
rel definidlt egyensulyi megolddsa aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas. Azt kell belatnunk, hogy L(e,v) = (S(e,v) + gk(e,v))/N Ljapunov-
fiigguénye az egyensilynak. Itt Sk(e,v) = Sk((Uo —eN)/Ng, (Vo — vN)/Nk), azaz a
kérnyezet entrépidja a test entropidjdval kifejezve a megmaraddsi kényszerek segitsé-
gével. Egyrészt igaz, hogy L derivdltja nulla az egyensilyban, mdsrészt pedig a mdsodik
derivaltja megegyezik a test entropidjanak masodik derivaltjaval, ami konkdv a termo-
dinamikai stabilitds kovetelményének értelmében. Azaz L-nek szigori maximuma van
a termodinamikas egyensulyban.

Masrészt L-nek az (1.19)-(1.20) differencidlegyenlet szerinti derivdltjanak szigori
minimuma van, az (1.29) disszipdcios egyenlétlenség szerint.

Azaz, a termodinamika entrépidra vonatkozd szokésos feltételezései:
— az entropia, mint termodinamikai potencidl 1étezése,
— a termodinamikai stabilitds, azaz az entrépia konkévitasa,

— a kolcsonhatésokra el6irt tulajdonsagok, amelyek az entrépia névekedését biz-
tositjak

egyuttesen a kornyezettel torténé egyensuly aszimptotikus stabilitasat, azaz stabilita-
sat és vonzasat biztosité feltételrendszert eredményeznek. Mindez azt mutatja, hogy a
homogén testek termodinamikéja-sztatikaja valéban lehet termodinamika, értelmesen
targyalhat6 egy mozgasegyenlet(-rendszer), egy dinamikai torvény segitségével.

A fenti dinamikai toérvény — a mechanikai részre vonatkozé elsérendii differencial-
egyenlettel — tulajdonképpen egy pontos értelmezését adja az egyensulyi vagy kvazi-
sztatikus folyamat paradox fogalmanak. Egyrész ugyanis konnyt belatni, hogy a test
folyamatait kontrollalni tudjuk a kornyezettel: barmely folyamat sordn a kornyezet
homérsékletét és nyomasat a test adott pillanatbeli h6mérsékletével és nyomasaval



1. Homogén testek — kézonséges termodinamika

egyenlévé téve a test egyensulyba keriil, azaz megsziinik az energia- és a térfogatval-
tozas, a folyamat megall. A folyamat ilyenkor termodinamikai egyensilyok sorozatan
keresztiil halad?.

Miésrészt kiszamolhatjuk a test (nem a teljes rendszer) entrépidjanak valtozasat,
azaz differencidlegyenlet szerinti derivaltjat:

[ 1 p q

s=Ds-(¢-pf.f)=Fla-p)+5f=7 (1.30)
Ez pedig analég a ’reverzibilisnek’ nevezett folyamatok esetén megkovetelt, szokéso-
san dS = 0Q/T alakban irt osszefiiggéssel. Vegyiik észre, hogy ezzel érthetévé tettiik
a fentebb emlitett, az els6 fotétel és a Gibbs-relacié 6sszekotését megnehezité parado-
xont. Most mar vilagos egyenléséget irhatunk el6:

e=q+w=Ts—pv (1.31)

A megvaltozasok idébeli megvaltozdsokat jelentenek, igaz, az entrépia esetén nem
tetszélegeset, hanem a fenti (1.19)-(1.20) differencidlegyenlet mentén értve! Az ent-
ropia ilyen valtozasa folyamatfiiggd.

Egy dinamikai elmélet szamos szempontbol ad tobbet egy sztatikainal. Csak az itt
targyalt legegyszeriibb termodinamiai testnél maradva: vizsgalhatd és értelmezhetd
olyan termodinamikai test, amelynek nincs entropidja, de a méasodik foététel még-
sem sériil, az egyenstly aszimptotikusan stabil marad. Vizsgalhato, illetve egyaltalan
felmeriil a munka és a disszipaciés egyenlotlenség dltalanositasanak lehet6sége és a fa-
zisok és fazishatarok is 1ij fényben tlinnek fel a rajuk vonatkozé stabilitasi kérdésekkel
egyltt.

A tovabbiakban csak egyetlen specidlis szempontra szoritkozunk, amely talan a leg-
élesebben megmutatja a homogén testek nemegyensulyi termodinamikajanak egyrészt
az erejét, ugyanakkor a korlatait is: a termodinamikai test folyamatainak tehetetlen-
ségével és a belsd energia jelentésével.

1.4. Kiterjesztett kozonséges termodinamika — homogén
gazok és folyadékok II.

A kozonséges termodinamika (1.20) differencidlegyenlete mechanikai viselkedésre
vonatkozik. Ebbdl a szempontbol mér elsé pillantasra latszik, hogy nem kielégits. Egy-
fajta ’arisztotelészi’, surlédasvezérelt dinamikat jelent: hétranszport nélkiil az egyen-
sulyi fajtérfogatot monoton kozeliti a termodinamikai test fajtérfogata. Mechanikai
rendszerekben viszont a folyamatoknak tehetetlensége van, fenti rendszeriink pedig
mechanikai rendszer is. Ehhez a fenti megfontoldsokat altalanositanunk kell.

A termosztatika el6z6 fejezetben vazolt alaposszefiiggései, az allapotfiiggvények for-
maja érvényes marad itt is: a fajlagos entrépia az e bels6 energia és a v fajtérfogat
fiiggvénye. A termosztatikai Osszefiiggéseket Osszefoglalé Gibbs-reldcié véltozatlanul
(1.6) marad, azaz az entrépiafiiggvénye definicidja tovabbra is az (1.5).

3 Mésrészt reverzibilis is abban az értelemben, hogy a koérnyezeten keresztiil tudjuk szabélyozni

az iranyat. Ugyanakkor adott kezdeti feltételek mellett visszafordithatatlanul tart az egyen-
stulyhoz: ezt bizonyitja a fenti 1.1 tétel.
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1.4. Kiterjesztett kdzoénséges termodinamika — homogén gazok és folyadékok II.

A dinamikai térvény mechanikai részére az energia megmaradésa, azaz az els6 £6-
tétel mellett egy masodrendii egyenletet vezetiink be:

v, (1.32)
k- (1.33)

Il
N
=

é
W

I
=1
=

Itt v dllandé paraméter, a g, p jelolések jelentésére pedig hamarosan kitériink. A fenti
dinamikai térvény tobb vondsdban is kiilonbozik a kozonséges termodinamika (1.19)—
(1.20) egyenletrendszerétdl. A legfontosabb kiilonbség, hogy az allapottér, a differen-
cidlegyenlet megoldasahoz sziikséges valtozdk szdma, megnétt. A fajtérfogatvaltozas
sebessége is allapothatarozova 1ép eld, kezdeti feltételként sziikséges az egyenletrend-
szer megoldasahoz. Az egyensulyban mérhetd allapothatarozdk tere kiterjedt egy nem-
egyensilyi — egyensulyban nulla értékli — valtozdval.

Ennek megfelelGen az allapotfiiggvények és kolecsonhatési fiiggvények is altaldban a
teljes, kiterjesztett allapot fiiggvényei. Az itt szerepld ¢ fajlagos hételjesitmény illetve
p "valédi" nyomds nem azonos az (1.19)-ben szereplé g-val, illetve az (1.5)-ben szereplé
p sztatikai nyomaéssal. Ezek a fliggvények mér a kiterjesztett allapottér 1j valtozojatol,
a v térfogatvaltozasi sebességtdl is fiigghetnek. Ez a lehetd legegyszertibb kiterjesztése
a kozonséges termodinamikanak, az elsd fététel és a Newton-egyenlet kdzvetlen, a fo-
galmi szerkezetet (erd, munka) teljesen megérzé altalanositasa. A kornyezettel torténd
kolestnhatéas esetén allandd tomegii termodinamikai test esetén az dssztérfogat és az
Osszenergia megmarad, ezért fajlagosan:

v+ v = vg = all.,

e+ep+ g\'ﬂ = ey = 4ll. (1.34)

Itt vi a kdrnyezetre jellemz6 fajtérfogat, v pedig az allandé Osszfajtérfogat, illetve e
a kornyezetre jellemzo fajlagos belsé energia és ey pedig az allandé fajlagos teljesener-
giastirliség. Természetesen itt figyelembe kellett venni a mozgasi energiat is.

Ebben az esetben a test és a kornyezet teljes entrépiaja
7.2

sr(e,v,v) =s(e,v) — — (e + 5V ) -

Pk
v, 1.35
o (1.35)
Ennek a fliggvénynek az elsé derivaltja egyensulyban nulla, a mésodik pedig negativ
definit, ha v > 0, mert s konkdv. A fenti (1.32)—(1.33) differencidlegyenlet-rendszer
szerinti derivaltja adja a disszipaciés egyenlétlenséget :

p D. V.

u ) o1
ST_T(H—T —ﬁ:e—ﬁv—ﬁvv—

_ 1 . p. 1 . Dk . Vo _
= T(q V) + VT (g —pv) 7.V (p—pr) =
11 1
—qgl=— =) =-Z=(p-—pVv>o0. .
q (T Tk) T(p PV >0 (1.36)

Ha az egyenlGtlenség fennal, akkor a Kkiterjesztett termodinamikai test egyensilya
aszimptotikusan stabil. A fenti entrépiaprodukcié erre a rendszerre vonatkozéan mu-
tatja, hogy a differencidlegyenletben szerepld teljes p nyomas és az entrépia derivaltja-
ként kaphato6 sztatikus p nyomés kiillonbsége, mely a kontinuumok esetén megszokott
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1. Homogén testek — kézonséges termodinamika

viszkozus nyomas megfelelGje, csillapitja a térfogatvaltozas sebességét. Ezzel egyszerii
példat adhatunk az allapottér kiterjesztése miatt fellépé allapotfiiggvényre:

ple,v,v) = p(e,v) — nv. (1.37)

Itt n a kontinuum viszkozitasanak megfelel$ egyiitthato, a fenti egyenlet pedig tulaj-
donképpen a Navier—Stokes-egyenletben szereplé Newton-féle nyoméstenzor megfele-
16je a kozonséges termodinamikaban. Ez a forméaja az entropiaprodukcionak teljesen
analég a hidrodinamikédban kapott (2.100) entrépiaprodukcié-siiriiséggel.

1.4.1. Példa: folyamatok Van der Waals-gazzal

Ebben a fejezetben a fenti egyszer(i termodinamikai rendszerben egy Van der Waals-
gaz folyamatain mutatjuk be a kozonséges és kiterjesztett termodinamikai test folya-
matai kozotti kiilonbséget. Legyenek tehat a termodinamikai test kalorikus és termi-
kus allapotfiiggvényei a redukalt Van de Waals-gazéi (ekkor az Osszes fizikai mennyi-
séget a kritikus allapot értékeivel dimenzidtlanitottuk):
3 8T 3
P=etl P17 @

Vezessiik be tovabba a fenti (1.37) viszk6zus nyomast. A (1.32)—(1.33) fejlédési egyen-
letben tekintsiink Newton-féle héatadast:

(1.38)

q=—a(T —Tj). (1.39)

A kiils6 hémérséklet és nyomas legyen pl. T, = 0.9 és pr = 0.5. Hirom egyensu-
lyi pontot kapunk az (e, v)-térben, az egyensilyi redukalt fajtérfogatok értéke: v, =
= {0.641,0.859, 3.634}.

Az abrdkon a szaggatott vonal a stabilitdsi hatdr (spinodélis), amely alatt a ter-
modinamikai stabilitas egyenlétlensége séril. A harom egyenstulyi pont egyike a fo-
lyadékfazisban, a masik gazfazisban, a harmadik pedig az instabil tartoményban ta-
lalhaté. Az abrakon a kereszttel jelzett pontokbdl inditott megolddsait abrazoltuk a
fenti fejlodési egyenletnek kiilonb6z6 v tehetetlenségi paraméter és n csillapitds ese-
tén. Megfigyelhetd, hogy a termodinamikailag nem megengedett tartomanyban levo
egyensily pont instabil dinamikailag is, mig a masik két egyensilyi pont vonzdé.

Az 1.2. abra bal felsé részén nagy a tehetetlenség és a csillapitds, a = 1,7 =
= 100,n = 1. Lathatd, hogy megoldasok gyakorlatilag dlland6 fajtérfogaton egy lasst
sokasagra relaxalnak és annak mentén tartanak az egyensulyhoz. Figyeljik meg a
nyomésingadozast a folyadékfdzisban. A jobb felsé részen lathaté megoldasokban a
tehetetlenségi paraméter kisebb, v = 1, a lassii sokasigra kevésbé izochor mddon
relaxal a rendszer. A bal alsé dbran pedig a csillapitast lecsokkentve erds térfogati és
hoémeérsékleti rezgéseket figyelhetiink meg a gbzfazisban levo egyensilyi pont koriil.

Végiil pedig a jobb alsé részen kozonséges termodinamikai (1.19)-(1.20) egyenlet-
rendszer megoldasait lathatjuk a kolcsénhatési fiiggvények elobbihez hasonlé vélasz-
tasaval (n =90 =1):

g=al -Ty), w=-pf, [f=(@—p)/d (1.40)

Az (1.19)-(1.20) differencidlegyenlet rendszernek fold bifurkaciéja van a kritikus pont-
ban.
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a=1, y=100, n=1 a=1, y=1, n=1

0.5

0.0
0

0.5

0.0
0

1.2. dbra. Van der Waals-gdz folyamatai.

1.4.2. Teljes és belso energia

Tanulsdgos az el6zo fizikai rendszer egyenleteit az e; teljes fajlagos energia segitségével
is roviden megfogalmazni. Az entrépiasliriiség ekkor nemcsak az energia és a fajtér-
fogat, hanem a fajtérfogat idéderivaltjanak is fiiggvénye (!). Azaz a termosztatikai
Osszefiiggéseket Osszefoglalé Gibbs-relacio a kévetkezd:

de; = Tds — pdv + yvdv. (1.41)

Ezzel egyenértékiien irhatjuk, hogy

s(er, v, V) 0Os 1 Os p 0Os WV
v,V — == — == — =
PR e T v T v T
A dinamikai egyenletek koziil (1.33) valtozatlan marad, az els6 f6tétel pedig a ko-
vetkez6képpen médosul:

(1.42)

& =G — piv. (1.43)

Azaz a kiilsé nyomaés teljesitménye noveli a teljes energiat. A megmaraddé mennyisé-
gek:

v+ v = vg = all.

e + e = ep = 4l (1.44)
A teljes entrépia
. . 1 Pk
= — —€ — —V. 1.45
se(er,v,v) = s(es, v, V) T e T, v (1.45)
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1. Homogén testek — kézonséges termodinamika

Ennek a fenti (1.43) és (1.33) differencidlegyenletek szerinti derivaltja adja a disszi-
pacids egyenlotlenséget :
1 Pk ’LV N 1. Pk .

] .
St—fet‘i‘?v Tv—ﬁet—?kV—

1 S 1 N
= T(q Prv) + T T(p D) Tk( PEV) 7.’ =
11 1
—al=— =)= Z(-pVv>o. 1.46
q(T Tk) T(p p)V > (1.46)

Nem meglepé médon ugyanazt kapjuk, mint elobb. Vegyiik észre, hogy a két esetben
a bels6 és a teljes energia viszonyat a kovetkezé moédon adtuk meg:

e =et %\'/2. (1.47)

A teljes energia és bels6 energia fenti értelmezése megmutatja, hogy a térfogatval-
tozasi sebességet tartalmazhatja a Gibbs-relaci6 a t6bbi mennyiség megfeleld értelme-
zése esetén. Ez a kérdés, tehat, hogy a sebességek termodinamikailag targyalanddak
és targyalhatoak, a legfontosabb eleme annak, hogy a mechanika termodinamikai
bedgyazottsagat értsiik. Latni fogjuk, hogy ez kulcsfontossdgi a kontinuumok mecha-
nikdjaban, és a relativisztikus termodinamika nehézségei is részben erre vezethetéek
vissza [321]. A fenti vonatkozasban, nemrelativisztikus rendszerekre ezt a kérdést Hor-
vath targyalta [128].

Természetesen még sokkal tobbféle differencidlegyenlet is felmeriilhet a kdzonséges
termodinamika fejlédési egyenleteként. Kiillondsen reoldgiai tapasztalatok alapjan ké-
zenfekvo, hogy akar még magasabbrendii idodervaltakat is tartalmazhat a fajtérfogat
fejlodési egyenlete. Nyilvanvaloak a kozonséges termodinamikanak, mint modellcsa-
lddnak a tovabbi korlatai is. A homogén rendszerek irreverzibilitdsai szarmazhatnak
inhmogenitasokbdl, és igy az egyszerii disszipativ folyamatok — h6transzport, sirlodas,
viszkozitas — kozonséges termodinamikai leirdsa nem éri el egy kontinuumelméleten
alapul6 leirds modellezési részletességét. A masodik, kiterjesztett modelliink lathatéan
részletesebb, mint az els6, de az példaul, hogy a térfogatvaltozas tehetetlenségét egyet-
len ~ paraméterrel irjuk le biztosan nem igaz, ha ez a v tomeg tilnyomérészt a gz
mozgasanak effektiv tehetetlenségét jelenti. A termodinamikai rendszeriink alrendsze-
rekre bontdsa pontosithatja a modellt. Azonban miel6tt a kontinuumok targyaldsara
térnénk at, vizsgaljuk meg a szilard testek mechanikajanak koézonséges termodinami-
kajat, ahol a térfogat nem megfeleld allapothatarozo.

1.5. Rugalmas anyag

Termosztatika

Mig a gazok és folyadékok kontinuumelméletének kiindulépontja a megfelelé ter-
mosztatikai Gibbs-relacié, a lokalis egyensuly hipotézisével indokolva, addig a kon-
tinuumechanika altaldban expliciten nem alapoz a homogén termodinamikai meg-
fontolasokra. Ilyesmi legfeljebb tankoényvekben fordul el, ahol a rugalmas anyagok
termosztatikdjat dltaldban ugy kapjuk, hogy a (1.6) Gibbs-reldciéban a fajlagos térfo-
gatvaltozast a deformdcidval helyettesitik [118, 213, 325, 164]. A kontinuummechanikai
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1.5. Rugalmas anyag

konyvek egyéltaldn nem foglalkoznak homogén testekkel [288,; 16, 108]. Ennek legfon-
tosabb oka, hogy a rugalmas testek mechanikdjaban a homogenitas csak kivételesen
teljesiil, a kinematikai alapmennyiség, a deformécid, lokalisan definidlt. A mechanika
Truesdell, Coleman, Noll és munkatarsaik dltal alapitott raciondlis irdnyzata ezért 1é-
nyegében negligilja a termosztatikaban felhalmozott ismereteket a kontinuumelmélet
megalapozasakor (és altalaban rendkiviil szkeptikus a homogén testek termodinami-
kéjaval kapcsolatban) csak kontinuumokkal foglalkozik [213].

A kovetkezOkben latni fogjuk, hogy ennek ellenére a deformalhaté testek mechani-
kéjaban termosztatikai 0sszefiiggések aranylag konnyen felirhatéak és értelmezhetéek
— az eloz6 fejezetben vazolt termodinamikai potencidlok a fajlagos mennyiségekre a
szokasos modon érvényesek maradnak — kivéve az additivitasi (extenzivitasi) tulaj-
donséagot, illetve évatosan kell bannunk a belsé energia fogalmaval. Specialis esetek-
ben (nyudjtas, egyszerli nyirds) természetesen lehet homogén a deforméaci. Azonban
a gazok és folyadékok esetén megszokott egyszerii tobbi feltétel és fogalom —példaul
kérnyezet allapothatarozok, vagy feliileti hatdsok — ekkor sem biztos, hogy fizikailag
értelmezhetGek.

A deformécio, mint fajlagos allapothatarozé segitségével az entropia definiciés for-
muldit altalaban kovetkezdképpen irhatjuk:
os 1 0s o

e - _ sztat
oe T’ Ogid T’ (1.48)

s =s(e,c),

ahol €Y kis deforméacio, agtat pedig a sztatikus fesziiltség, (1.56)-ban latunk majd
ra példat. Az indexes jeldlésmoéddal az Einstein-konvenciét kovetjiik, azonos indexek
Osszegzést jeldlnek. A Gibbs-relacié ennek megfeleléen a kovetkezd

de = T'ds + 07, de¥. (1.49)

sztat

Két fontos kérdés meriil fel ezzel kapcsolatban:

1. Extenziv-e a deformacié és intenziv-e a fesziiltség? Egyaltalan mit is jelent az
extenzivitas ebben az esetben?

2. Hogyan all fenn az analdgia a kontinuum-esettel, azaz mit jelent a viszkézus
fesziiltség, egyaltalan létezik-e, értelmezhets-e ez a fogalom rugalmas homogén
testekre?

Az els6 kérdés kapcsan egyrészt jol tudjuk, hogy a fesziiltség feliileti erékkel kap-
csolatos, és természetesen a deforméaciéo nem térfogataranyos. Vagyis kiterjedt testek
esetén fel kell hasznalnunk, hogy szilard anyagokra egyensulyi alakjuk is jellemzd,
nemcsak a térfogatuk. Az alakvaltozas slirlisége 1étezik, de a teljes testre felintegralt
fizikai mennyiségnek csak specidlis esetben lehet értelmet adni. A rugalmas test ener-
giavaltozasait jellemz6 lokélis hosszvaltozasok keverednek a lokalis forgdsokkal. Mivel
a bels6 hosszvaltozasok altal meghatarozott Riemann-metrika — aminek segitségével az
alakvéltozés értelmezhetd [89, 90] — lokélisan valasztja le az alakvaltozasokat a forga-
soktoél, ezért additivitas csak specidlis egydimenzids deformécidk esetén lesz érvényes.
Az alakvaltozas extenziv, abban az értelemben, hogy létezhet a teljes termodinamikai
testre torténd kiterjesztése (a megnytlés illetve a térfogatvaltozas), de nem additiv fi-
zikai mennyiség A nemadditiv termodinamikai mennyiségek azonban szamos esetben
jol targyalhatdak termodinamikailag (lasd [25]).
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1. Homogén testek — kézonséges termodinamika

Megjegyezziik, hogy a kontinuummechanikaban taldlhaté termodinamikai megfon-
tolasok tobbnyire nem az entropiara, hanem a Helmholtz-féle szabadenergia-siirtiségre
felirt termodinamikai relaciékat hasznaljak (lasd pl. [278, 108]). Ha csak mechanikai
allapotvaltozasokat és adiabatikus vagy izotermikus folyamatokat vizsgalunk, akkor
ez valoban egyszeriisit bizonyos szamitasokat és formuldkat (kivéve a Gibbs—Duhem-
egyenl6tlenség, tehdt az entropiaprodukci6 kiszamitasat), dltaldban viszont, a me-
chanikai valtozdsokat kiséré energia- és homérsékletviltozasok teljes targyalasakor
célszeriibb az entrépia hasznalata.

1.5.1. Termodinamika

A dinamikai térvényt, tehat mind az energiamegmaradéast, az elsé fétételt, mind pedig
a mechanikai valtozé megfelel$ termodinamikai valtozatat a kiterjesztett kozonséges
géaz-folyadék rendszer (1.32)-(1.33) egyenletrendszerének analégiajara kaphatjuk, ha
a fajtérfogatot deformécidval, a nyomast pedig fesziiltséggel cseréljik ki:

é=q+oe, (1.50)
pacd = o)) — o' (1.51)

Itt pa-t allandonak tekintjilk és nevezehetjik alaktehetetlenségnek (dimenzidja
stirtiség x feliilet). Vegyiik észre, hogy a kiterjesztett kozonséges gaz-folyadék, illetve a

kontinuum termodinamikdhoz hasonléan megkiilonboztettiik a 0,? kiilsé fesziiltséget’

fesziltségtol.

A 1I. fotétel, azaz a stabilitasi tulajdonsiagok targyaldsahoz tekintsiink kérnyeze-
tével termikus és mechanikai kapcsolatban all6 termodinamikai rendszert. Ekkor az
energiamegmaradas torvényében a test e illetve a kornyezet e; bels6 energidja mellé
a rendszer mozgasi energidjat is hozzéavessziik. Azaz feltételezziik, hogy

e+e,+ %‘ gt = ey = all. (1.52)

c sz

c sz

ben, mint példaul egyirdnyt nyujtas, viszont valéban jol értelmezhetok fizikailag a
fenti Osszefiiggések. A kiils6 erébol ekkor egyszeriien a feliilettel torténo osztéssal lesz
kiilso fesziiltség, illetve a megnytulés valéban csokkenti a rendelkezésre 4116 helyet. Vi-
szont (1.52)-(1.53) segitségével a termodinamikai kovetelmények és a masodik f6tétel
a gaz-folyadék testekkel teljesen analdég médon irhaté és érthetd és a 2.10. fejezetben
latni fogjuk, hogy a rugalmas-reolégiai kontinuumok esetén pontosan ezek a formulak
adjak — nem homogén, csak lokalis, nem statikai — de termosztatikai hatteret.
A kornyezeti entrépidt ezek utén a kovetkezé formaban irhatjuk:

i i

sk(en, &) = ;—]Z — %5? =7 (eo —e— %é”é”) — %(56] —e'). (1.54)

16



1.5. Rugalmas anyag

Tehét a teljes rendszer entrépiaprodukciéja, az Osszentrépia fenti (1.50)-(1.51) dif-
ferenciadlegyenletek szerinti derivaltja

ij ij

(SJrsk) _ é(e’gzg)Jrék(ek’gg) — % _ %éu _ Tk (é+pAé-zJézj) + %ém =
= T - Tk q+ f‘g (U - Usztat) > 0. (155)

Ezzel a homogén, kis deforméciés kozeg termodinamikajanak kulcspontjait megad-
tam. Az (1.50)—(1.51) differencidlegyenletek, egyiitt az anyag statikai tulajdonsagait
meghatérozé entrépiafiiggvénnyel, tovabba a ¢, 0¥ kolcsonhatasi fiiggvényeket az ent-
ropiaprodukcié egyenlotlenségét kielégitéen megadva az egyenletrendszeriink zarul, és
az egyensuly aszimptotikus stabilitdsa, a masodik fététel teljestl.

1.5.2. Lineérisan hotagulé homogén rugalmas viszkoelasztikus test

Ebben a fejezetben a termorugalmassag példajan keresztiill megadunk egy teljes sta-
tikus és kolcsonhaté allapotfiiggvény-rendszert a hozzé tartozd dinamikai térvénnyel
egyutt.

A termorugalmassag Duhamel-Neumann-torvénye (pl. [108]) a térfogati hotaguldst
a kovetkez6 deformacié- és homérsékletfiiggd sztatikus fesziiltség segitségével vezeti
be:

ol .= 2ue™ + vekk§i — a(3v + 2u)(T — Ty)o". (1.56)

szta

Itt 4 és v a Lamé-allandék, o a linedris hétagulasi tényezd, 6 a Kronecker delta,
Ty pedig allandé referencia hémérséklet. Ehhez a sztatikus fesziiltséghez a kévetkezd
entropiafiiggvény segitségével jutunk:

e — pee — ¥(e")? — a(3v + 2u)e" T
€0

s(e,e¥) = a(3v + 2u)e" + ¢ln < > ,  (1.57)
ahol eg egy allandé fajlagos energia érték, ¢ pedig az izodeforméciés fajhé. Valéban,
(1.48) els6 formuldja szerint a hémérsékletet ebbdl konnyen megkaphatjuk:

T(e,£7) = % (e~ netieh — ()2 — a3y + 2w Ty (1.58)
és az entrépia deformdcié szerinti parcidlis derivaltjabél (1.48) és az el6z6 formula
alapjan kapjuk az (1.56) Duhamel-Neumann-torvényt. A fenti entrépiafiiggvény kon-
kav, ha a fajh6 és a rugalmassagi egyiitthaték pozitivok.

A kolcsonhatést jellemz6 allapotfiiggvényeket, az igynevezett konstitutiv egyenlete-
ket az entrépiaprodukcié egyenlGtlenségének segitségével kaphatjuk meg a nemegyen-
stulyi termodinamika modszertana szerint. Termodinamikai ercket és aramokat azo-
nositunk, és ezek kozotti fliggvénykapcsolatok segitségével az egyenlétlenséget meg-
oldjuk. A legegyszeriibb és a gyakorlatban legfontosabb megoldasokat akkor kaphat-
juk, ha a szoban forgé fliggvényeket differencidlhaténak és Taylor-soruk elsé tagjaival
kozelithetOnek tételezziik fel, hasonléan a rugalmassagtanhoz. Jelen esetben az entré-
piaprodukcié termikus és mechanikai koélcsénhatasra vonatkozo tagok Osszege:

1 1 1 ../
< - > 0+ 529 (09 = o) = Xedw 4 Xaidu 20, (159)
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1. Homogén testek — kézonséges termodinamika

A T hémérséklet és a Jgtat sztatikus fesziiltség az allapothatarozok adott fiiggvé-
nye (az entrépia derivéaltjaként esetiinkben). Ugyancsak az éllapothatérozok egyike
a deforméci6 idéderivaltja. A ¢ fajlagos héatadds hatdrozatlan, ugyantgy a o fe-
sziiltség is. Azaz a fenti egyenl6tlenségben ez utébbiak alakjara vonatkozéan kapunk
megszoritast. Termodinamikai terminolégiat hasznédlva azt mondhatjuk, hogy eréket
és dramokat vezetiink be. Azonban az erd és aram szétvalasztdsa nem Onkényes —
de persze nem is teljesen meghatarozott (lasd részletesebben a kontinuumok esetén
a kovetkezd fejezetben). Az erd egy, az dllapottéren értelmezett fiiggvény, az adram
pedig hatarozatlan fliggvény, vagyis ilyen mdédon lehet akar az erd fiiggvénye is. Je-
len esetben érdemes a kovetkezé moédon meghatdarozni a termodinamikai eréket és
aramokat :

Termikus | Mechanikai

P 21
Bio | b | 4 (1.60)
. i ij
Aram q o — Osztat

Vegyiik észre, hogy a mechanikai kélcsonhatashoz tartozé termodinamikai aram — azaz
a statikus és dinamikai fesziiltség kiilonbsége — mechanikailag erd jellegli. Ez utébbi
megallapitas ugyan szokatlannak tiinik, de vildgos, ha arra gondolunk, hogy fesziiltség,
illetve a nyomads, az impulzus arama (lasd pl. (2.176)). Az entrépia névekedése izotrop
esetben legegyszeriibben a kovetkezd konstitutiv fiiggvényekkel biztosithatd:

1 1
=Al=——)=-ANT-T, 1.61
0= (- 7.) = -AvT-T0), (1.61)
o — aéitat = TEY + n,TeM§4, (1.62)

Itt Ay = A/(TTy) a Newton-féle hédtadési egyiitthatét. Megjegyezziik, hogy alacsony
hoémérsékleten jelentosége van annak, hogy a reciprok hémérsékletek kiilonbsége, nem
pedig a hémérséklet-kiilonbség a termodinamikai er6. Feltételeztiik tovabba, hogy a
rugalmas anyag izotrop, 1 és 1, a nyir6 és a térfogati viszkozitdst jeloli.

Tehét Osszességében az (1.50) energiamérlegben és a deforméciéra vonatkozd
az (1.51) egyenletben (az impulzusmérlegben) az (1.59) entrépiaprodukcié (azaz a
disszipacios egyenlétlenség) segitségével a hddtadds (1.61) és a viszkozitdsra vonat-
kozé (1.62) kolesonhatasi fuggvényekre jutottunk. A hétdguld rugalmas anyag (1.56)
sztatikus fesziiltségére és (1.58) hémérsékletére vonatkozo allapotfiiggvényekkel egytitt
megkaptuk a hétagulo, idedlisan rugalmas viszkézus termodinamikai test homogén fej-
16dési egyenleteit. A rugalmas-viszkézus testet Kelvin-testnek nevezi a reolégia (hé-
tagulas nélkiil), 2.10. alfejezetben megadom, hogyan kaphaté meg ettél dltalanosabb
reologiai testek rendszere az itteniekhez hasonlé termodinamikai megfontoldsokkal,
de kontinuumokban.

1.6. Osszefoglalas
Ebben a fejezetben a kontinuumok termodinamikéjinak el6készitéseként a homogén

testek nemegyensilyi termodinamikéjat mutattam be. Esszerti differencidlegyenlete-
ket lattunk a termodinamikai mennyiségek id6beli valtozdsdnak jellemzésére. Kidertilt
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1.6. Osszefoglalds

tovabba, hogy a masodik fotétel értelmezhetd az egyensily aszimptotikus stabilitdasa-
ra vezet$ feltételrendszerként gazok és folyadékok, illetve rugalmas testek esetén is.
Ennek legfontosabb elemei az entrépia létezése, mint a megfelel6 intenziv allapotha-
tarozok potencialja; az entrépia konkavitasa, azaz a termodinamikai stabilitds; és az
Osszentropia novekedése a differencidlegyenlet megoldasai mentén, azaz az entropia-
produkcié nemnegativ volta. Ez utébbi feltétel lehetévé teszi a dinamikai tulajdonsa-
gokra vonatkozdé konstitutiv fiiggvények meghatirozasat a nemegyensilyi termodina-
mika kontinuumelméletében megszokott médon.
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2. Kontinuum-termodinamika

"A theory is the more impressive the greater the simplicity
of its premises is, the more different kinds of things it rela-
tes, and the more extended is its area of applicability. The-
refore the deep impression which classical thermodynamics
made upon me. It is the only physical theory of universal
content concerning which I am convinced that, within the
framework of the applicability of its basic concepts, it will
never be overthrown."

Albert Einstein

2.1. Bevezetés — torténeti megjegyzések

2.1.1. Alapelvek

A nemegyenstlyi termodinamika térelméletében is a méasodik fotétel értelmezése és
hasznalata az egyik kulcskérdés. A homogén testek esetében lattuk, hogy annak fizi-
kai tartalma az anyag stabilitdsa, pontosabban a fejlédési egyenletek egyensulyanak
aszimptotikus stabilitdsa. A kontinuumelméletek esetén ezek alapjan minimalisan el-
varhaté, hogy a termosztatikai hatdresetnek megfelel6 homogén egyensilyi allapot
aszimptotikusan stabil legyen, csak és egyediil termodinamikai feltételek kovetkez-
tében. Altaldban ennek matematikai vizsgdlata nehéz, de sziikséges feltétele, hogy
a linearizalt egyenletekre ugyanez igaz legyen. Ezt a kovetelményt, azaz a homogén
egyensuly linearis aszimptotikus stabilitasat generikus stabilitadsnak fogjuk hivni a to-
vabbiakban. Az elnevezés a specidlis relativisztikus hidrodinamikabdl szarmazik, ahol
a generikus stabilitds a megfelel6 alapegyenletek egyik kivdlasztasi kritériuma [122]
(lasd a 3. fejezetet).

A kontinuumelméletek specialitdsa a méasodik fététel konstruktiv hasznalata. Az
entrépiaprodukcié egyenlGtlensége a benne szereplé anyagfiiggvények megfelel6 for-
maja miatt teljesiil. Ilyen anyagfiggvények példaul a klasszikus irreverzibilis ter-
modinamika er6-aram konstrukcidjaval kaphatok. Természetesen ez a masodik f6-
tétel egy értelmezését jelenti: nem folyamatokra vonatkoz6é megszoritasként, ha-
nem az anyag tulajdonsagaként értendé (Coleman-Mizel-, illetve Muschik-Ehrentraut-
értelmezés [47, 241]). A tovdbbiakban a mdasodik f&tétel konstruktiv hasznédlatdnak
lehetbségeit és feltételeit elemezziik, ennek az értelmezésnek a segitségével.

A kontinuumok masodik alapkérdése a masodik fétételen tul az objektivitas kérdése.
Ez alatt az értendo, hogy az anyagot jellemzo6 konstitutiv fiiggvények, illetve az egész
elmélet fiiggetlen legyen a vonatkoztatasi rendszertdl.!

! Az objektivitdst mas teriileteken kovariancidnak hivjék.
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2. Kontinuum-termodinamika

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy az alapelvek pontositdsdval a nemegyen-
sulyi termodinamika alkalmazhatésiga jelentésen kibovitheto. Egyrészt bemutatom,
hogy az objektivitas hagyomanyos megfogalmazasa rossz, és példat adok a javitasara.
Ezutdn megmutatom a maéasodik f6tétel konstruktiv alkalmazasdnak megfelel§ mod-
jat gyengén nemlokalis kontinuumok esetén. Bevezeto példaként a Ginzburg-Landau-
egyenlet termodinamikai szdrmaztatasa, illetve a klasszikus irreverzibilis termodina-
mika szerepel. Ezutan a konstrukciés moédszer tovabbi alkalmazasaként dudlis bels6
valtozok és az egykomponensi hévezeto folyadékok kévetkeznek. Mas jellegli tanulsa-
gokat jelent az ezutdn bemutatott hovezetési egyenlet egy gyengén nemlokalis altala-
nositasa, illetve a rugalmassagtan és reologia termodinamikai bels6 valtozékra épitett
targyaldsa.

A fejezetben ismertett mdédszer és alkalmazdsai sajat kutatasi eredmények, eredeti
megjelenésiikre az egyes alfejezetek cimében hivatkozok.

2.1.2. Gyokerek és iranyzatok: klasszikus, racionalis és kiterjesztett

A nemegyensilyi termodinamika Lars Onsager munkaival kezd6dott [251, 252]. On-
sager f6 érdeme, hogy a statisztikus megfontolasokkal felismerte és bizonyitotta, hogy
a kiilonb6z6 makroszkopikus transzportok kozott a reciprocitasi relaciok formajaban
szoros kapcsolat van. Az elmélet kontinuum része, azaz a mérlegegyenletekbdl az ent-
ropiaprodukcié szarmaztatdsa és a termodinamikai erék és aramok kozotti kapcsolat
kontinuum térgyaldsa Eckart nevéhez kotheté [64, 65, 66, 67], aki egyuttal a rela-
tivisztikus disszipativ folyadékok elméletét is megalapozta ezzel a mddszerrel (errdl
bévebben az 5. fejezetben). A lokélis egyenstly hipotézisén alapulé klasszikus irrever-
zibilis termodinamikdt ezutan Prigogine és de Groot konyvei foglaltak 6ssze elGszor, és
de Groot és Mazur monografidja adja maig egyik legjobb attekintését [263, 103, 104].2

Ezzel parhuzamosan Clifford Truesdell a klasszikus kontinuummechanika és fizika
4j irdnyzatat inditja el raciondlis mechanika néven. 1956-ban megalapitja az Archive
for Rational Mechanics and Analysis cimmel az iranyzat vezeto folyobiratat és 1965-re,
tobb, mint 10 évi munka utan megjelenik Walter Noll-al kézosen irt konyviik, a racio-
nalis kontinuummechanika alapmiive "Non-linear Field Theories of Mechanics" cimmel
[291]. Ebben a kényvben a masodik f6tétel, illetve a termodinamikai megfontoldsok a
mechanikai konstitutiv elmélet kihagyhatatlan részét képezik. A racionélis jelz6 arra
utal, hogy Truesdell és kévetéi a matematika részének tekintik a mechanikédt és méd-
szertanuk, vizsgalati modszereik ennek megfeleléek. A raciondlis irdnyzat alapelveket
azonositott és a masodik fétételt, illetve az objektivitas elvét tobb szempontbdl is
kimeritGen vizsgalta.

A termodinamika, és kiilondsen a nemegyensilyi termodinamika tobbszintil kihi-
vast jelent mindenki szdmaéra, aki egységes alapelveket szeretne latni a fizikdban.

2Nem Onsager, nem Meixner és nem Prigogine, hanem Eckart a nemegyensilyi termodinamika
megalapozdja. Onsager egy fontos textitstatisztikus fizikai megfigyeléssel adott magyarazatot
a homogén rendszerek kozotti egyiitthatékra [251, 252]. A kontinuum vezetési egyttthatok
kozotti viszonyokra Meixner és Prigogine alkalmazta Onsager elméletét (mellesleg nem igazan
meggy6z6en, az Onsageri reciprocitasi relaciék szarmaztatdsa nemegyensulyi viszonyok kozott
a kinetikus elméletbdl ma is vizsgalt tertilet, 1dsd pl. Sharipov munkait [272, 273, 274, 275,
276]). Eckart nem maradt ezen a teriileten, valészintileg ezért nem kapta meg a megérdemelt
elismerést [233]. A tekintélyes palyatarsak félrevezetd (szdndékosan kisebbitd?) megjegyzései
biztosan sem segitették ezt el [286].
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2.1. Bevezetés — térténeti megjegyzések

Ennek egyik, jol ismert oldalat jelentik a mechanika ismételt kisérletei arra, hogy
a disszipacié eredetét megmagyarazza abbdl az alapfeltevésbél, hogy a fizika torvé-
nyei mikroszkopikus szinten nemdisszipativak (ldsd példdul [193, 180, 178]). A maésik,
szintén jol ismert kérdéskor, hogy a nemegyenstlyi termodinamika disszipativ moz-
gasegyenleteit (Fourier hévezetési egyenletét, vagy a Navier—Stokes-egyenletet) vari-
acios elvek segitségével lehet-e szarmaztatni [338]. Szamos javaslat 1étezik erre, de a
mechanika Hamilton elvétdl eltér6 otletek (példdul a két legérdekesebb [113, 250])
nem terjedtek el. A nemegyenstlyi termodinamika a mozgéasegyenletek és anyagfiigg-
vények lehetséges eredetére nézvést megszoritast jelent és ennek kihasznalasaval a
szarmaztasukra moédszert ad. Legyenek a fizika torvényei olyanok, hogy a masodik
fétételnek — az entrépiandvekedés torvényének — megfeleljenek. Ezt a problémat az ir-
reverzibilis termodinamika konstruktivan oldja meg: az anyagtorvényeket megkapjuk
az entrépiaprodukcid egyenlétlenségének egy megoldasaként. A kérdés az, mennyire
altaldnos és altaldnosithaté ez a médszer 7 A termodinamika méasodik fététele mennyit
segit 0j fizikai torvények felirdsaban? A kihivasok régéta jelen vannak: a hOvezetés
szamos differencidlegyenlete, példaul a Guyer-Krumhansl-egyenlet a Fourier-torvény
kiterjesztései, még sincs koziik a termodinamikahoz. A Ginzburg-Landau- és a Cahn-
Hilliard-egyenletek a fizika szamos kiilonb6z6 tertiletén bukkannak fel, mint altalanos
strukturaképzé egyenletek — félig meddig termodinamikai megfontolasokra alapozva.
A mechanikédba a Cosserat fivérek bevezetik a hiperkontinuumokat, vilagos fizikai je-
lentésti, belsé strukturélis hatasokat leir6 véltozokkal kiegészitve a mechanikéat [50]:
termodinamika a klasszikus kontinuumok altaldnos elmélete, akkor a rendszerébe leg-
alabbis be kell tudni illeszteni ezeket az elméleteket, de méginkabb — az egységes
elveknek koszonhetden és a masodik fététel kényszeritd erejénél fogva — kiterjeszté-
siikre és altalanositasukra is médszert kell adjon.

1960-as évek vége és 70-es évek eleje kiilonosen érdekes a fenti problémakor szem-
pontjabol, mert ekkor valik nyilvanvalova, hogy az anyagtorvények nemcsak fiiggvé-
nyek, hanem differencidlegyenletek is lehetnek. Tehat a klasszikus kontinuumfizika
kiterjeszthetd, és kiterjesztéséhez a termodinamika mésodik f6tétele a kulcs. Ehhez
az els6 fontos 1épést az irreverzibilis termodinamikai oldalrél Onsager és Machlup
munkai jelentik, ahol a tehetetlenség hatasit veszik figyelembe egyszerii esetekben
[253, 194]. Masik fontos 1épés a raciondlis oldalr6l Coleman és Gurtin munkaja a belsé
valtozok bevezetésérdl [46]. Ezzel parhuzamosan Ingo Miiller felveti a termodinamika
kiterjesztésének gondolatét [227, 228, 230]. Ervelése egyrészt fizikai: a parabolikus
egyenletek végtelen jelterjedési sebessége ellentmond a relativitdselmélet univerzélis
véges terjedési sebességének. Masrészt matematikai: parabolikus egyenletek helyett
hiperbolikus egyenletek kell lefrjdk az igazi fizikai torvényeket.? Mindkét gondolat
nagyon fontos szerepet jatszik a nemegyensiilyi termodinamika tovabbi fejlédésében.
Ugyanez az id6szak, amikor a raciondlis termodinamika hdborat hirdet a fizikaibb
irdnyzat ellen: megjelenik Truesdell konyve a termodinamikardl [289], vitriolos kri-
tikaval az irreverzibilis termodinamika minden nem pontos fogalma és allitasa ellen.
Példaul a termodinamikai erék és aramok kivalasztdsdnak médjaval kapcsolatban ezt
irja:

3Ez a gondolat Hadamard-té] szarmazik. Szerinte a fizika feladatai matematikailag korrekt
kitiizésli problémék kell legyenek.
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»What this theorem is, we may have some difficulty in divining, since the terms
yinteract” and ,,couple” do not occur in algebra and are never defined by Onsagerists,
although they do occur frequently in The Arabian Nights.”

Truesdell ezzel méig hatéan megosztja a nemegyensulyi termodinamikat. Prigogine
Nobel-dijat éré biralatoknak ez a, szdmos szempontbdl jogos, kritikdja ad alapot.
Viszont vannak olyan kérdések, amiben irdnyzata téved. Latni fogjuk, hogy ilyen
példaul az objektivitds, vagy a gyengén nemlokalis elméletek elvetése. Kovetdi, az
egész raciondlis iskola azdta sem képes a fizikai alapok tjragondoldséara (1asd pl. [277,
108]).

Ennek megfelel6en az Ingo Miiller altal elinditott kiterjesztett termodinamikanak
egybol két iskoldja is sziiletik, a raciondlis kiterjesztett termodinamika és az irreverzibi-
lis termodinamikabdl kinové kiterjesztett irreverzibilis termodinamika. Mindkét irdny-
zat a kinetikus elméletben keresi megalapozasdnak modjat, a momentum-sorfejtéses
formaval feltétlen kompatibilitast keres, és ezért alapfeltevésként hasznalja, hogy

— csak lokalis elmélet megengedett,
— a valtozék fejlédési egyenletei csak mérleg formdjaak lehetnek,
— 1j valtozdk csak az el6z6 valtozok aramai lehetnek.

Ennek megfeleléen megmagyarazza az elsddleges motivacioul szolgalé Maxwell—
Cattaneo—Vernotte-egyenlet [221, 37, 328] termodinamikai hatterét, de méar nem
tudja beilleszteni rendszerébe a gyengén nemlokalis Guyer—Krumhansl-egyenletet
[110, 58, 177, 234].

A nemegyenstlyi termodinamika magyar miivel6i és képvisel6i koziil Fényes Imre
sztatikai variaciés elve, a le Chattellier—Braun-elv és a termodinamikai stabilitds kap-
csolata és a homogén rendszerek nemegyensilyi termodinamikéja kapcsan emlitendd
[78]. Részben 6 motivalta a nemegyenstlyi termodinamikai megalapozasi reoldgiai-
kézetmechanikai kutatasokat is [7, 8]. Gyarmati Istvan varidcids elve és a klasszikus
térelmélet kifejtése [113] révén, illetve munkatérsai ehhez kapcsol6édé munkassigaval a
hazai kutatésokat a nemzetkozi élvonalba emelte.* A termodinamika hulldmelmélete
pedig a kiterjesztett irreverzibilis termodinamikénak adott 4j alapokat [115].5

2.2. Objektivitas

2.2.1. Torténet: objektivitas és anyagi objektivitas

A fizika torvényei fiiggetlenek a leirdsukra haszndlt vonatkoztatdsi rendszerektdl. En-
nek az allitdsnak az értelmezésére, pontos megfogalmazasara vonatkozé vizsgalatok
vezettek a specidlis és az altalanos relativitaselmélet mai megfogalmazasihoz.

A Kklasszikus, nemrelativisztikus kontinuumfizikanak is ez az egyik alapja. Itt a fenti
szinte ,filozéfiai” megfogalmazis majdnem &ltalanosan elfogadott: kevesen kételked-
nek komolyan abban, hogy a rugalmas anyag ugyantgy kell viselkedjen akkor is, ha

4 A 60-as évek végének tudoményos életében zajlé, fentebb emlitett nemzetkozi harcaival pér-
huzamosan Magyarorszdgon is ekkoriban veszett Ossze a nemegyensulyi termodinamika két
legtekintélyesebb hazai kutatéja, Fényes Imre és Gyarmati Istvan.

5 Az 4ltaldnositott Gibbs-rel4cié helyett héaramstiriiségtél fiiggd entrépiafiiggvényt javasol. Ez
a konzekvensebb megalapozas azéta beépiilt az elméletkorbe [154].
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egyenes vonalban elhaladok mellette, vagy ha keringek koriilotte. Ennek megfeleléen
az ilyen irany1 vizsgalatok is nagyon régiek. A kontinuumfizika els6 altaldnos elmélete
a mechanikat, reolégiat, kémiat, hévezetést egyiitt targyald elmélet [137], amely mar
az energia- és entrépiamérleget is tartalmazza, attél a Jaumannt6l® szarmazik, aki —
nemrelativisztikus kereteken beliil — vizsgalta a vonatkoztatasirendszer-fiiggetlenséget
is. Az egytlittforgd objektiv idéderivalt maig az 6 nevét viseli. A kérdéskor tovabbi tor-
ténetét 1965-ig bezardéan kimeritéen targyalja Truesdell és Noll [291], az azt kovetd
torténetet pedig Frewer [81]. Az objektivitds Walter Nolltél szarmazd, altalanosan
elfogadott definicidéja szerint objektiv egy fizikai mennyiség, ha merev megfigyelok
ugyanolyannak latjak [245].

A vonatkoztatasi rendszertdl valo fliggetlenség alapvetéen haromféle médon jelent-
kezik klasszikus kontinuumfizikaban.

1. Epitiink rd az alapvaltozék kivdlasztdsdban. Az objektiv fizikai mennyiségek
megallapitdsa mér kinematikai szinten sem trivialis a kontinuumechanikaban.
Példaul a rugalmassagtanban végtelen szamu deformacio-, illetve alakvéltozas-
fogalmat lehet bevezetni, de ezek koziil a Noll-féle transzforméacios objektivités-
definicié kitiintet egy sziik csalddot (a jobb Cauchy-Green deformécié gyokét
szokds ezek koziil haszndlni).

2. Felhasznaljuk az anyagfiiggvényekben szerepet kapd valtozok behatarolasara.
Alapvetden azt varjuk, hogy ezek objektiv mennyiségek. Ezért példaul a Noll-
féle objektivitasi elv kizarja, hogy az anyagfiiggvények a sebességtdl fligghesse-
nek. Mivel az anyagfiiggvények foleg az alapvaltozok derivaltjaitél fligghetnek,
ezért kiemelten fontos az objektiv idéderivdltak megtaldlasa. A térderivaltak ob-
jektivek altalaban, és ezért specidlisan a Noll-féle definicié értelmében is, ezért
ezekrél nem szoktak beszélni kiilon. Amennyiben az anyagi eredetli evolicios
egyenleteket (pl. Maxwell-Cattaneo-Vernotte) specialis, derivaltakat tartalma-
z6 anyagfiiggvényként fogjuk fel, igy maguknak a fejlodési egyenleteknek az
objektivitdsa is kérdéses.

3. Végiil elvarjuk az anyagfiiggvények objektivitasat is, amit kiilon elnevezéssel
anyagi objektivitdis elvének nevezve kiemelten kezel a raciondlis termodinamikai
iskola.

Az els6 két kérdésben a Noll-féle megfogalmazas és definicié nagyjabol elfogadott.
A harmadik kérdés, az anyagi objektivitas elve viszont madig vitatott, szdmos egy-
masnak ellentmondé megfogalmazésa létezik a szakirodalomban [239, 242, 279, 185,
236, 237, 186, 20, 282, 191, 42, 81]. Az evidens szébeli 4llitas és a Noll-féle matemati-
kai megfogalmazas kozotti ellentmondasokat jol sszefoglalja Ryskin cikke [268]. Noll
maga is tobb izben prébalta pontositani az elvet, legutébbi javaslata példaul implicit
modon affin tereket vezet be a térid6be [246, 247, 248]. Az elv kévetkezményei nagyon

5Ez nem egészen véletlen. Jaumann Gusztédv (magyar? fizikus) Mach asszisztense volt. Erde-
kesen tanulsagos, hogy 1911-ben Einsteinnel egyiitt palyazott a Pragai Egyetem professzori
székére. Miutan kideriilt, hogy az egyetem elsé jeloltje Einstein, Jaumann visszavonta palya-
zatat a kévetkezd indoklassal: "If Einstein has been proposed as the first choice because of the
belief that he has greater achievements to his credit, then I will have nothing to do with a
university that chases after modernity and does not appreciate merit." Einstein sem kapta meg
a katedrat [130, 233].
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2. Kontinuum-termodinamika

szerteagazdak és a megfogalmazas hidnyossagai sulyos fizikai allitasokat eredményez-
nek. Egyik ilyen fontos kijelentés szerint példaul a kinetikus elmélet nem objektiv
[231, 233).

Azonban az objektiv fizikai mennyiségek kivalasztasara szolgalé Noll-féle definicio-
nak két szembetiiné hianyossaga van:

— Csak merev megfigyel6kre vonatkoztatott invarianciat kévetel meg. Elvarhato,
hogy egy Hooke-torvény példaul mindenféle megfigyel6 szaméra ugyanazt a fi-
zikai tartalmat jelentse.

— Egy szembetiinéen négydimenzios téridé-transzformaciét szikit le harom di-
menziéra. Egyaltalan nem altaldnosithaté relativisztikus kontinuumokra.

Az objektivitas mésféle megfogalmazéséra és kezelésére tobb javaslat is van (példaul
Mariano altaldnos transzformdcikra javasol invarianciat [197]). Ezek koziil talan a
legelterjedtebb az anyagi sokasdg fogalmanak bevezetése [215, 213].

2.2.2. A Noll-féle definicié kritikaja

c s 2

[245] masfajta objektivitds-fogalom koévetkezik, mint ami az irodalomban elterjedt.
Az inercidlis és merev megfigyel6ket két megfelel6 vonatkoztatdsi rendszer kozotti
transzformaciés tulajdonsiggal irjuk le. Jeloljiikk az egyik és a masik vonatkoztatési
rendszerben ugyanazt az idépontot és helyzetet (¢, 2%)-el, illetve (', 2'*)-vel, ahol i €
€ {1,2,3}. Ha a két vonatkoztatédsi rendszer egymashoz képest merev mozgast végez,
a kovetkezd transzformécios szaballyal térhetiink at az egyik koordinatdirdl a masik
koordinataira:

=t 2" =h(t)+ Qi (), (2.1)

ahol h'(t) a két kozéppont relativ helyvektora, Q;(t) pedig a forgast lefré mésodren-
di ortogonélis tenzor. A merev megfigyelé kozéppontjanak mozgasa és a forgdsa is
idofiigegd. Az objektivitds Noll-féle megfogalmazasa szerint egy fizikai mennyiség ob-
jektiv, ha a fenti szabdlynak megfeleléen transzformalddik. Mivel az id6 abszolat, nem
transzformalddik, ezért csak a masodik formulat, mint térbél-térbe torténd leképezést
tekintik, és ennek Jacobi-méatrixa alapjin transzformélnak. A szokésos érvelés szerint
ezek utan a helyzet objektiv, a relativ sebesség viszont példaul nem az, mert

d d

Vi) = Sty = Sh) + QD0 # Q)(e) o (1),

c sz

nunk:
20 =20 2" =n'+Q4al; roviden 2’ = 2/%(z?), (2.2)

ahol a,b € {0,1,2,3}, i,j € {1,2,3} és Einstein megallapodasat haszndlom az azonos
indexek Osszeejtésére. Itt is, mint az el6bbiekben, felsé és alsé indexekkel a kontra-
és kovarians (illetve a vektor- és kovektor-) komponenseket kiilonboztetjiik meg. A

OEz a fejezet a [209] publikicién alapul.
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2.2. Objektivitas

differencidlgeometriabdl jol ismert (14sd pl. [39]), hogy ¢® egy négydimenzi6s objektiv
vektor, ha vonatkoztatasi rendszer valtasnal a transzformacios szabélya

oz’

la la b la
c®=J%¢c ahol JY = ——
b= b7 fab

(2.3)

a transzformacié Jacobi-méatrixa.
Jelen esetben ez a kovetkezd blokkmatrix formaba irhato:

P 0
T = <hi +Q' ! QZ) ' @4)

Ennek megfeleléen egy (c°, ¢') négyesvektor objektiv, ha
/0 1 0 0
(20) = (irirw o) (&) 25)
¢ i* j

0_ 0 i (hi A 00 i j
=7, =+ Q) + Q. (2.6)

azaz

Ha a négyesvektor térszerti, azaz ¢ = 0, akkor visszakapjuk a szokott Gsszefiiggést :
¢ =Qd, (2.7)

altalaban azonban nem, mivel szamos fontos fizikai mennyiség nemrelativisztikusan is
négyesvektor. Péld4ul tekintsiik egy tomegpont mozgasat leiré, egy ¢ idéponthoz az r
helyzetet rendel6 fliggvényt. Ezt egy id6t is magaban foglald leirdsban a (t, ri(t)) né-
gyesvektorral adhatjuk meg (adott vonatkoztatasi rendszerben). Ennek idéderivaltja
(1,v%), ahol v* = 7¢. Ekkor (2.2) alapjan

P =4 Qijrj,
ezért
V=R QU+ Qi
Tehat (2.6) alapjan lathatjuk, hogy az
u? = (1,09 (2.8)

egy objektiv mennyiség a Noll-féle értelemben. A szokdsos harmas sebesség, (0, )
nem objektiv.

A fenti egyszerli gondolatmenet azt mutatja, hogy a vektorokra, kovektorokra és
masodrendli tenzorokra vonatkozo részletes transzformacios szabélyok ezek utan 1j-
ragondolhatéak, csak figyelembe kell venniink, hogy a nemrelativisztikus téridét nem
lehet egyszerlien tér és id6 Descartes-szorzataként modellezni. Ezen kiviil elvarha-
t6, hogy az objektivitas ne csak merev, hanem tetszéleges vonatkoztatasi rendszerek
kozott is fennalljon. Ezt a vizsgalatot a nemrelativisztikus térid6é egy olyan matema-
tikai modelljében lehet elvégezni, ahol a fizikai mennyiségeket és fizikai torvényeket
vonatkoztatasi rendszertdl és megfigyel6tdl fiiggetlendil definidlhatjuk [198, 201]. Erre
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2. Kontinuum-termodinamika

alapozva az A fiiggelékben vazlatosan ismertetem a legegyszeri(ibb ilyen nemrelativisz-
tikus téridomodellt és levezetem skalér, vektor, kovektor, tenzor, kotenzor és vegyes
tenzor jellegli mezok derivaltjainak transzforméaciés tulajdonsagait.

Megjegyzendd, hogy anyagi sokasiagok bevezetése és (1ényegében) téridé alapu tar-
gyalasa 6nmagaban nem elegendd, elssorban azért, mert az anyagi sokasag feltételezi,
hogy a kontinuumnak van egy idealizalt, relaxélt, fesziiltségmentes alapallapota, amit
egy referencia idépontban fel is vesz. A gyakorlatban ez csak kivételesen lehet igaz, és
végs6 soron nem is kell ezt feltételezniink [89, 90].

Ebben a részben tehéat feltartuk Noll definicidjanak hibdit [209], és megmutattuk,
hogy a teljes térid6t figyelembe véve hogyan lehet javitani rajta. Ezédltal a nemegyen-
sulyi termodinamika konstitutiv elméletében 1j modellalkotasi lehetoségek tarultak
fel. A tovabbiakban a fenti objektivitasfogalomnak els6sorban két kévetkezményét
fogjuk felhasznalni:

— A négyessebesség objektiv, ezért lehetnek sebességfiiggd anyagfiiggvények.

— A térbeli derivéltak objektivek (mert négyes kovektorok), ezért a térbeli gyengén
nemlokdlis kiterjesztései a termodinamikdnak problémamentesek objektivitasi
szempontbol.

2.3. Gyenge nemlokalitas idoben és térben

2.3.1. Torténet: tal a lokalis egyenstilyon

A raciondlis termodinamika megprébalta teljes altaldnossdgban megfogalmazni a id6-
és térbeli nemlokalitast: memoriafunkciondlokra épitkez6 és nemlokalis elméleteket
allitott fel. Ez az gynevezett erds nemlokalitds iranyzat gyakorlati szempontbdl ku-
darcnak tekinthetd; tilsagosan altalanos a konstitutiv elmélet, hogy a kisérleteknek
tampontot adjon (lasd pl. [255, 213]).

Az alternativ stratégia szerint olyan konstitutiv fiiggvényeket keresiink, amelyek
az alapvaltozoknak a klasszikus elméletekben megjelenonél magasabb rendii tér- és
idéderivaltjaitdl fiigghetnek. Specidlisan fontos esetet jelentenek a belsé valtozdk, ahol
az evoluciés egyenletek is konstitutivnak tekinthetoek.

A gyenge nemlokalitds 6tletének is mély torténeti gyokerei vannak. Az idébeli gyenge
nemlokalitds és a Hooke-torvény magasabb rendii idéderivaltakkal torténo kiegészitése
szamos anyag viselkedésének magyardzatat adja a reoldgidban, a folyékony és szilard
viselkedést egyarant mutaté anyagok tudomanyaban’. Legegyszeriibb modelljei nem
véletleniil viselik Maxwell-, Kelvin- és Poynting—Thomson-test nevet.

Ugyancsak régéta léteznek a deformacié térderivaltjaitol fiiggo fesziiltségeket alkal-
maz6 mechanikai elméletek (masod- és magasabbfoku folyadékok és rugalmassagtan),
ezek legismertebb példajat jelentik a Van der Waals kapillaritaselméletét altalanositd
ugynevezett Korteweg-folyadékok [161, 320]. Gyenge nemlokalitas alatt legtobbszor a
térbeli gyenge nemlokalitast szokas érteni.

A termodinamikai kompatibilitas vizsgalatahoz gyenge nemlokalitds esetén megfe-
lel6 médszerekre van sziikség. Az irreverzibilis termodinamika heurisztikus eré-aram-

T A reolégia 1étér8l azért kényelmes elfelejtkezni, mert kiilsnben meg kellene igazan gondolni, mi
is a halmazallapot...[165, 166, 167]
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modszere nem miikodik ebben az esetben minden tovabbi nélkiil. Két olyan modszer-
tan alakult ki, amely a termodinamikai kdvetelményeket figyelembe veszi: a raciondlis
és a GENERIC.

A raciondlis mechanika kényszerfeltételes fliggvényegyenlétlenségek vizsgédlatdra a
Coleman—Noll-eljaréast [49] vagy a Liu-eljarast [188] a mésodik f6tétel Coleman—Mizel-
féle értelmezésével [48, 241] egyiittesen alkalmazza. Ez utébbi szerint a mésodik 6-
tétel anyagi tulajdonsdg, azaz az anyagfiiggvények (h&aram, fesziiltség) formaja kell
biztositsa Gibbs-Duhem-egyenlétlenség érvényességét (a raciondlisok nem szeretik az
entrépiaprodukciot), minden egyéb feltétel, példdul a mérlegek, mint kényszerek fi-
gyelembe vételével. A Coleman—Noll- és a Liu-eljarasok maddszert adnak a feltételes
fliggvényegyenlGtlenség megoldasara. A viszonyuk olyan, mint a feltételes szélséérték-
problémak esetén a direkt behelyettesités és a Lagrange-szorzokat hasznalé modszerek
viszonya, a Colemann-Noll-eljaras a kényszereket behelyettesitve keresi a megoldas fel-
tételeit, a Liu-eljaras pedig multiplikatorokkal veszi figyelembe a kényszereket. A két
modszer 1ényegében ekvivalens [287].

A raciondlis mddszertan tobb fontos eredményre vezetett [63, 99, 33|, viszont szem-
betlind hidnyossdgai is vannak. Példdul Coleman-Noll-eljardassal kapott egyik els6
eredmény az, hogy a masodik fotétel szerint a rugalmassagtan csak lokalis lehet, a
fesziiltségtenzor nem fiigghet a deformécié gradiensétdl [106], illetve elvileg nemloké-
lis képlékenység sem létezhetne [1]. Ezek a megallapitdsok jé ideig irdnyt szabtak és
szabnak ma is a rugalmassagtan és a képlékenységelmélet fejlédésének (pl. a Fleck—
Hutchinson-elmélet csak 2001-ben sziiletett meg és Gurtin is csak ezutdn talalt egy
moédszert sajat negativ eredményének megkeriilésére [107]). A racionalis médszertan
mésik fontos hidnyossiga, hogy nem képes az id6beli nemlokalitasok kezelésére (els6-
sorban az objektivitds hidnyos megértése miatt).® Hasonlé problémét jelent a belsd
valtozok fejlédési egyenleteinek gyengén nemlokalis kiterjesztése. Itt csak tovabbi el-
vek (mikroer6-mérleg, intersticidliss-munka) bevezetésével lehet megkeriilni azokat a
masodik fotétel szigorti alkalmazasdbdl szarmazé feltételeket amelyek csak kozonsé-
ges differencidlegyenleteket eredményeznek a belsé valtozdk fejlodési egyenleteként
[46, 109, 63].

A Grmela és Ottinger 4ltal kidolgozott GENERIC (General Equation of Non-
Equilibrium Reversible and Irreversible Coupling) [255, 256, 102] a hamiltoni mecha-
nikat és az irreverzibilis termodinamikat lényegében mellérendelten kezeli. Minden
elméletet szétszed egy variacids elvbdl szarmaztathaté mechanikai részre és egy ent-
répiat produkalé disszipativ részre. Ezt a két részt algebrailag 6sszecsatolva (Poisson-
zardjelekkel a mechanikai, és igynevezett disszipativ zardjelekkel a termodinamikai
részre) egy keretelméletet kapunk lényegében a teljes kontinuumfizikéra. A konstruk-
cié a Ginzburg-Landau-egyenlet kovetkezé fejezetben megmutatott hagyoméanyos le-
vezetésének az altaldnositdsa. Ottinger és munkatarsai szdmos példan mutattak meg,
hogy ezzel az elméleti kerettel valéban megfoghatdak disszipativ és nemdisszipativ
elemeket egyiitt tartalmazo elméletek. A reoldgiai indittatast GENERIC magasabb-
rendii id6 és térderivaltakat is bevezet az egyenletekbe. A moddszer hidnyossiaga egy-
részt az elméleti alapfeltevések megduplazasa (termodinamika és mechanika egytitte-
sen kell) és az, hogy nem konstruktiv (pl. a variaciés elvet meg kell sejteni, a Poisson-

8 A Liu-eljarast Liu maga [188], és Miillerrel egyiitt is [192], eldszor idSben és térben gyengén
nemlokalis konstitutiv fliggvények szarmaztatasara probalta hasznalni.
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2. Kontinuum-termodinamika

struktira is utdlag ellenérizhetd igazan) [243].

Természetesen vannak mas, a termodinamikai kovetelményekkel nem nagyon foglal-
kozé elképzelések is, mint példdul a fazismezs-elmélet [125, 258]. Ezekkel kapcsolatban
Gurtin kritikdja idézhet&: a varidcids elvek intuitivak és viladgosak, de mivel disszi-
pativ elméletet nem lehet variaciés elvbol levezetni, ezért nem lehetnek alapvetéek,
legfeljebb valamilyen teljesebb elmélet el6futarainak tekinthetéek [109).

A konstitutiv elmélet lényeges része, hogy belsé valtozok esetén is alkalmazhatd
legyen. A belsé valtozok olyan fizikai mennyiségek, amelyekkel az anyag szerkezeti
valtozasait irjuk le (pl. mikrorepedezés esetén a ’fabric’ tenzor, vagy képlékenység
esetén maga képlékeny deformécié) a hagyoméanyos fizikai jellemz&kon feliil. Altala-
ban a fejlédési egyenletitk nem ismert. A termodinamikai modellezésnek képesnek
kell lennie a fejlédési egyenletet olyan médon megszoritani, hogy a termodinamika
mésodik fététele ne sériiljon. Mind a GENERIC, mind a racionalis és a kiterjesztett
termodinamika esetében talalkozunk a belsé valtozokkal. A nemegyensilyi termodi-
namika heurisztikus alkalmazasa relaxaciés tipusu kézonséges differencidlegyenleteket
eredményez fejlédési egyenletként, a racionalis elmélet — mint emlitettem — rdadésul
elvileg nem is teszi lehetové, hogy a fejlédési egyenlet parcidlis differencidlegyenlet le-
gyen [46]. A kiterjesztett termodinamika csak mérlegegyenleteket enged meg tovabbi
valtozok fejlédési egyenleteként [154] és az ijabb valtozok minden esetben a mérlegek
aramsiiriiségei lesznek (ezért nem is belsé valtozéknak nevezik ezeket). Azok az elmé-
letek, amelyek mechanikai variacios elveket hasznalnak (GENERIC reverzibilis része,
vagy példaul [214]) idében mésodrendii differencidlegyenletekre vezetnek, kizarva az
els6rendii relaxacids tipusu egyenletek lehet6ségét.

Magyarorszagon a termodinamikanak mély gyokerei vannak a matematikai mod-
szertant illetOen is. Farkas Gyuldnak az integrald oszté létezésére vonatkozo munkajat
[74] mar emlitettik. O azonban nem errél, hanem a lineéris egyenlStlenségrendszerek
alaptételének, a Farkas-lemmanak bizonyitasardl ismert vildgszerte. Meglepé médon
ez az eredménye a nemegyensulyi termodinamika megalapozasaban is szerepet jatszik.
Ugyanis a fent emlitett Liu-eljaras linedris algebrai alapallitasa az affin Farkas-lemma
specidlis esete, ahogy erre Hauser és Kirchner 2002-ben ramutatott [119] (részleteseb-
ben ldsd B fliggelék).

Verhas Jozsefnek dinamikai szabadséagi fokokra (specialis bels6 valtozékra) vonatko-
z6 elmélete, illetve annak reoldgiai (és egyéb) alkalmazasai [323, 325] az idébeli gyenge
nemlokalitasok elsé bevezetésének tekinthetéek. A térbeli gyenge nemlokalitast ille-
toen Verhas nemegyensilyi termodinamikai elmélete a kiilonféle folyadékkristalyokra
vonatozoan (Franck—Oseen-féle nemlokélis entrépiasiiriiséggel) a nemegyensulyi ter-
modinamika és a gyengén nemlokalis elmélet egyik els6 fontos eredménye. Verhds és
Nyiri entrépiadramra vonatkoz6 meggondoldsai [322, 249] nyilvinval6va tették a ra-
cionalis irdnyzat egyik f6 korlatjat, azt, hogy az entrépiadram nem lehet mindig a
héaram és a homérséklet hanyadosa, hanem az is konstitutiv mennyiség.

2.3.2. Gyengén nemlokalis nemrelativisztikus kontinuumok

OEbben a fejezetben a nemrelativisztikus kontinuumok fejlédési egyenleteit vizsgilom
a gyengén nemlokalis kiterjesztések szempontjabol. A cél, hogy egységes, altalanos,

OEz a fejezet a [299] munkimon alapul.
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szigoru és prediktiv modszer kidolgozasa, amely lehetové teszi, hogy a fizika mez&el-
méleteinek fejlédési egyenleteit magasabbrendi tér- és idéderivaltakkal egészitsiik ki
a hagyomadnyos tagokon tul. A moédszer alkalmazhaté kell legyen nemrelativisztikus
rendszerekre, vagy akar relativisztikus kontinuumokra, lokalis egyensilyban és attél
tavol; tartalmaznia kell az ismert klasszikus példakat a gyengén nemlokalis rend-
szerekre kiilon specidlis feltevések (mint példaul varidciés elvek, vagy mérleg forma)
nélkiil; minimalis szamu fiiggetlen feltevésen kell alapuljon; és konstruktiv szamitasi
modszert kell adjon a magasabbrend kiterjesztések szisztematikus bevezetéséhez.

Ezeknek a kovetelményeknek a raciondlis termodinamika matematikai eljarasaira
alpozott modszerek felelhetnek meg. Fzek elegendben altalanosak, de nem elég teljesi-
t6képesek. Alkalmazhatésagukhoz gyengén nemlokalis kiterjesztések szarmaztatdsara
harom megfigyelés sziikséges:

— Az entropia aramstiriisége is konstitutiv mennyiség.

— Az entrépiamérleg egyenlGtlenségéhez a kényszerek térderivaltja is kényszert je-
lenthet, a konstitutiv allapottér rendjétol figgden.

— T6bb csatolt valtozé idében magasabbrendii egyenletet eredményezhet.

A termodinamikai megfontoldasokban az entrépia mérlege mindig masodlagos, szar-
maztatandé és kiszamithat6. A fizikai rendszerrol a termodinamikai megfontolasaink
elott altalaban mar rendelkeziink valamilyen ismeretekkel. Els6sorban tudjuk, mik az
alapvaltozbink, és ezekre vonatkozd evolicids egyenletekrdl is altaldban tudunk va-
lamit. Ha ismereteink teljesek, azaz a differencidlegyenletekkel kapcsolatban korrekt
matematikai feladatok — példaul kezdetiérték problémak — tiizhetéek ki, akkor az ent-
répiaprodukcié kiszamitasaval ellenérizhetjiik az addigi feltevéseink helyességét. Ha
ismereteink nem teljesek, azaz a differencidlegyenletek nem zarédnak — t6bb ismeret-
len fizikai mennyiségiink van, mint ahany egyenlet, — akkor a masodik fététel segit-
ségével taldlhatunk megfelel$ figgvényeket. A méasodik f6tétel erdteljesen megszoritja
az anyagi tulajdonsagokat rogzit6, ugynevezett konstitutiv fiiggvények és feltételek
rendszerét.

Az itt ismertetend6 termodinamikai modellezés esetén az elsé 1épés a kinemati-
kai keretek megadésa, azaz el0szor le kell rogziteniink az alapvaltozdkat, kijelolni az
alapvdltozok terét. Valdéjaban ez a 1épés a legnehezebb, egy fizikai elmélet megfeleld
valtozoinak megtaldlasa hosszu tapasztalatszerzés — megfigyelések, kisérletek és elmé-
leti megfontoldsok — utdn lehetséges. Ezutdn az ismert feltételek (példaul mérlegek)
figyelembe vételével meg kell keresniink az anyagi, konstitutiv fiiggvényeket és eldon-
teni, hogy fizikai feltételeink szerint mi a konstitutiv dllapotiér, az anyagfliggvények
mitol fliggenek. A konstitutiv allapotteret, a modszertan szerint, az alapvaltozok és
azok derivaltjai feszitik ki. Az entropia és az entrépiadram szintén anyagi tulajdon-
sdgokat rogzit, anyagfiiggvény. Az entrépiaprodukciot kiszamitva az egyenlétlenséget
kielégit6 feltételeket keresiink. Az egyenlGtlenség megoldasanak egyszerii heurisztikus
modszere példaul az tgynevezett termodinamikai erék és aramok azonositasa. Ennél
alaposabb elemzés a konstitutiv fiiggvények értelmezési tartomanyanak vizsgalataval
szikiti azok lehetséges formajat. Mi a tovabbiakban a Liu-eljarast fogjuk hasznélni.
Az eljaras a B fliggelék linedris algebrai tételeit haszndlja ki, felismerve, hogy az alap-
valtozok konstitutiv allapottérben szereploknél magasabb rendi derivaltjai algebrai
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2. Kontinuum-termodinamika

értelemben fiiggetlennek tekinthetok, hiszen a kezdeti és peremfeltételektol fliggben
értékiik barmekkora lehet [188, 49].

A bels6 valtozdk esetén magat a fejlédési egyenletet keressiik. A tovabbiakban héa-
rom lehetéséget vizsgadlunk. Eloszor a lokalis konstitutiv allapotteret, majd masodren-
diien gyengén nemlokalis allapotteret tekintiink egyetlen belsé valtozo esetén, majd
végiil dudlis belsé valtozok specialitdsait mutatom meg.

2.4. Gyengén nemlokalis belso valtozok

OA gyenge nemlokalitas jelentésének szemléltetésére talin a legegyszeriibb példat
a Ginzburg—Landau-egyenlet adja. A Ginzburg-Landau-egyenletre nemcsak, és nem
els6sorban mint a szupravezetés specidlis egyenletére gondolunk, hanem mint a bels6
valtozokra vonatkozé homogén relaxacios egyenlet els6 gyengén nemlokélis kiterjeszté-
sére?. A Ginzburg-Landau-egyenlet hagyomanyos levezetése karakterisztikus keveréke
variacios és termodinamikai megfontoldsoknak. Varidciés elvet alkalmazunk a sztati-
kus részre, és a funkciondlderivaltak termodinamikai eréként vannak bevezetve egy
relaxaciés tipusi egyenletbe.

Jeloljiik &-vel egy nemrelativisztikus kontinuum valamely fizikai tulajdonsagét le-
ir6 skaldarmezot (egy skaldr belsé védltozot, vagy specidlisan egy mésodrendli fazis-
atalakuldshoz tartoz6 rendparamétert). Feltételezziik, hogy a szabadenergia-siiriiség
a bels6 valtozo6tol és grandiensétdl is figg (€, 0;€). Sok esetben a Ginzburg-Landau-
szabadenergiat a kivetkezd specialis — gradiens négyzetes — formaban vezetjiik be:

F(£,0:8) = fol&) +7(0:€)%/2, (2.9)

ahol v anyagi paraméter, fy pedig a szabadenergia gradiensfiiggetlen része, (9;¢)? =
= 0;¢0°€. Ismétléds indexek tovadbbra is Oszegzést fognak jelenteni, de az A fiigge-
lékben kifejtett absztrakt értelemben, altaldban koordinatarendszertdl fiiggetleniil'”.
Vezessiik be tovabba a 0 jelolést a & valtozo szerinti parcidlis derivaltra. Ekkor, a szo-
késos érvelés szerint feltételezziik, hogy £ valtozasi sebessége egy V térfogatrészben
negativan aranyos az anyag szabadenergia valtozasaval.

d
ﬁ/vgdvz—lé/vf(f,&&)d‘/- (2.10)

......

16ség minden V térfogatrészre érvényes, akkor megkapjuk az altalanos Ginzburg—
Landau-egyenletet a kovetkezd formaban:

O = —1[0cf — 0i (0o, f)], (2.11)

ahol 9; a paricialis id6derivalt, és [ anyagi egyiitthaté. Fentebb feltételeztiik, hogy a
kozeg nyugalomban van. Specialisan a (2.9) szabadenergiaval pedig az egyenlet klasszi-
kus formaja adodik:

0 = —1[0¢ fo — 7";€)]. (2.12)

OEz a fejezet a [299, 300] munkaimon alapul.

9Ezt az egyenletet (id6derivalttal) elészor Landau és Khalatnikov vezette le [168]

10 A kontinuummechanikaban szokott index nélkiili jelélés kett6nél magasabbrendii tenzorokkal
végzett Osszetett szamitasok esetén nagyon nehézkessé valik.
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A tovabbiakban megmutatom, hogy ebben a levezetésben a varidcios elv — a funk-
ciondlderiviltak hasznalata — felesleges. A fenti egyenlet tisztan termodinamikai meg-
fontolasokkal is megkaphato.

2.4.1. Elsorendii gyenge nemlokalitas — relaxacio

Tekintsiik az a(t,z%) skaldr térmennyiséget egy kontinuumban, amely nyugalomban
van valamely inercidlis megfigyelohoz képest. Tegyiik fel, hogy a fejlédési egyenle-
tére nincs més fizikai megszoritas a masodik f6tételen kiviil. A fejlédési egyenletet
altaldnosan a kovetkezo forméaban keressiik:

da+ f =0, (2.13)

ahol az f tetszOleges konstitutiv fiiggvény, valtozoinak rogzitése a modellezés kiin-
dulépontja. Itt és a tovabbiakban az eléz6ekhez hasonléan a parcidlis idéderivaltat
Op-vel jeloljiik, a konstitutiv mennyiségeket pedig kalappal ().

A fenti fejlédési egyenlet nem lehet teljesen tetszoleges, a masodik fététel megszo-
ritja lehetséges formajat. Az entropiamérleg egyenlStlensége a kovetkezo:

D+ 0, > 0. (2.14)

Itt az § entrépiastiriiség és a Ji entropiaramsiiriiség a fenti f—hez hasonléan kons-
titutiv mennyiségek. Az aldbbiakban feltételezziik, hogy az a alapvaltozotdl és annak
0;a gradiensétdl fiiggenek, azaz konstitutiv dllapottér elsérendiien gyengén nemlokalis.
Tehat

— az alapvdltozok terét a,
— a konstitutiv dllapotteret (a,0;a) fesziti ki,
— a konstitutiv fligguények pedig 8, Jt és f

Ekkor a konstitutiv feltevéseinket figyelembe véve az entropiamérleg a kovetkezd
formaju:
0a80ha + 99,08 Oia + 0o J" ia + Dp,0J" Dija > 0. (2.15)
Ebben az egyenletben a a konstitutiv fliggvények parcidlis derivaltjait réviditve
jeloltiik, pl. % = 0,58. A fenti egyenlOtlenségre most Liu-tételét alkalmazzuk a B
fuggelékben ismertetett mdédon. Az alapmezdk aldhtizott parcidlis derivaltjai nincse-
nek benne a konstitutiv allapottérben, ezek fiiggetlen algebrai mennyiségek és az Un.
folyamatirdny-teret feszitik ki. Azaz, a fiiggelék jeloléseivel p = (0:a, Oa, 0ia), az
egyutthatéként szereplé konstitutiv mennyiségeket pedig a és b vektoroknak felel-
tetjiik meg. Vezessiik be a A Lagrange—Farkas-szorz6t a (2.13) evolicids egyenlethez,
mint kényszerhez. Ekkor az entrépiaegyenlotlenség a kévetkezo formaba irhatd:

0 < (08 — A)Oha + 9p,a8 D + Dgya ' Dija+ OaJ' Bia — M. (2.16)

A Lagrange—Farkas-szorzo 1étezése Liu tételének kiévetkezménye. Ezek utan ki-
hasznaljuk, hogy a folyamatirdnyok a konstitutiv allapottér elemeitél fiiggetlenek (al-
gebrailag), abban az értelemben, hogy ezeknek a derivaltaknak az értéke mas és mas
lehet, ugyanazon konstitutiv allapot értékeknél (példaul a (2.13) differencidlegyenlet
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kezdeti értékeitdl fiiggben). Ekkor az aldhtzott tagok szorzéi (2.16)-ben nulldk és a
Liu-egyenleteket adjak:

a : 045 = A\, (2.17)
Oira : 09,08 = 0°, (2.18)
dija - D ad”) = 0%. (2.19)

Az utolsé egyenletben az indexek melletti zardjelek a jel6lt masodrendii tenzor szim-
metrikus részét jelolik [A#) = 1(AY 4 A7%)], illetve 4ltaldban az adott tenzorszorzat-
komponensek szimmetrizaltjat egy magasabb rendil tenzor esetén. Az elsé egyenlet
az entrépia derivaltjaként hatirozza meg a Lagrange—Farkas-szorzét, a mésodik azt
mutatja, hogy az entrépiasiiriiség lokalis, azaz nem fligg a gradiensétél. A harmadik
egyenlet egy megoldasat adja, ha az entrépiadram szintén lokdlis. A Liu-egyenletek
megoldasainak felhasznalasaval az egyenlGtlenség ekkor a kovetkezéképpen alakul:

A

0 < 8;3'(a) — 8a8(a) f(a,da). (2.20)

Tovabbi feltevésiink, hogy a maradék entrépiadram nulla; 3t = 0. Izotrop anya-
gok esetén ez mindig igaz, az izotrop vektorfliiggvények reprezentacios tétele értel-
mében [232]. Ezért az entrépiaegyenlotlenség egy hatdrozatlan konstitutiv fiiggvény
és az entrépia derivaltjanak szorzatara egyszeriisodott, azaz termodinamikai aramot
és termodinamikai er6t azonosithatunk a klasszikus irreverzibilis termodinamikai ér-
telemben. A fenti egyenlétlenség megoldasat kapjuk, ha a konstitutiv fliggvény — a
termodinamikai aram — pozitiv szorzédval ardanyos a termodinamikai erével.

~

f=—10.5 I1>0. (2.21)

Ez kétszer differencialhaté f esetén altaldnos megoldds Lagrange kozépértéktételé-
nek megfeleléen (lasd pl. [109]). Altaldban nem hasznéljuk ki az ebben rejlé altala-
nossagot, és allandé [ egyutthatora szoritkozva a fenti megoldast linedris kozelitésként
értelmezziik.

Tehat izotrop anyag skaldar bels6 valtozdjara vonatkozo fejlodési egyenlet a ter-
modinamika méasodik fététele értelmében a kovetkez6 relaxdcids tipusu kozonséges
differencidlegyenlet:

dra = 10,5 (2.22)

Az eljaras legfontosabb lépései tehat a kivetkezdk voltak:

— Az alapvéltozok, az alapkényszerek és a konstitutiv fuggvények azonositasa. A
konstitutiv allapottér rogzitése. Ez utébbi is fizikai kérdés, példaul a nemloka-
lis kélecsonhatasok szintjét, azaz a szerepld térderivaltak maximalis rendjét kell
eldonteniink a kisérleti és egyéb modellezési tapasztalatok fliggvényében.

— Az entrépiaegyenlétlenség felirdsa, parcialis derivaldsok utén a folyamatirany-
tér rogzitése és sziikség esetén tovabbi, derivalt kényszerek bevezetése.

— Liu tételének alkalmazéasa.

— A Liu-egyenletek és a disszipaciés egyenlétlenség megoldésa.
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Ebben a példdban nem volt sziikség tovabbi kényszerek bevezetésére, de ez sziikséges
magasabb rendii allapotterek esetén, ahogy a kdvetkez6 példaban latni fogjuk.

Vegylik észre tovabbé, hogy az utolsé pont, a Liu-egyenletek és a disszipacids egyen-
16tlenség explicit megoldasa altalaban nem lehetséges. Ebben az egyszerti példaban
is csak tobb matematikai egyszeriisités utan értiink célt. A fenti megoldas szamos
ponton altalanosithato, illetve tovabb vizsgalhaté. Példaul a lokdlis entropiadram fel-
tételezése (2.19)-nek nem &ltaldnos megoldasa, és az antiszimmetrikus derivéltnak
fizikai szerepe lehet. Hévezetd, izotrop, szilard anyagok esetén Liu ennek segitségével
bizonyitotta, hogy a hédram nem lehet 6rvényes [189], bar a Fourier-egyenlet mas le-
vezetései (példaul a klasszikus irreverzibilis termodinamika) ezt elvileg nem zarjék ki.
Fontos azt is latni, hogy az olyan kézenfekvinek tiind matematikai feltevések, mint a
konstitutiv fliggvények kétszer folytonos derivalhatdosiga is fizikai kovetkezményekkel
jarhatnak. Erre legfontosabb példa a képlékenység termodinamikai elmélete, amely
Ziegler munkassidgabdl fejlédve a termodinamikai er6kben nem kvadratikus tagok-
kal oldja meg az entropiaprodukcié egyenl6tlenségét, masodrendii Euler-homogenitas
helyett els6rendli homogenitast feltételez (lasd pl. [213], illetve az Onsageri értelme-
zést illetéen [307]). Ez termodinamikailag az erdk fiiggvényében nem differencidlhaté
termodinamikai dramokat (mint konstitutiv fiiggvényeket) jelent.

A tovabbiakban a mésodik fététel egyenlétlenségének explicit megoldasait keressiik,
ezért altaldban nem hasznaljuk ki teljesen a modellezési lehet6ségeket. Konkrétan
nem toreksziink arra sem, hogy megadjuk a feltételeknek megfelel¢ legaltalanosabb
megoldasat a Liu-egyenleteknek. Példaul mindig fel fogjuk tételezni, hogy:

— a Liu-egyenletekben nemcsak a szimmetria érvényes;
— nincs maradék entrépiadram;

— megfelelé mértékig differencidlhatdéak a konstitutiv fiiggvények.

2.4.2. Masodrendii gyenge nemlokalitas - a Ginzburg—Landau-egyenlet

Ebben az esetben a probléma hasonld, a (2.13) altaldnos fejlédési egyenletre vonat-
koz6 termodinamikai kdvetelményeket hatarozzuk meg, de most masodrendii gyengén
nemlokalis konstitutiv allapottér feltételezésével, amit az a alapéllapotmez6 és annak
els6 és masodik térderivéltjai, 0;a és 0;ja feszitenek ki.

Tehat ebben a példaban

— az alapvaltozok terét, az alapallapotteret a,
— a konstitutiv allapotteret pedig (a, 0;a, 0;;a) fesziti ki,
— a konstitutiv fiiggvények pedig §, Jt és f

A folyamatirany-teret a kovetkezo derivaltak feszitik ki: (0;a, Oyia, Opija, Oijra). Meg-
figyelhet8, hogy ezek most nem fiiggetlenek (2.13) gradiense egy linedaris egyenlet a
folyamatirdny-téren. Tehat az entropiaegyenlotlenségre vonatkozd tovabbi feltételként
figyelembe kell venniink, hogy

dia + 0if = 0;. (2.23)
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2. Kontinuum-termodinamika

A (2.13) egyenletre bevezetjik a A, a (2.23) egyenletre vonatkozéan pedig a A
Lagrange—Farkas-szorzékat. Ezutan pedig a Liu-eljarast alkalmazzuk, de most, és a
tovabbiakban mar nem kiilonitjiik el e kiilonbo6z6 1épéseket :

0< s+ 80— A <8ta n f) _ A (aﬁa + az-f) —
= 008 010 + 09,05 0ita + 09,08 Oijea + 0aJ" Dia+ 0gyaJ" Dija+ 0gypad’ Ojjua—
= A(oa+ f) = A (Sua+ 0uf dia+ 9o,0f Dja+ Dy f Ojra) =
= (05— A) dua+ (99,08 = &) D + 0,105 Dyjuat
+ (O0y4ad” — N0oyyaf ) Ougpa + 0a ' Oia -+ 09,0 Oija—

_ AZ (8af d;a + a@jaf 8”0,) — j\f (224)

Léathat6, hogy a degeneracié most méas, mint az el6z8 esetben. A (2.24) egyenl6t-
lenség alahiizott parcidlis derivaltjainak a szorzéi adjék a Liu-egyenleteket:

dea - D08 = A, (2.25)
dira : D,a5 = A, (2.26)
dijra : Dg,;a8 =07, (2.27)
ijra : 0 ,ad” = A0y, of. (2.28)

Az elsé két egyenlet az entrépia derivaltjait hozza Osszefliggésbe a Lagrange—Farkas-
szorzokkal, a harmadik egyenlet egy megoldasa, ha az entropia fiiggetlen a masodik
gradiensétol. Ezért a A Lagrange—Farkas-szorzo is fiiggetlen ettdl a derivalttol és az
utolsé egyenlet integralhaté (ismét feltételezve, hogy nemcsak a szimmetrikus részére
igaz az egyenldség):

J(a, &a, 0ija) = 0p,q5(a, O;a) f(a,dia, Oija) + J(a, d;a), (2.29)

ahol a maradék entrépia aram, ji, egy tetszdleges konstitutiv figgvény, a jelolt valto-
zOkban, hasonléan az eléz6 fejezethez. Ez a Liu-egyenletek fenti, (2.25)—(2.28) rend-
szerének egy teljes megoldédsa, amelyet figyelembe véve a disszipacios egyenlGtlenség
az alabbi formara egyszerlisddik:

0 < 03" + [0:(99,08) — 048] f- (2.30)

Feltételezve, hogy a marado entrépia aramsiiriség nulla, azaz Ji = 0¢, a jobb oldalon
egy er6-aram rendszert kaptunk. Ennek klasszikus megoldasa

f=110000,08) — 0a8],  1>0. (2.31)

Tehét egy belsé valtozd termodinamikailag megengedett fejlédési egyenlete mésod-
rendiien gyengén nemlokalis konstitutiv allapottéren a Ginzburg-Landau-egyenlet:

Oha =1 [0a5 — 9;(95,48)]- (2.32)
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2.5. Dualis belsé valtozok és Hamilton-formalizmus

A gradiensben kvadratikus (2.9) entrépiastiriiséggel kapjuk az egyenlet klasszikus
formajat, ha v alland6. v > 0 az entropia konkdvitdsanak kovetelménye miatt. Mas
nemlokalis termodinamikai potencialok is hasznalhatdak a fenti levezetésben, példaul
a szabadenergia, viszont ebben az esetben a tobbi termodinamikai kélcsénhatashoz
torténé kapcesolodast elévigyazatosan kell kezelniink [258].

Erdemes dsszevetni a fenti levezetést a Ginzburg-Landau-egyenlet varidciés leveze-
tésével. Az utébbi feltételezi, hogy az egyenlet sztatikus, egyensilyi részét variacios elv
segitségével kapjuk meg, az idobeli valtozast pedig stabilitasos, termodinamikai érve-
léssel szoktak hozzatenni. Azonban a varidcids elv eredete, a két rész Osszekapcsolasa,
és foképpen a masodik fotétel szerepe 6nkényes és nem kompatibilis a kontinuumfizika
altalanos mérlegegyenlet és anyagfiiggvény szerkezetével. A fenti levezetésben ezeket
az Osszetevoket egyetlen, termodinamikai gondolatmenetben egyesitettiik, raadasul
megkaptuk az entropiadaram formajat is. Megjegyzendd, hogy semmiféle variaciés elv-
re nem hivatkoztunk kozben, a sztatikus rész Euler-Lagrange-egyenlet formaja is le-
vezetett. A dinamikai rész relaxacios tipus, elsérendli idéderivaltat tartalmaz, nem
kaphaté meg Hamilton-tipusi varidciés elvbél minden tovabbi nélkiil [318].

Természetesen a Ginzburg—Landau-egyenletnek szdmos maésféle, eltérd elveken ala-
puld levezetése van [109, 196]. A fenti levezetés azt mutatja, hogy nagyon kevés felte-
vés, tulajdonképpen egyediil a méasodik fotétel elegend6 és sziikségtelen olyan tovabbi
er6s posztulatomokat hasznalni, mint egy Hamilton-féle varidciés elv, vagy mondjuk
a Gurtin &ltal javasolt mikroer6-mérleg. A kiévetkezd fejezetben a varidcids elvek és
termodinamika masodik f6tételének egy masik szempontja meriil fel.

2.5. Dualis belso valtozok és Hamilton-formalizmus

OA bels6 valtozok fejlédési egyenletének meghatarozasara vonatkozéan két szokésos
megkozelités van.

Az egyik mddszer alapjan a bels6 valtozok fejlédési egyenletét az entropiaegyenlét-
lenség segitségével, kizardlag termodinamikai elvekkel hatarozzuk meg. Ekkor a meg-
felel6 bels6 valtozdkat szokas belsd dllapothatdrozoknak nevezni [217]. A mddszernek
az az el6énye, hogy csak termodinamikai fogalmakat haszndl (entrépia, termodinamikai
erd), a hatranya viszont, hogy 6énmagiban nem tud inercidlis hatdsokat modellezni.
A Dbelsé valtozok termodinamikai elmélete nagyon régi (ldsd a torténeti megjegyzé-
seket [219]-ban). Az elsé tobbé kevésbé teljes termodinamikai elméletet Coleman és
Gurtin javasolta [46], az elmélet altaldnos elveinek egy tiszta bemutatésat adta meg
Muschik [238]. Bels6 dllapothatérozdkat nagyon véltozatos jelenségek modellezésére
hasznaljuk a fizika, biologia és anyagtudoményok kiillonb6z6 teriiletein. A termodina-
mikai elmélet teljes leirdsa, rengeteg alkalmazassal taldlhaté meg Verhas konyvében
[325]. Verhds a belsd allapothatdrozéknak egy specidlis formdjat vezette be, amelyet
dinamikai szabadsdgi fokoknak nevezett. Ezek olyan specidlis bels6 allapothatarozok,
amelyek értéke egyensiulyban nulla és fizikai tulajdonsagaikat csak termodinamikai
feltételek korlatozzak.

A bels6 valtozok fejlodési egyenletét megado masik 6 javaslat mechanikai médon
Hamilton-féle variaciés elven alapul, benne az inercialis effektusok jelenléte elkeriilhe-
tetlen. A belsd valtozdkat ebben az esetben belsd szabadsdgi fokoknak szokas nevezni.

OEz a fejezet a [311] munkémon alapul.
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2. Kontinuum-termodinamika

A disszipaciot is varidciés modon, disszipéaciés potencialok segitségével adjuk hozza az
elmélethez. Ennek az elméleti keretnek az az elénye, hogy mechanikai fogalmakra épiil
(er6, energia). A mddszert Maugin javasolta [214] és szintén nagyszamu alkalmazisa
van [213, 71]. A két médszert élesen megkiilonbozteti és szamos alkalmazési teriiletet
emlit Maugin és Muschik [219, 220], illetve Maugin [217].

Ennek a megkett6zott elméleti keretnek egyik fontos sajatossiga a varidcids el-
vek és a termodinamika kozotti viszony. A kontinuumfizika termodinamikai eredetii
alapegyenleteinek alapvetéen nincs varidciés megfogalmazésa [318]. Ez tiikrozédik a
disszipaciés potencidlok, mint fiiggetlen elméleti entitdsok megjelenésében a disszipa-
ciot is tartalmazé variacios elméletekben.

Masrészrol, tiszta termodinamikai modszerekkel — a belsé valtozok esetén — iner-
cialis hatasokat nem tudunk figyelembe venni. Ezért, a legegyszeriibb mechanikai
folyamatokhoz val6é kapcsolédas is megkéveteli, hogy kiegészitsiik a termodinamikai
elméletet — altaldban mechanikai eredetii és jellegii 0j elvekkel.

A tovabbiakban sajat kutatdsi eredményekre alapozva [311] megmutatom, hogy a
mechanikai szerkezet, a mésodik derivaltak és Euler-Lagrange-forma, kovetkezik a
termodinamikai elvekbdl. Ehhez dudlis belsé valtozék bevezetésére van sziikség, és
a nemegyensulyi termodinamika szokédsos alapelveinek altalanositdsara: nincs sziik-
ség Onsager—Casimir-féle reciprocitési relacidkra. Dudlis belsé valtozokkal figyelembe
tudjuk venni az inercialis hatasokat és visszakapjuk a dinamikai szabadsigi fokokra
vonatkozé fejlodési egyenleteket. Fz nem lehetséges egyetlen belsé valtozoval. A fent
kifejtett, kettos elméleti szerkezet helyett a valtozdk megkettozésével is célt érhetiink.
Tekintstiink egy termodinamikai rendszert, amelynek alapéllapotterét két skalar bel-
86 valtozo fesziti ki, a és b. Ezekre a valtozokra a kovetkez6 differencidlegyenleteket
feltételezziik.

oa+ f=0, (2.33)
ob+g=0. (2.34)

Az f és g fiiggvények a differencidlegyenlet jobb oldalan konstitutivak, és a termo-
dinamika masodik f6tétele miatt nem lehetnek akarmilyenek. Az entrépiaegyenlétlen-
séget a korabbiakban mar felirtuk (2.14). A konstitutiv dllapotfiiggvények értelmezési
tartomanyat most az alapvaltozok és azok elsé és masodik térderivaltjai feszitik ki.
Tehat Osszefoglalva

— az alapdllapotteret (a,b),

— a konstitutiv allapotteret pedig (a, 0;a, 0;5a, b, 0;b, 0;;b) valtozok feszitik ki,
— a konstitutiv fiiggvények pedig §, jl,f és g.

Ez egy masodrendiien gyengén nemlokalis allapottér mindkét alapvaltozéban. A vo-
natkozé folyamatiranyteret a (0ya, Oyia, Oja, Oijra, Ob, Opb, Oyijb, 0;51b) derivaltak ad-
jak. A (2.33)—(2.34) fejlédési egyenletek gradiensei maguk is kényszereket jelentenek
az entrépia egyenlGtlenségre ebben az esetben:

da + O, f =0y, (2.35)
Oub + 0;g = 0;. (2.36)
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2.5. Dualis belsé valtozok és Hamilton-formalizmus

_ Bevezetjiik a Aa, \p Lagrange-Farkas-szorzokat a (2.33)—(2.34) egyenletekre és
AL, AY szorzokat pedig a derivélt, a (2.35)-(2.36) egyenldségekre. A Liu-eljrds ezek
utdn lényegében egy megduplazott Ginzburg—Landau-szerkezetet eredményez:

0< 05+ 0,0~ Ao (Bra+ f) = Al (9o + 0:f ) -
=X (Oib + 9) = A} (9uib + i) =
= 048 Ora+ 09,08 Oita+ 0y,;48 Oijra+ Oy J" Oja+ 0(9J.QJZ Oija+ 8ajkaJ’ Ojjra—

— A <3ta + f) — AL (8151'@ + 0uf Dia + 3ajaf Oija + 8ajkaf O;jra+

+ Opf O+ oy f Disb+ D f 8ijkb> +

+ OpS Oub + Do,p8 Oub + o, b8 Oyjib + OpJ" 0ib + Do,pJ* Db+ Oy Oijrb—

— X (0 + §) — A (Duib + ogs 0ib + Do, ijb + o,00 Dijub+

+ 9ug 0ia + Bg,ad Oija + Ba,0d Dijra) - (2.37)

Atrendezés utdn kapjuk, hogy
0 < (028 — Aa)Ora + (09,08 — A})Oiwa + 9,08 Orjrat

+ Oy’ — AoDoyaf — A}09,09)Oina — Aaf —
—Al (aaf 050+ 0,0 f Dija+ yf Db+ 0o f aijb) +
+ 8, B;a + 8ajaji O;ja+
+ (08 — M) Oib + (Do — A)Oisb + Do, 05 Oijeb+
+ (Oay0d" — NoBo, 0 f — Ajo,00 )Dijib—
— Mg — A} (9pg 93b + Da,59 Dijb + 00§ 010+ By,ag Dija) +

+ OpJ" Oib + Do, 9y (2.38)
Itt is a folyamatiranytér szorzéi adjak a Liu-egyenleteket
dra : 90 = Aa, (2.39)
dita - 99,08 = A, (2.40)
b : s = A, (2.41)
Db D8 = AL, (2.42)
Oijia : Do;;a8 = 07, (2.43)
Dijib Dg,;p8 = 07, (2.44)
dijna : B0’ = MOy, af + Mj0o,a, (2.45)
Oy : Oa,pd" = Ay, 09 + AlLOo, 0 f - (2.46)

Az els6 négy egyenlet a Lagrange—Farkas-szorzdkrol mutatja meg, hogy azok az
entropia derivaltjai. Az 6todik és hatodik szerint az entrépia fiiggetlen a és b masodik
térderivaltjaitol. Kovetkezésképpen AZ és Aé Lagrange—Farkas-szorzok is azok, és ezért
az utolsé két egyenlet integralhaté és megkapjuk az entrépiadramot:

J' = 09,05 f + 09,5 § + J'(a, Dia, b, D;b). (2.47)
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2. Kontinuum-termodinamika

A 3% maradék entrépia aram a jelolt valtozoktol fiiggd tetszoleges konstitutiv fiigg-
vény lehet. Ezzel a Liu-egyenletek (2.39)—(2.46) rendszerének egy teljes megoldasat
adtuk meg. Ennek felhasznalasaval a disszipacids egyenlGtlenség leegyszertisodik:

0 < 8;3° + [0;(D9,08) — Ba8] f + [0:(Da,8) — B8] §. (2.48)

Feltételezve, hogy J* = (°, azaz a maradék entrépiadram-siirliség nulla, az egyenl6t-
lenség a koévetkezo formdaju termodinamikai er6-aram rendszerre redukalodik:

A~

aerb: A= 0;(0p,45) — 0aSb, a dram: f,

ber6: B = 9;(95,8) — D3, b dram: .

Az egyenl6tlenség klasszikus megoldasa az erék és aramok kapcsolatat adja, a ko-
vetkez6 csatolt Ginzburg-Landau-egyenletrendszer formajaban:

da=f=10 [0i(08,05) — 048] + l1a (05(0a,p8) — Ov3] (2.49)
a = § = ly1 [0;(09,a8) — 0ud] + I2 [0:(Da,p5) — D3] . (2.50)

Az Iy, 1, [, l21 vezetési egyiitthatok a masodik fététel értelmében nem lehetnek
tetszélegesek. Altaldnos esetben, azaz amennyiben nem tételezziik fel reciprocitési
relaciok érvényességét, a szimmetrikus és antiszimmetrikus részeket szétvalasztjuk a
kovetkez6 egyiitthaté kombinacidk bevezetésével: [ = (512 +Zz1)/2 bs k = (Zlg - 521)/2.
Az entrépiaprodukcié nemnegativ, ha

L>0, >0 é Llb—0P?>0. (2.51)

A (2.49)—(2.50) fejlodési egyenleteket atirhatjuk:

ora . (A I, k+0\ /A
=Ll )=.". . ~ . 2.52
<atb) <B> (k—l la ) <B> (2:52)

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy mi helyzet a reciprocitasi relaciékkal, azaz
egyrészt jogos-e nem csak a szimmetrikus vagy antiszimmetrikus csatolast tekinteni,
masrészt van-e ennek barmi fizikai szerepe?

A reciprocitasi relaciok a f6 kovetkezményei Lars Onsager gondolatianak, amely
osszekapcesolja a fluktudcidkat a makroszképikus termodinamikdval [251, 252, 253,
194, 36]. Maga Onsager eredményeinek érvényességi korét a kovetkezoképpen értékeli:

"A kévetkezd megszoritast tettiik: egy kinetikus modellben a termodinamikai val-
tozok a nagyszamu molekularis valtozé algebrai Gsszegei, és sziikséges, hogy paros
fliggvényei legyenek azoknak a molekularis valtozoknak, melyek péaratlan fiiggvényei
az id6nek (mint példdul a molekuldris sebességek)."!! [194]

A Casimir-tipust reciprocitasi relacidk is mikroszkopikus fluktuaciokon alapulnak
[36]. A legtobb belsé valtozd esetén nincs ilyen mikro-, vagy mezoszkopikus hattér. Pél-
daul a karosodas jellemzésére bevezetett bels6 valtozdk a legegyszerlibb esetekben is

1 vThe restriction was stated : on a kinetic model, the thermodynamic variables must be algebraic
sums of (a large number of) molecular variables, and must be even functions of those molecular
variables which are odd functions of time (like molecular velocities)."
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bonyolult szerkezeti rendezetlenséget, esetleg mikrorepedezettség-formakat jellemez-
nek mezoszkopikus skalan (vagy mikrorepedezettség-eloszlasokat). A termodinami-
kai valtozdk és a mezoszkopikus szerkezet viszonya reményteleniil bonyolult minden
gyakorlatilag érdekes, nem tulidealizalt esetben. De még az idedlisan rugalmas kon-
tinuumban talalhat6 egyforma és szabéalyosan elrendezett mikrorepedések esetén sem
egyszer(i makroszkopikus mezéket taldlni [244]. Masrészt az Onsager-féle reciprocitas
idotiikrozési tulajdonsagokat is feltételez vagy mikro-, vagy legalabb makroszinten
[222, 323]. Bels6 valtozok esetén errél sem beszélhetiink. Tehat a reciprocitasi reldci-
Ok érvényességének egyik feltétele sem teljesiil esetiinkben, az altalanos eset feltéte-
lezése ezért nem ésszeriitlen. A 2.10 fejezetben konkrét példat emlitek, deforméacié és
tenzorialis bels6 valtozo csatolasa esetén.

Belso allapothatarozok

Ha a vezetési métrix diagonalis, azaz [ = 0 és k = 0, akkor (2.49)(2.50) két fiiggetlen
egyenletté esik szét:

3ta == lAlA,

b = LB

Ekkor visszakaptuk az el6z6 fejezetben leirt specidlis esetet.

Bels6 szabadsagi fokok

Tegylik fel, hogy minden vezetési egyiitthat6 allando és a vezetési métrix antiszimmet-
rikus, azaz 1 =1 =0 és k = 1. Ekkor l1o = —ls1, tehdt a Casimir-tipusi reciprocitasi
relaciok érvényesek.

Az egyszeriiség kedvéért tekintsiink egy, a valtozokban szepardlédéd entrépidt a ko-
vetkezd moédon:

5(a, 0ia,b,0;b) = —K(b) — W(a, 0;a). (2.53)
Ekkor a termodinamikai erdk a kévetkezoek:
A=0,W —8;(09,,W), B=dK=K'(b),
és a (2.52) fejlodési egyenlet
da = B = K'(b),
Ob= — A+ 1B =—0,W + 8;(89,,W) + LK (D). (2.54)
A fenti egyenletrendszer Hamilton-dinamikat tartalmaz [4], a masodik egyenlethez
adott disszipaciés taggal kiegészitve. Az § entrépiasiiriiség formaélisan a Hamilton-
fliggvény szerepét jatssza, a az altalanositott helyzet valtozo és b a konjugdlt im-
pulzus, a szokésosnal csak egy kicsit dltaldnosabban. A Lagrange-dinamikara torténé
2
transzforméciéja trividlis, ha K (b) = ;—m kvadratikus, ahol m allandé6. A (2.54) egyen-
letrendszer forméja és szerkezete a bels6 szabadsagi fokokra javasolt fejlédési egyen-
letek szerkezetét adja, ahogy az [219] és (5.14) Osszehasonlitdasabdl latszik az alabbi
Lagrange-fiiggvénnyel és disszipdciés potenciallal
(Dra)?
2

mlg

L(0a,a,0;a) =m T(ata)2.

—Wi(a,0ia), és D(a,0a)=
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2. Kontinuum-termodinamika

A termodinamikai médszer megadja az entropiadram-siirtiséget is. Az altalanos (2.47)
a specidlis (2.53) entrépidval a kovetkez6 formaju:

J' = —K'(0)0s,a5 + Jb.

A fenti Lagrange-fiiggvénnyel felirt Hamilton-tipust variaciés elv természetes perem-
feltételei a peremeken eltiiné entropiadaram-siriiségnek felelnek meg 36 = (' feltétellel.

Tehét a belsé szabadsagi fokok mechanikai motivacioju variaciés médszere termé-
szetesen vezethetd le egy tisztan termodinamikai keretben. A termodinamikai keret
altalanosabb, bizonyos egylitthatok el6jelét meghatarozza, és az entrépiadram is sza-
molhat6 bel6le. Emellett a természetes peremfeltételek az entropiaaram eltiinésének
felelnek meg a peremen [311, 18].

Disszipaciés potencialok

A disszipécids potencidlok eredetileg Rayleigh disszipécios fiiggvényeiként bukkannak
fel [264]. Bizonyos feltételek teljesiilése esetén fejlddési egyenleteink disszipativ ré-
szét tudjuk beldlik leszarmaztatni. A varidciés elvek kényelmesen kiegészithetéek ve-
lik és bizonyos tipust disszipativ hatdsok szarmaztathatéak segitségiikkel [253, 194].
Szimmetrikus, szigortian linearis vezetési egyenletek, vagy a nemlinearis Gyarmati-
Li reciprocitési relaciok [179, 112] biztositjak létezésiiket. Az Onsager-szimmetridk
magukban, példaul kvazilinearis vezetési egyenletekre, ehhez nem elegendoek.

Egy Hamilton-tipusa variaciés elvnek a disszipaciés potencialok nem részei, de to-
vabbi szabdlyokkal kiegészitve az elvet disszipativ tagokat szarmaztathatunk segit-
ségiikkel. Sokdig azt remélték, hogy megfelel6 altalanositasuk altalanos modszert ad
disszipativ fizikai rendszerek egyenleteinek varidciés szarmaztatdsara [113].

Diffiiz belsod valtozok

Difftz belsé valtozdkat énmagdban [218, 59, 70] értelmez. Ebben a szakaszban a bel-
s6 szabadsagi fokokra és a belsé allapothatarozokra vonatkozo fejlédési egyenletek
kozotti szoros viszonyra mutatunk példat.

Az el6z6 példa vezetési egyiitthatéit megtartva (azaz, [; =1 =0, k = 1), kvadrati-
kus formaju K és W fliggvények esetén kapjuk, hogy

K(p) =5

22 a) = 2(8.a)2
= 2(), W (a, 0;a) 2(81(1),

ahol a és f pozitiv allandék a konkévitas kovetelménye miatt. Ekkor a (2.54) fejlédési
egyenlet:

dya = B = K'(b) = pb,
o — O W + 82-(832.(11/1/) + l2K’<b) = aldya + Iy 8b. (2.55)

b-t kikiiszobolve kapjuk, hogy

1 la A
a—ﬁatta - aata - a“a. (256)
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Ez egy telegraf (Maxwell-Cattaneo—Vernotte) tipust egyenlet az a belsé valtozora
vonatkozoan. Egyrészt felfoghatjuk gy, mint a difftziés (hévezetési) egyenlet kiter-
jesztését egy tehetetlenségi taggal, de ugyanakkor és masrészt hullamegyenlet egy
diffuzios taggal kiegészitve. Ez a kettGsség szemléletesen mutatja a termodinamikai
és mechanikai stratégiak iranyat is az ilyen jellegi egyenletek szarmaztatasara.

Osszefoglalas

A dudlis belsd valtozékra vonatkozé gyengén nemlokalis elmélet keretei kézott szar-
maztattuk a belsd dinamikai valtozok mechanikai eredetli fejlédési egyenleteit.

Altaldban elfogadott tévhit a belsé valtozékra vonatkozéan, hogy mérhetSek, de
nem szabdlyozhatéak [155]. Ez igaz mindaddig, amig fejlédési egyenleteik relaxacios,
azaz csak idofiiggésre vonatkozd egyenletek. Szabalyozhatésag a peremfeltételekkel
érhet6 el. Ha a bels6 valtozdkra gyengén nemlokalisan kiterjesztett egyenletek érvé-
nyesek, akkor azok szabalyozhatdak.

A dualis bels6é valtozok elméletének van egy természetes ellendérzési lehetOsége.
Nevezetesen a mechanika hiperkontinuum-elméletei, az igynevezet mikrokontinuum-
elméletek [50, 72] bels6 valtozds elméletek, ahol a belsé, kinematikailag értelmezett
valtozdkra (mikrodeforméci6, mikroforgas, mikronytlds) vonatkozé fejlédési egyenle-
teket tisztan mechanikai anal6gidkkal szarmaztatjak. A dudlis bels6 valtozdkkal ter-
mészetes mddon vezethetbek le ezek az egyenletek [19], s6t, az egész elméletcsalad
bedgyazhatd a nemegyensulyi termodinamika keretei kozé. Szintén emlitésre mélto,
hogy szamos, a kontinuumokban térténé hullamterjedésére vonatkozo egyenlet egye-
sithetd, a benniik szerepld tagok és azok Gsszefiiggése értelmezhetd, és tobbféle tu-
lajdonsag magyardzhaté a dudlis bels6é valtozok rendszereként felfogott hierarchikus
mikrostruktira-modellezéssel [18].

Az is érdekes, hogy antiszimmetrikus csatoldsi termodinamikai erdk és &ramok nem
csak tehetetlenségért lehetnek feleldsek. Verhas gondolatébreszté munkdit fontos ezzel
kapcsolatban megemliteni [324, 326].

Végiil, a szimmetriatulajdonsidgok nélkiili vezetési egyenletekre jo példat jelenthet
a teljes fenomenologikus reoldgia, ahol a linearis, rugé-dugattyt elemekbdl Gsszera-
kott modellek elemszdmanak novelésével képesek a kisérletekhez jobb illesztést elérni.
Ez a fajta modellezés mindenféle termodinamikai feltétel nélkiil dolgozik. A termo-
dinamikai megszoritasok viszont csak szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus vezetési
egyenletek feltételezésével til szigoruak, kizarnak valodi, megvalésuld lehetOségeket a
lehetséges modellek koziil [6]. Erre a kérdésre visszatérek a 2.10 szakaszban.

2.6. Gyengén nemlokalis extenzivek — klasszikus irreverzibilis
termodinamika

OAz eléz6 fejezetben alkalmazott médszer dltaldnos. Ebben a fejezetben azt mu-
tatjuk meg, hogy a klasszikus irreverzibilis termodinamika eré-aram rendszere egy
specidlis esetét jelenti ennek az altaldnos modszernek, jol meghatarozott feltételek
esetén.

OEz a fejezet a [298] munkémon alapul.
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Azt keressiik, hogy extenziv fizikai mennyiségekre milyen feltételeket ré ki az entré-
piaprodukci6 egyenlétlensége. Vagyis keressiik olyan mezdk fejlédési egyenletét, ame-
lyekre mérleg formaju kényszerfeltétel igaz. Egy megmarado fizikai mennyiségre vo-
natkozé mérleget altaldban a kovetkez6 formaban irunk

da+8;j' = 0. (2.57)

o

Itt az a strliség tekintheté mondjuk a szokéasos extenzivek stirtiségei Descartes szor-
zatdnak, azaz a = (p, e, ...), ahol p a (témeg-)stirliség, e a belsGenergia-stiriiség, j pedig
a megfeleld a-dramsiiriségek fiiggvénye: j* = (pv?, pev’ +jfi, ...), ahol az elsé tag a
tomegaram, a masodik tag a bels6 energia konvektiv és konduktiv aramstiriisége.

A fenti kényelmes jeloléssel csak a szamunkra fontos, a fejlédési egyenletek mérleg-
szerkezetét (azaz a téridé bedgyazottsigat) tikroz6 szabad indexeket hasznaljuk. Az
egyes konkrét fizikai mennyiségekre vonatkozé egyenleteknek lehetnek olyan tovab-
bi tulajdonsagai, amiket most nem vesziink figyelembe. Példdaul a tomegmérleghen a
kontinuum témegkozépponti mozgasaval definialt, baricentrikus sebességmez6 hasz-
nalata miatt nincs konduktiv dramsiiriiség, illetve a forrastagoknak megkeriilhetetlen
a szerepe példaul a belso energia mérlegénél. Nem is mindenfajta mérleg illeszthetd
bele problémamentesen ebbe a séméaba: a lendiiletmérleg kérdése komolyabb megfon-
tolast igényel. Az irreverzibilis termodinamika alapvetd szerkezete, az eré-aram parok
megjelenése az entrépiaprodukciéban azonban nem ezen mulik.

Tovabbi specialis feltevésként ebben a fejezetben pedig nyugvé kontinuumot tekin-
tliink és elsérendiien nemlokélis allapotteret. Ekkor Osszefoglalva igaz, hogy

— az alapallapotteret a fesziti ki,

— konstitutiv allapotteret (a, d;a),

— a konstitutiv figgvények pedig az entrépia és aramsiriisége, tovabbd a aramsii-
riisége: s, J" és j'.

A fenti (2.57) fejlédési egyenlet nem tetszoleges, teljesiilnie kell rd a termodinami-
ka méasodik fétételének a (2.14) formaban. Vezessiik be a A Lagrange—Farkas-szorzét
a (2.57) fejlodési egyenlethez mint kényszerhez, és alkalmazzuk Liu eljarasat a kons-
titutiv fiiggvényekre, hogy meghatarozzuk megengedett formédjukat:

0< 0,8(ada) + d;Ji(a,da) — A (6ta +0,j'(a, aia)) -
= 0a8 012+ 05,28 Ojpa + 6aj" o;a+ 8(9jaji 8z-ja Y (ata + 6ajiaia + aajajiaija) =
= (005 = 1) 912+ 99,08 Dua+ (0" = A0a}) D2+ (90,0 — ADpjad’) D2
(2.58)

Az alapmezdk aldhuizott parcidlis derivaltjai nincsenek benne a konstitutiv allapottér-
ben, a folyamatirany-teret feszitik ki. Liu tétele értelmében nulla tagok egytitthatoi-
ként felirhaté Liu-egyenletek a kovetkezoek:

da: Dad = A, (2.59)
Oqa : 09,08 = 0°, (2.60)
dija g ,ad”) = N aj"). (2.61)
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Az elsé egyenlet a Lagrange—Farkas-szorzét az entrépia derivaltjaként hatdrozza meg,
a masodik értelmében az entropia lokdlis, fliggetlen az alapvaltozé gradiensétol. A
harmadik egyenlet egy megoldasa a kévetkezo:

Ji(a,0;a) = Bas(a) - j'(a, 9;a) + 9y,ag(a, d;a), (2.62)

ahol J = Jp;ag a maradék entrépiadram, g skaldrmezd és feltiintettiik a fiiggvények
valtozo6it. Maradék entropiadramot az irreverzibilis termodinamika keretei kozott al-
taldnos formaban t6bb szerz6 is javasol (tobbek kozott megfeleltetheté a Miiller-féle
K-vektornak [229]) kiilonféle fizikai tartalommal a konkrét rendszerekben. A fenti,
skalarmez6 derivaltjaként megjelené specidlis alak a termodinamikai gondolatmenet
kovetkezménye, egyszeriien mutatja, miféle médon vezet a masodik fGtétel elemzésére
hasznalt eljardasunk a pusztan fizikai megfontolasok konkretizdlasara. Megjegyezziik,
hogy a fenti, (2.62) forma még nem a teljes megolddsa a (2.61) egyenletnek, és a teljes
megoldés elemzése nem felesleges [190]. A disszipacios egyenl6tlenség ezek utén

0 < 3,3+ 3'0;(a8d). (2.63)

Azonosan nulla maradék entrépiadram feltételezésével 3= 0, az entropiaegyen-
16tlenség a klasszikus irreverzibilis termodinamika szokasos eré-aram rendszerére egy-
szertisodik. A fenti egyenl6tlenség legegyszeriibb megolddsa ugyanis az extenzivek
aramsiriségére, mint konstitutiv mennyiségre vonatkoztatva linearis kapcsolatot ad
a termodinamikai intenziv mennyiségek gradiensei, mint termodinamikai erdk és az
extenzivek aramsiiriiségei, mint termodinamikai aramok kozott:

Aram: §, Eré:  0;(0a8).
Ezt a linedris kapcsolatot szokds Onsager-féle vezetési torvényeknek nevezni [323]:
it = L*0;,(0a3). (2.64)

Itt L% szimmetrikus része pozitiv definit. Ezek utdn az extenziv mennyiségekre vo-
natkozé mérlegek a kévetkezd egyenletre redukalédnak:

dra+ 0; [L70;(0a8)] = 0. (2.65)

Lattuk, hogy a Liu-eljaras megadja az entrépiaprodukcié irreverzibilis termodina-
mikdban szokasos formajat, és ugyanakkor az entropiadram szokott formaéja is kiadé-
dik a méasodik f6tétel kovetkezményeként, elsérendii nemlokalitas feltételezésével. Az
irreverzibilis termodinamika intuitiv eljarasat a Liu-eljaras megfelel6en megalapoz-
za. Megjegyzend0, hogy az entrépiadram még az irreverzibilis termodinamika fenti
legegyszeriibb feltételrendszere esetén sem egészen az, amit a raciondlis termodinami-
ka és szarmazék elméletei altalanosan posztulalnak a Gibbs-Duhem-egyenlétlenségben
[291, 277, 108]. Vegyiik tovabba észre azt is, hogy a tisztan térelméleti, kontinuum leve-
zetésuink eredménye a lokdlis egyensuly — nem hipotézisként — mert az entrépiasiriiség
csak extenziv valtozoktdl fiigg és lokalis, azaz fliggetlen az alapvaltozé gradiensétol,
a (2.60) Liu-egyenlet szerint.
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2. Kontinuum-termodinamika

2.7. Egykomponensii folyadékok - masodrendii nemlokalitas
a siirtiségben

OEddig a belsé valtozok fejlédési egyenleteit, illetve a klasszikus irreverzibilis termo-
dinamikét vizsgaltam a gyengén nemlokalis termodinamikai 6sszefiiggések felallitasara
kidolgozott, Liu-eljarason alapulé modszerrel. Ebben a fejezetben egy konkrétabb pél-
dat adok, az egykomponensii folyadékok jol ismert esetét — a klasszikus irreverzibilis
termodinamika alapelméletét — vizsgaljuk, de a szokasosndl dltalanosabban. Az eléb-
bi fejezet els6rendii gyengén nemlokélis konstitutiv dllapottere helyett mésodrendiien
gyengén nemlokalis dllapotteret tekintiink, legalabbis az egyik vizsgalt véaltozéban,
a stirtiségben. Az egykomponenst folyadékok egyrészt jol ismert példa, és a gyenge
nemlokalitdsok lehetséges szerepe is régota kutatott kérdés (Korteweg miive 1901-
ben jelent meg [161], és nemcsak a siiriségben, hanem a sebességben is kereshetiink
magasabbrendii derivaltakat [62, 153, 92]). Ebben a fejezetben ismertetett kutatasok
tovdbbi részletei [317, 316]-ban taldlhatdak, illetve példak hasonl6 vizsgalatokra, de
més iranybdél és mas médszerekkel Dunn és Serrin illetve Capriz munkai [63, 226, 33].

2.7.1. Folyadékmechanika altalaban

Az egykomponensii folyadékmechanika alapallapotterét a p siirtiség, a v’ sebesség és
az e belsGenergia-siirliség fesziti ki. A hidrodinamika ezekre az alapmennyiségekre
vonatkoz6 mérlegeken alapul (1asd pl. [114, 271]). A klasszikus folyadékmechanikdban
a konstitutiv allapotteret, a konstitutiv fiiggvények értelmezési tartomanyat nem az
alapvéltozok és elsé derivaltjaik, (p,v', ey, 0ip, O;0%, O;ep) feszitik ki, ahogy az el6z6
fejezet irreverzibilis termodinamikai megfontolasai alapjan gondolhatnidnk, mert az
objektivitds miatt az konstitutiv allapottérbdl hianyzik a sebesség, a derivaltja viszont
mar benne van. Ugyancsak figyelemre mélté a belsé energia szerepe az alapvaltozok
kozott. A megmarado teljes energia hasznalata itt fel sem meriil. A szokésos valasz
az els6 kérdésre az, hogy az objektivitds miatt a (relativ) sebesség nem szerepelhet
a konstitutiv allapottérben [291]. Erre alapozva a mésodik kérdésre azt mondhatjuk,
hogy a teljes energia sem objektiv, 1évén a belso energia és a kinetikus energia Gsszege.
Masrészt a termodinamikai megfontoldsok a lokélis egyensuly hasznalata miatt a bels6
energiat igénylik, és a sebességet egyaltalan nem kezelik. Az objektivitds kapcsan,
illetve az 1.4.2 szakaszban azonban lattuk, hogy egyik érv sem &llja meg a helyét,
és ezek alkalmazédsa valdjaban lesziikiti a folyadékmechanika érvényességi korének
megértését, kiterjeszthetdségét és altalanosithatésagat. Az els6 fejezet megmutatta,
hogy a klasszikus termodinamika valéjaban tartalmazza a sebességet (vagy impulzust)
mint termodinamikai valtozot, az altalanos elvek targyalasakor pedig ramutattam,
hogy az objektivitasi érvek is hamisak.

Ennek megfeleléen a tovabbiakban elészor megmutatom, hogy a Liu-eljarast koz-
vetleniil a természetes valtozokra alkalmazva — a raciondlis termodinamika hozzaal-
lasanak megfelelen latszolag a lokalis egyensuly hipotézise nélkiil — hogyan tudjuk
megadni a Korteweg-folyadékokra vonatkozé termodinamikai kévetelményeket. Ezek
utan pedig a megfelel$ lokalis termodinamikai megfontoldsokkal levezetem ugyaneze-
ket az egyenleteket. Ez utobbi levezetés jéval egyszeriibb, de kevésbé mutat ré sajat
korlataira, és csak akkor alkalmazhat6, ha van homogén testekre vonatkozé elméle-

OEz a fejezet a [317, 306] munkaimon alapul.
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tiink.'? A klasszikus kontinuumok alapmérlegeiben azonositott fizikai mennyiségek
fogjak a megfontolasaink alapjat képezni. A tomegmegmaradas:

Op + 0i(pv') = 0, (2.66)

ahol p a sfirtiség, v* pedig a baricentrikus sebesség, ezért a témegnek nincs konduktiv
arama. Ez pontosan azon a megallapodason mulik, hogy a nemrelativisztikus kontinu-
umok esetén a tomeghez rogzitjiik a sebességmezot, azaz a sebesség mindig a tomeg
aramlasat jellemzi.

Az impulzusmérleg, azaz a Cauchy-egyenlet

dy(pv') + 9; (Pij + ,ov%j) =0, (2.67)
ahol pv' az impulzusstirtiség és Pii g nyomastenzor, az impulzus konduktiv aramsi-
rlisége. Az energia mérlege pedig

dre + 0;(§" + ev') = 0, (2.68)

Itt e a teljes energia sirilisége, és ¢* a konduktiv aramsirisége.

2.7.2. Termodinamikai elemzés

A misodik fététel értelmében az entrépia nodvekszik elszigetelt és forrdsmentes fizi-
kai rendszerekben, ezért kvetkezményeinek ellenOrzéséhez forrdsmentes esetet vizsga-
lunk. Mivel folyadékokrol van szd, az entrépiamérlegben is érdemes szétvalasztanunk
a konvektiv és konduktiv aramstirtiségeket, ezért (2.14) mérleget a kévetkezd formaba
irjuk:

A5+ 0;(J" + &) > 0. (2.69)
Tehat most
— az alapallapotteret (p,v?, e) fesziti ki,
— a konstitutfv dllapotteret pedig (p, d;p, dijp, v', v7, e, O;e),
— a konstitutiv fliggvények a kovetkezbek 3, Jt, §' és Pid.

Mivel a striiségben masodrendiien gyengén nemlokalis allapotteret vettink figye-
lembe, ezért a tomegmeérleg (2.66) gradiensét is figyelembe kell venniink tovabbi kény-
szerként az entrépia-egyenlGtlenségben

aitp + 61-]- (pvj) = 0y, (2.70)

A (2.66), (2.70), (2.67) és (2.68) kényszerekhez a A, A" I';,4 Lagrange Farkas-
szorzokat vezetjliik be. Ezutan Liu eljarasanak kiindulépontja az el6zé fejezetekhez
hasonléan :

0 < 08+ 0" + 0i(50") — X [Bep + 0;(pv*)] — A7 [Diep + B35 (pv7)] —
I [Ot(pvi) + 0; (]5” + pvivj)} — 4 [Ore + di(q" + evi)] . (2.71)

12 A relativisztikus folyadékok esetén péld4ul nincs.
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A konstitutiv figgvények parcilis derivaltjait kifejtve kapjuk, hogy
0p30p + O,p804ip + 0o, p30kijp + 0y 800" + 0.1 8040" + 0e80se + 0, e80e+
+0p T 0ip + 00,0 015 p + 00,100 Vijep + Oy ' 007 + D J' O’ + DeJ D + D] Oyje+
+0i(50") = A (8ip + pOiv* + v'0ip) —
—A (Ditp + pdijv? + 01 0iip + 0;pdiv’ + 8jpaﬂfj) -
_y (p@tvi +v'p + pviajvj + pvjajvi + Ujviﬁjp + apfﬂjajp + 83kppij8jkp+
00410 P0jt1 + 0, IO + Dy PIOs0" + 0PI + g PIOse )
—4 (8re + v’ + v'Die + 0,G'0ip + 04" jip+
+08,,00 Oijip + 0,14 0iv? + B, s (' Oit? + 0eG'Ose + 05,¢G' Oji€) > 0.
A tagok atrendezésével pedig ez addodik:
(0p8 — A = T70")0hp + (09,p5 — A)hip + 0o, p30hi;p + (04i§ — pLy) v+
+0p,01 800" + (98 — 7)Ore + Do, 50pe+
+(09;pd" — 1100, P — 9,,,p0") D+
+(0g, vi J'— flaakvif?” — &83kvujj8ikvj)8jkvi — Aipﬁijvj—i-
+(0g,ed" — 1109, PY + 400,c4" ) Oije+
+0,J 0ip + 0, 0ijp + Dys J' 007 + Do S Dye+
+8;(5v") — A (p@ivi + o' ip) —
—A? (pOijv” +v7055p + 0;p0jv? + 0;pdv?) —
—T; (pviﬁjvj + pr? 90" + 100D p + 8,PU;p + Do, , PP Dk pt
O PIOE + aeﬁifaje) -
—4 (eBv" + v'Die + 0,pG'0ip + 09,pq" jip + 0pi G007 + BeG'Ose) > 0.

Ekkor a Liu-egyenletek a folyamatiranytér tagjainak egyiitthatéiként olvashatdak

le
Ohp : Ds—A—Tp' =0, (2.72)
Ayip : Da,ps — A = 07, (2.73)
Ouijp - ;08 = 07, (2.74)
ot Dyis — pl'y = 0;, (2.75)
D0’ - 0p,0i8 =07, (2.76)
de - B8 — 4 =0, (2.77)
Opie : D,eé = 0F, (2.78)
Dijkp - 00" = T10,,p P + 400,,,,00", (2.79)
Djpv’ : Dpi I = D100 P 4 30y, 065 + g]\l(agaf +6867),  (2.80)
dije : Doye ] =110, PP + 40y 06" (2.81)
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(2.74), (2.76) és (2.78) kovetkeztében az entrépiastirtiség nem fiigg 9;;p-tol, d;v'-
tol és Oje-t6l. (2.72), (2.73), (2.75) és (2.77) megadjék a Lagrange—Farkas-szorzdokat
az entrépia derivaltjaiként. Ezért termodinamikai szempontbdl a Lagrange—Farkas-
szorzok a szokésos és gradiens értelemben &ltaldnositott termodinamikai intenziv
mennyiségeknek felelnek meg [158]. Figyeljiikk meg, hogy itt mér az egyiitthaték szim-
metridjat nem soporhettiik egy konstitutiv fiiggvénybe, a (2.80) egyenletben kihasz-
naltuk azt. Ezek utdn megadhatjuk a (2.79)—(2.81) egyenletrendszer egy megoldasat
a kovetkezOképpen:

.. A , . 1 T ,
Ji= 8.5¢" + g (99,3007 + Dy,,50,0") + S0uSPT 43,000 ), (282)

ahol a J* maradék entropiadram tetszoleges fiiggvénye lehet valtozdinak. Ilyen moédon
a Liu-egyenletek teljesen megoldhatdak és a Lagrange—Farkas-szorzdkon felil a meg-
szoritasokat adnak az entrépiastiriiség és entrépiadram lehetséges fiiggvényalakjara
vonatkozdan. A megoldast a disszipaciés egyenlétlenségre alkalmazva kapjuk, hogy

0< 05 =03 + q'0;(0e(p8)) + P70; (8,8) +
+ 8]-113 S+ €05 — p8p§ + %81 (831,3%)] + 83‘1)1 |:p281 (83]%,%)} .

Itt bevezettiik a fajlagos entrépiat, s := §/p jeloléssel. Az egyenlet hagyoményos
forméjanak felirasahoz a belsé energiat kell definidlnunk a szokasos médon, a teljes
és kinetikus energia kiilonbségeként. Feltételezziik, hogy az entrépia a belsGenergia-
stirtiség fiiggvénye, azaz: § = §(p, O;p, e — pv?/2). Tovabba az entrépiat, mint additiv
(extenziv) fizikai mennyiséget akarjuk definidlni, ezért a szokott médon megkdvetel-
jik, hogy a fajlagos entropia csak az e fajlagos belsé energiatél fliggjon:

é(p, dip, viae) =ps (p7 e, 0; ) ) (283)

ahol e, = e/p — v2/2. Ezekkel a mennyiségekkel a disszipaciés egyenltlenséget és az
entrépiadramot atirva kapjuk, hogy

.. A 1
0< 00 =03 + (¢ —v;PY)0 -

1 /[~ Tp? . Tp? .
-7 (P” - (p + TPak (a«mé)) 8% — T'Oaj (aaip§)> O, (2.84)

s . .1 2 ) . .
J'=(§ = v PP + % (99:p30507 + D, p3050°) + J'. (2.85)

Lathatjuk, hogy mindkét kifejezésben felbukkan a belsé energia drama a szokdasos,
elsérendii elméletekben megszokott médon ¢ = §* — Ujpﬁ.

A fejezet tovabbi részében a térderivaltak absztrakt indexes jel6lésmddjardl atval-
tunk a folyadékmechanikdban szokasosabb nabla jelolésre. Ekkor példaul d;0° = V- v
és 0;v7 = Vv. A mechanikai szempontbdl disszipiciémentes esetben a mechanikai
kolcsonhatasra vonatkozé termodinamikai erd nulla. Ilyen folyadékok nyomaésat re-
verzibilisnek hivhatjuk:

5 Tp? . . .
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2. Kontinuum-termodinamika

Ha az elmélet lokalis, az entrépia fiiggetlen a stirtiség derivaltjatol és azt kapjuk, hogy

Phuer () = —Tp*0,5(p)L. (2.87)

Az ilyen folyadékot Euler-folyadéknak nevezik, és felismerhetjiik a p(p) = —T'p?9,5(p)
skalaris nyomést az egyenletben. A PV viszkdzus nyomaést szokas szerint bevezetve
megoldhatjuk a disszipacids egyenltlenséget, és a vezetési egyenleteket a szokasos
linearis forméban irhatjuk elo:

P':=P—-P'=L-Vv. (2.88)

Itt L pozitiv szemidefinit konstitutiv fiiggvény. Vegyiik észre, hogy ha § filiggetlen a
stirliség gradiensétol, L allando, Pv pedig izotrop fliggvénye a sebességgradiensnek,
akkor a hagyoméanyos Navier-Stokes-folyadék egyenleteit kapjuk vissza. A nyomds
reverzibilis részének egyfajta potencial tulajdonsdga van, azaz létezik egy olyan U
skalar értéka fuggvény, hogy

-— = pVU. 2.89
Ve =0V (2.89)

U a fajlagos entrépiabodl szamolhato:
U =V - (pdv,8) — 0,(p8)- (2.90)

Ezért mechanikailag nem disszipativ folyadékok esetén az impulzusmérleg ekvivalen-
sen atalakithato:

~ A A 1
pv+V-P'=0 < p\'f—i-TpVU:P”:VT. (2.91)

Ezzel megadtuk és jellemeztiik a Korteweg-folyadékok egy termodinamikailag megen-
gedett csaladjat.

2.7.3. Lokalis és gyengén nemlokalis egyensuly

Az €l6z6 fejezet altalanos modszert ad az egyenletek szarmaztatasara, nagyon kevés
feltevéssel. Egy joval egyszerlibb, de heurisztikusabb, azaz tobb feltevést igényld leve-
zetést kaphatunk, ha gradiensfiiggd entrépiat a kezdetektol megengediink. Ez dgy is
értelmezhetd, hogy a térderivalt jellegti termodinamikai valtozdkat is homogén testek-
nek megfeleléen alkalmazzuk a kontinuumelmélet kidolgozasara. Fzek alapjan meg-
adhatjuk a klasszikus termodinamika gyengén nemlokéalis altaldnositasan alapuld tér-
elméletet, a lokalis egyenstuly hipotézisének mintajara bevezetve a gyengén nemlokdlis
egyensuly hipotézisét. Jelen esetben az el6z6 fejezetbdl lathatjuk, hogy a Gibbs-relacié
helyes formaja:

de = Tds+ L.dp— A'ddyp, (2.92)
p
ahol A" = T, S, ¢s elhagytuk a konstitutiv mennyiségek jelolésére haszndlt kalapot.

Ennek megfeleléen az (1.3) potencial-tulajdonsag altaldnositasa és a Gibbs—Duhem-
relacié pedig a kovetkezd:

. 1 ,
e=Ts— % — A'0ip + , dp = —sdT + ;dp — Oipd A", (2.93)
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A szokéasos lokélis egyensily esetén az entrépia fiiggetlen a siirliséggradienstdl. Eb-
ben az esetben természetesen visszakapjuk a Gibbs-reldcié megszokott, (1.6) formu-
14it. Erdekességképpen megadjuk a megfelel teljes termodinamikai testre vonatkozé
Gibbs-relacié stiriiségben elsérendiien nemlokalis altalanositasat is:

dE =TdS — pdV + pdN — A'd(Md;p), (2.94)
ahol M = Nm a tomeg, m a részecsketomeg, ldsd az 1.2. fejezet eleje. Az utolséd
tagot megfigyelve lathatd, hogy a homogén gradiens feltételezése esetén nem egészen
természetes a megfelel6 ,extenziv’ mennyiség kivilasztasa.

A tovabbiakhoz érdemes szubsztancialis derivaltakat bevezetniink. A tomegmegma-
radas a lokalis (2.66) helyett a kévetkezd:

p+pV-v=0. (2.95)

A bels6 energia mérlegét a teljes és a kinetikus energia mérlegeibdl kaphatjuk a szokott
moédon [113, 323]:

péy + 0;q" = PY0,v;. (2.96)

R4 kell jonniink még valahogy az entrépiadram (2.85) formdjara. Ha ezt tudjuk,
akkor az entrépia mérlege a kovetkezoképpen fejthetd ki:

) 2
: @ 1 g 7 L ? J
ps+ ' —pT—I— 2s P 5 0ip + O [T+2T(A6v | aku)]
:qiaf—f P — p+T—p28Ak 5’——8,41 on? >0.  (2.97)
‘T T 9 K = ‘

Itt behelyettesitettiik a (2.95) tomeg- és a (2.96) energiamérleg idéderivaltjait, illetve
felhasznaltuk, hogy

d
£8Z-p = —8;pd 0" — Oy, (p@ivk). (2.98)

Lathatéan visszakaptuk a entrépiaprodukcié (2.84) alakjat, sokkal egyszeriibb szdmi-
tasok utéan.
Amenyiben az entrépiadaram és a Gibbs-reldcié is a megszokott formaju, azaz

de = Tds + %dp, ji = (2.99)

akkor pedig visszakapjuk az entrépiaprodukciot a szokott formaban, ahogy a Navier-
Stokes-Fourier-egyenletek szarmaztatasahoz sziikséges:

: . € D. q . .
< i g B (L ¢~ — — (P9 — psi) 9. '
0<ps+V-j pT—l—pp—F&(T) 8T T<P (2)8111 (2.100)
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2. Kontinuum-termodinamika

2.7.4. Schrodinger—-Madelung-folyadék
Ezt a specialis Korteweg-folyadékot kapjuk, ha

. . 2ip )
SSchM(ebyp, Vp) =S (eb — % (25> ) , (2101)

ahol v pozitiv allandé. Szoritkozzunk most a tisztdn mechanikai esetre. Ezért tegyik
fel a tovabbiakban, hogy a hémérséklet homogén, azaz 0;T = 0.
A reverzibilis nyomés ekkor
P =

(2.102)

2VpoV
(Apl V2 H) ,

1%
8 p

ahol o a tenzorszorzat egyezményes jele a folyadékmechanikdban. A potencial:

B v (Vp)?\ v AR
U=t (Ap )= om R (2.103)

ahol Tp a homogén hémérséklet, és az R = ,/p mennyiség bevezetésével ldtszik, hogy
(2.103) a de Broglie-Bohm-féle kvantumpotencidlja lesz egy m tomegi részecskének
elosztva a Ty hémérséklettel, ha v = h? /m? [27, 126].

A Schrédinger—-Madelung-folyadék entrépiadram-siiriisége

1
Jsenm = T [—q+v-PT€”+g(VpV~v+Vp~Vv) . (2.104)

Megjegyzések

A fajlagos entrépia fenti specidlis, (2.101) fliggvényalakja nagyon egyszeriien meg-
indokolhaté, ha a folyadék silirtiségét egyfajta részecske-tartézkoddsi valdsziniiségsii-
rliségként értelmezziik, kvantummechanikai alapon. Ugyanis ekkor két folyadék (il-
letve részecske), egyiittes lefrdsahoz természetes médon vezethetjiik be a pio(ri, r3)
valészintiségsiiriiséget a két folyadék(-részecske) egyiittes tartézkoddsi valészintiségé-
nek lefrdsara a tér két, ri és r) pontjiban. Tehat két fiiggetlen folyadék esetén az
egyfolyadék- és kétfolyadék-siirtiségek kozotti viszony természetes modon szorzat for-
maja: p12(rt, rh) = p1(ri)p2(ry), azaz réviden pia = p1pe. llyen megfontoldsok termé-
szetesek a statisztikus fizikaban is, bar szokatlanok egy tobbkomponensi kontinuum-
elméletben.

Az entropia viszont, ismét csak természetes médon, akkor ir le fiiggetlen fizikai
rendszereket, ha ilyen valtozdk esetén additiv fiiggvényként viselkedik. Gyengén nem-
lokalis folyadék esetén tehat az entropiatdl elvarjuk a kovetkezd tulajdonsagot:

S(p1p2, D(p1p2)) = 5(p1, D(p1)) +8(p2, D(p2)). (2.105)

Ahol D = (8% , 8,,1 ) a valoszinliségsiliriiség teljes derivaltja. Ennek a fiiggvényegyen-
letnek pedig egyértelmii (!) a megoldasa, ha az entrépia izotrop fiiggvény [301]:

N2
s(p) =klnp+v (aff> , (2.106)
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Itt k£ és v allandok.

Az entrépia extenziv mennyiség, elsérendi homogén fiiggvénye a valtozdinak. A
fajlagos entropia nulladrendit homogén figgvénye a teljes entropia eredeti valtozdinak,
ezért csak a fajlagos mennyiségektdl fiigghet, de az extenzivitds nem ad megszoritast
s(ep, p, O;ip) formajara. Ha a siirliség valéban a tartézkodési valdszintiségre jellemzd,
ha kiilonb6z6 tomegi részecskéket ugyanazzal az egyenlettel akarunk leirni, akkor a
fajlagos entrépiara igaz, hogy

S(eb7>\pv )\azp) = s(eb:ﬁ)7 6Zp) (2107)

Ez a tulajdonsag, amelyet tomegskala-fiiggetlenségnek nevezhetiink, kizarja a logarit-
mikus tagot (2.106)-bdl és biztositani fogja a részecskeszerti viselkedést. Ha a stiriiség-
gradienstél valé figgést egyfajta korrekcidnak tekintjiik, amely els6é rendben kvadrati-
kusan korrigélja az energiét, s(ec, p, 9ip) = s(ep — v(p)(9;p)?) formaban, akkor a fenti
tulajdonsig, a tomegskala-fliggetlenség, szintén a (2.101) fajlagos entrépidra vezet.

Schrodinger-egyenlet

Ha a Schréodinger—-Madelung-folyadék érvénymentes, azaz V x v = 0, akkor a toémeg-
és impulzusmérlegek egyiitt a Schrodinger-egyenletet adjék. Ugyanis ekkor a (2.67)
egy Bernoulli-egyenletbél vezethetd le (egy adott vonatkoztatasi rendszerben), és be-
vezetve az S skalar sebességpotencidlt a

v="yg (2.108)
m

definiciéval megkapjuk a Bernoulli-egyenletet, ha észrevessziik, hogy (2.91) mésodik
fele a

hos v?

—— 4+ —-U=0 2.109

m Ot * 2 ( )
egyenlet gradiense. Ezek utan az tgynevezett Madelung-transzformacié segitségével
bevezethetjitk a 1 = Re™ fiiggvényt, ahol R = VP €s i a képzetes egység. (2.66)-
at megszorozva ihe'® /(2R)-el, (2.109) egyenletet pedig mRe™-el, egyetlen komplex
egyenletbe egyesithetjiik a tomeg- és impulzusmérleget, és megkapjuk az m tomegi
szabad részecskére vonatkozé Schrodinger-egyenletet :

o h?
ih— = ——Aq. 2.110
o 2m v ( )

Ez a levezetés megmutatja, hogy az altalanos médszeriinkkel kapott gyengén nem-
lokélis folyadékok nagy csalddja nem {ires. S6t, a specidlis tovabbi feltételekkel a
Schrédinger—-Madelung-egyenletre egyszeriisitett elméletiink fizikai rendszerek igen

nagy csalddjanak j6 modellje.

2.7.5. Osszefoglalas

A Liu-eljaras nagyon altalanos feltételek mellett konstruktiv modszert ad fizika tor-
vényeinek elemzésére a masodik f6tétel szempontjabdl. Egyarant médszert ad ismert

53



2. Kontinuum-termodinamika

egyenletek kiegészitésére, altalanositasara és 1j egyenletek konstrukcidjara is. Fontos
észrevenniink, hogy nemcsak a disszipativ, hanem a nulla entrépiaprodukcioja rész-
re is megszoritasokat kaptunk. Olyan megszoritasokat, amelyek altaldban Hamilton
tipusi varidciés elvbél szarmaztatott Euler-Lagrange-egyenlet formdjuak [306].

Vegyiik észre tovabbd, hogy a valdszintiségi folyadékokra levezetett (2.107) forma
a klasszikus Boltzmann-Gibbs-entropiastiriiség, egy Fischer-informéacios taggal kiegé-
szitve. Ennek bizonyos kdvetkezményeit, a Jaynes-féle gondolatmenet gyengén nem-
lokélis entrépiafiiggvényekre bevezetett altalanositdsat vizsgalja [301].

A termodinamikai megkozelités sajatos ralatast ad a kvantummechanikara. Egy-
részt tobbféle disszipaciés mechanizmus vezetheté be és elemezhetd, illetve a termo-
dinamika, mint stabilitdsi elmélet is tesztelhetd. Erdemes megjegyezni, hogy (2.106)
logaritmikus tagot is tartalmazé entropiaformaja hasonléan logaritmikus kiegészités-
hez vezet a Schrédinger-egyenletben. Ez az Ggynevezett Bialyniczki-Birula-egyenlet,
egyike a legtobbet vizsgalt nemlinedris kiegészitéseknek [23, 333]. A legegyszeriibb
disszipaciés forma, amit vizsgalhatunk, a Bohm tipust egyenlethez adott sebességgel
aranyos csillapitas. Ez az in. Schrodinger-Langevin-egyenletre vezet [163], amit kano-
nikus kvantalassal is megkaphatunk. A fenti termodinamikai megfontolasok segitsé-
gével ezekhez a disszipativ kvantummechanikakhoz Ljapunov-fiiggvény konstrualhaté
a stacionarius megoldasok stabilitdsanak vizsgdlatara adott peremfeltételek mellett
[316].13

2.8. Homogén és kontinuum

Az el6z6 fejezetben méar sz6 volt réla, hogy a homogén egyenletek, illetve a Gibbs-
relacié gyengén nemlokalis altalanositasa hogyan vezet a kontinuumelméletig. Ebben
az alfejezetben a forditott viszonyt vizsgaljuk. Belatjuk a folyadékegyenletek generi-

c sz

visszakaphatok a homogén testek termodinamikdjanak differencidlegyenletei.
2.8.1. Generikus stabilitas

OAhogy a fejezet elején emlitettiik, a homogén egyensily linedris stabilitésa, az igyne-
vezett generikus stabilitds termodinamikai alapkdvetelmény, legalabbis, ha a méasodik
fotétel nemegyensulyi termodinamikai értelmezése fennall. Egykomponensii, hévezetd,
disszipativ folyadékok esetén részletesen megvizsgaljuk ezt a kérdést.

A relativisztikus jelolésekkel torténé konnyebb Gsszehasonlithat6sdg végett a (2.66)
tomegmérleget, a (2.67) impulzusmérleget és a belsd energia (2.96) mérlegét a kovet-
kez6 formara alakitjuk:

p+ pdivt =0 (2.111)
2+ 2007 + 0;PY = 0. (2.112)
é+edv' + 0,¢' = — PY0,u;. (2.113)

13 firdekes megjegyezni tovabba, hogy a hidrodinamikai modellt Madelung a Schrédinger-egyenlet
megjelenése utan kb. fél évvel publikalta [270, 195] és Janossy Lajos vizsgalta részletesen [138]-
[150].

OFz a fejezet a [305] munkdmon alapul.
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2.8. Homogén és kontinuum

ahol a pont a szubsztancialis derivaltat jeloli és z* = pv’ az impulzusstirtiség. A (2.100)
entrépiamérlegben a termodinamikai erdk és aramok, azaz az energiadram és a hémér-
séklet gradiense, illetve a szimmetrikus, viszkézus fesziiltségtenzor és a sebességgradi-
ens kozott linearis dsszefliggést feltételezve kapjuk a Fourier-torvényt és a Newton-féle
fesziiltségtenzort :

. 1 .
¢ =X 5 = —Ap0'T, (2.114)
P9 — p6 =TIV = —p(d'’ + &0’ — gakvkéij) — OV~ Y. (2.115)

A nemnegativ entrépiaprodukcié akkor teljesiil, ha a A\p Fourier-hévezetési tényezé,
a n nyiré és n, térfogati viszkozitds pozitiv.

A >0, n >0, My > 0. (2.116)

A termodinamikai stabilitast, azaz az entrépia konkavitdsanak strliségekre vonat-
kozé (1.15) feltételrendszerét kifejtve kapjuk, hogy

01 0
%T< , %T>O’
910 u 9109y o100 u 9 1\?
__vrtop g9 _ 929K —_) >o0. 2.11
86T8pT+8pTaeT 0eT O0pT (8pT> =0 (2.117)

Itt felhaszndaltuk az entrépia masodik vegyes parcidlis derivaltjainak egyenléségét

@l__@ﬁ/ . e 112 ;. v s , . e s1pc2
95T = —beT ©8 bevezettitk a A jelolést az entropiastiriiség méasodik derivaltjanak
determinansara.

Egyensuly és linearizalas

Termodinamikai egyensiilyban a szubsztancialis idoderivaltak és a disszipativ aramok
egyarant nullik: ¢' = 0, PY = pd¥/. Ekkor (2.114) és (2.115) kovetkeztében T'(g, p) =
= all. és a sebességmezo is divergenciamentes és gradiensének szimmetrikus része is
nulla, azaz 9;v7 = 0 és d;v7 = 9;v’. Tehat (2.111) alapjan a kémiai potenciél is 4llando,
w(e, p) = all.. A termodinamikai stabilitds (2.117) egyenl6tlenségei pedig biztositjik
az allapotfiiggvények megfelel6 invertalhatésagat, igy e = all. és p = all.. Feltételez-
zilk tovabba, hogy a sebességmezd rotacidmentes, tehat Osszességében véve allandd.
Ekkor az altaldnossig megszoritdsa nélkiil feltételezhetjiik, hogy nulla. Osszességében
az egyensulyi mezdk a kovetkezbek

p(a? t) =p = 4ll., e(z’,t) = e =4ll, vi(x7,t) = 07,
Pl =0, gty =0, T 1) = PU 1) - ple, )i =09, (2.118)

Jelolje a perturbalt mezéket (p, de, 6v?, 8¢, 5T19). A (2.111)(2.113) egyenleteket
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2. Kontinuum-termodinamika

a fenti egyensuly koriil linearizalva

0 = dp+pdiond, (2.119)
0 = de+ (E+p)d;ov’ +0;0¢°, (2.120)

0 = povi + dp + 9;011 = povi + (gfaide + gpafap) + 0;011Y, (2.121)

% i % 1 _ 7 01 % 01 A
0" = dq' = ' =0 - <8T85 +8Taa> (2.122)
0 = OV + n,d500"67 + 1 <8i5vj + vt + 3ak5vk5iﬂ‘) : (2.123)

Feliilvonassal a megfelel6 fiiggvény egyensilyi értékét jeloltiik, pl. p = p(e, p).

Az instabilitdsok vizsgalatdhoz a megoldasokat a kovetkezd forméban keressiik:
5Q = Qpe" " ahol Qq allandé, k valds és I komplex. Mivel az egyenstlyban nyugvé
folyadék sebessége nulla, ezért a szubsztanciélis idéderivalt parcidlis lesz d/dt = 0;.
Ezekkel a feltételekkel a perturbalt egyenletek

0 = Tép+ikpdv®,
0 = TDde+ (e+ p)ikév® +ikdq”,

_ reea, o (0P Op
0 = TIpdv —i—zk(aeée—i—ap

0 = TpovY + ikéII™V,

(5p> + tkSIT*®,

(2.124)

o
Il

I'pév® + ikSII7?,
01 01

= (5q — 1k <8T5 +8T6>

= 0¢’ =0¢",

— OII*" 4 ik (277 + 77,,> ",

= O™ +ikndvY,

= OII"* 4 iknov?,

= OY + ikn,0vY,

= OII** +ikn,dv7,

= STV, (2.125)

o O O o o o o o

Ezek a fenti egyenletek az aldbbi matrixformaba irhatdak:
M%6QP =0, (2.126)

ahol 0Q) a Fourier—-Navier—Stokes-folyadék perturbalt komponens mezéit jeloli a ko-
vetkezé modon:

oQ = (5p> de, 6v”, 6", 611",
SoY, STI™Y, §TIV: Gv7, 6TI%, 6117
11, 6¢%, 6q7).
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2.8. Homogén és kontinuum

A 14x14-es M‘% matrix ekkor

N 0 0 0
0 R 0 O
M = o 0o R ol (2.127)
0 0 0 I
ahol I a 3x3-as egységmatrix, az R és N almatrixok pedig a kovetkezdek :
pl' ik 0
R=|in 1 0], (2.128)
ikn, 0 1
r 0 ikp 0 0
0 r ik(e+p) ik O
N=| ik ik%e Ip 0 ik |, (2.129)
—ikA g —ikASLT 0 1 0
0 0 ikmn 0 1

ahol 77 = 8n/3 + n,, és a felillvonast elhagytuk az egyensilyi mennyiségek foliil.
Exponencialisan névekvo sikhullamokat akkor kapunk, ha I'" és £ megoldasa a

det M = (det N)(det R)* =0 (2.130)

egyenletnek pozitiv valés részii I' esetén.

Az R determinansara vonatkozé egyenlet a pI' + nk? = 0 egyenletet adja, negativ
I' megoldassal.

N determinansa pedig a kévetkez6 diszperzids relaciét eredményezi:

pr+

a1
K (n—\p—=|T?
* (77 p@eT) +

01 Op Op
2( 42,01 op op
+k ( kn)\ae +(e+p)8€+pap>F+

opod 1 JIpadl
I === —-=——]=0. 2.131
T p)\(aea,oT 8p86T> 0 (2.131)

A Routh-Hurwitz kritérium értelmében [160] az aol® 4+ a1I'2 4 asl'+a3 = 0 harmad-
foku polinom gyokeinek valds része pontosan akkor negativ, ha egyiitthatdi pozitivak
és ajag — apaz > 0. Az egyiitthaték pozitivitdsa egyszertien lathatéan a (2.117) és
(2.116) feltételek kovetkezménye, ha figyelembe vessziik a kovetkezd azonossdgokat :

_ 1 p
Oep = — (e +p)T e + nT ey, (2.132)
_ 1 Iz
Onp = = (e +p)T0nr; + 1T, (2.133)
L _ oK
Onp = = ey (2.134)
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2. Kontinuum-termodinamika

Az utolsé feltétel értelmében pedig

a1a2 — apgaz =
01 01
— 6| _ —\p— —
=k [ 77/\86T<?7 )\pé)eT)]—i_

+k‘4{(6 +p)?

o 1 a9 1\?
—— + Al —=
g opT P <8p T)
Az els6 tag lathatéan nem lehet negativ, ha a termodinamikai feltételek teljesiil-
nek. Az utolsé két sor nemnegativitasat legkonnyebben talan tgy lathatjuk, ha észre-

vessziik, hogy a kifejezés (e 4+ p) masodfoki polinomja. A négyzetes tag egytitthatoja
pozitiv, a diszkriminans pedig a kévetkez6 formara egyszertisodik:

+,02

} >0 (2.135)
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Disc = 4np? (—77 + ,0)\86 T

) A<O0 (2.136)
Mivel a diszkriminans negativ, a polinom pozitiv. Ezzel belattuk a Fourier—Navier—
Stokes- folyadék generikus stabilitasat. Megjegyezziik, hogy az el6zéekben vizsgdlt
termodinamikai Korteweg-folyadék szintén generikusan stabil a termodinamikai sta-
bilitds [316]-ban adott feltételeivel.

2.8.2. Kontinuum és homogén

A kontinuum termodinamika egyenleteibdl nem teljesen trividlis homogén testekre vo-
natkozé egyenleteket kapnunk. Ugyanis ha a fenti (2.111)—(2.113) egyenletekben min-
den mennyiséget homogénnek tekintiink, akkor azt kapjuk, hogy a megfelel6 homogén
mezdk id6fiiggetlenek, igy nem lehetnek id6fuggetlen folyamataik [199]. A termodina-
mikai test egy egyszerii modelljét kapjuk, ha egy Osszefiiggd, a térszerli metszeteken
sima hatara térrészt tekintiink, amelynek kiterjedése valtozhat idében és ezt a valto-
zast egyetlen paraméterrel jellemezhetjiik, célszertien az idével. Ilyen a dugattyt és
a henger elsé fejezetben emlitett példaja (1.1 abra). Tekintsiink most ett6l altalano-
sabban a térid6 egy t pillanatdban egy H(t) halmazt. Legyen ezen a halmazon — a
termodinamikai testen — a termosztatikai nyomas és a belsé energia is homogén: d’e =
=0 és O'p = 0. Vizsgaljuk eldszor a test energidjanak valtozasat, és ehhez rendezziik
at a fenti (2.113) belsGenergia-mérleget :

¢+ (e +p)% = — ;g — T yu,. (2.137)

Itt v a fajtérfogat. Ezutdn integréljuk a fenti kifejezést H(t)-re és alkalmazzuk Rey-
nolds transzporttételét (C. fiiggelék):

Vé—i—V(e—i—p)i:cSQ:—?{

¢'dA; — / 19 9;u;dV. (2.138)
BH () H(t)

Itt V =V (¢) a H(t) halmaz térfogata és v = V/M, ahol M a V térfogatrész anyaganak
tomege. A jobb oldalon lathat6 id6tdl fuggd kifejezést jeloltem dQ-val. Tegytik fel,
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2.8. Homogén és kontinuum

hogy a termodinamikai test zart, azaz tomege nem valtozik M = all., és térjunk at
fajlagos bels6 energidra a bels6energia-siirliségrol e = e/v. Ebben az esetben a fenti
kifejezés bal oldala célszeriien atrendezhetd:

. 1 .
Vet Vietp)s =vM= (9) VM (9 +p) Y~ Me+ Mpv=qM,  (2.139)
v dt \v v v
azZaz
6= q—pv, (2.140)

mely pedig nem més, mint az els6 f6tétel (1.19) differencidlegyenlete, klasszikus me-
chanikai teljesitmény taggal, és a ¢ fajlagos hételjesitménnyel, amely (2.138) jobb
oldala alapjan van értelme.

Ezek utdn térjink at a (2.112) impulzusmérleg vizsgalatara. Ennek H (t)-re torténé
integralasa utan kapjuk, hogy

Zt = —7{ PUdA;, (2.141)
H

ahol Z¢ = I} i pv'dV a termodinamikai test teljes impulzusa. Legyen specidlisan a
H(t) termodinamikai test a hengerbe zart gaz az 1.1 dbra szerint, és védlasszunk a
dugattyt mozgasianak iranyaba vett x tengellyel elldtott, a hengerhez képest nyugvd
vonatkoztatasi rendszert. Ebben az esetben az impulzusmérlegnek csak az x iranyu
komponense nem nulla, és az x irdnyt impulzus

M. M2,

Z:ﬂvzﬂv,

(2.142)
mert a gaz M tomege allandé, és a dugattyi elmozdulasanak fele a gaz tomegkozép-
pontjanak elmozduldsa. Itt A jelolte a henger keresztmetszetének nagysagat. Mivel
(2.141) jobb oldaldn a feliiletre integralt erd szerepel, és eré csak a dugattyundl fellé-
p6 nyomadskiilonbség miatt hat a rendszerre, ezért a (2.141) egyszer(i termodinamikai
rendszertinkben vett x komponense:

M2

—v=A(p-— . 2.143

S = A~ ) (2143)
Tehat visszakaptuk a kiterjesztett kozonséges termodinamika (1.33) fajtérfogat valto-
zésra vonatkozo differencidlegyenletét, ahol a tehetetlenségi paraméter v = M?2/(2A42).
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2. Kontinuum-termodinamika

2.9. Relokalizalhaté kontinuumok — hovezetés

2.9.1. Bevezetés — torténeti megjegyzések

OA hévezetés elmélete a nemegyensilyi termodinamika préobaterepe. A parabolikus
Fourier-egyenlet a termodinamikai eredetii fejlédési egyenletek prototipusa. Ennek
okat lattuk a 2.6 fejezetben: az elsérendiien gyengén nemlokélis allapottér, forrasmen-
tes mérlegegyenlet kényszerfeltétellel kikényszeriti az entrépiaprodukcié klasszikus ir-
reverzibilis termodinamikaban megszokott forméajat. Mégis, a Fourier-egyenletnek sza-
mos altalanositasa van, melyek az egyenlet elvi és gyakorlati hidnyossagait hivatottak
kijavitani. Egyik gyakran hangoztatott elvi ok, hogy a Fourier-egyenlet parabolikussa-
ga végtelen jelterjedési sebességet eredményez, ami fizikailag nem megengedett, ezért
mindenképpen valamilyen hiperbolikus elmélet kozelitéseként érdemes ratekinteni. Ez
az érvelés rendkiviil félrevezetd és félreérthetd, kiilondsen, ha a relativitas elméletére
és a fény sebességére mint elvi hatarra is hivatkoznak benne. Egyrészt egy hiperboli-
kus elmélet ugyan véges jelterjedési sebességet jelent, de az akdrmekkora lehet, sokkal
nagyobb is, mint a fénysebesség. Hiperbolikus kontinuumelméletekben a jelterjedési
sebességek az anyagjellemzo6 paraméterektol fiiggenek. Mésrészt parabolikus elméletek
kénnyedén megfogalmazhatdak relativisztikusan, és az ilyen elméletek figyelembe ve-
szik a fény véges terjedési sebességét [162]. Harmadrészt és legféképpen pedig ezek az
elméletek jol meghatdrozhato érvényességgel rendelkeznek, példaul a hémérséklet nem
valtozhat nagyon a kozepes szabad tthossznal kisebb tavolsdgokon. Ez pedig azt jelen-
ti, hogy tl éles kezdeti feltételek esetén valojaban nem jelennek meg a tipikus végtelen
sebességii megoldédsok, az elmélet érvényessége meghatirozza a terjedési sebességiiket.
Példaul ez a sebesség viz esetén kb. 14 m/s. Ugyanez igaz jelek megfigyelhetOségére is:
a Fourier-egyenlet exponencialis megoldasainak megfigyelhetOségi, mérhet6ségi hata-
ra adott sebességgel terjed (fiiggetleniil a miiszerek konkrét érzékenységétél), ez pedig
megint csak anyagfiiggd, és hétkdznapi anyagokra messze van a fénysebességtol. Ez
igaz mind relativisztikusan, mind nemrelativisztikusan [79, 162, 314]. Vagyis mindkét
esetben a parabolikus egyenletek érvényes, és gyakorlati jelent6ségiik mellett elvileg
sem elvethetd elméleteket adnak.

Gyakorlati oldalrél azt fontos megemliteni, hogy a mikro- és nanotechnolégia fej-
16dése sziikségessé teszi a hovezetési jelenségek kis méretekben torténd vizsgalatat,
ezért a hovezetés elmélete intenziv kutatas targya [30, 339]. Tobb kisérlet régota el-
téréseket mutat a Fourier-egyenlettdl [157, 83] és szdmos elméleti fejlemény igyekszik
ezeknek az eltéréseknek a természetét megragadni a kontinuumelmélet segitségével is
[43, 44, 41, 296, 101, 14, 15].

Ezeknek a kutatasoknak a kiindulépontja minden esetben a bels6 energia mérlege:

pée + ;' =0, (2.144)

ahol p a sfirtiség, e a fajlagos belsé energia, és ¢* a belsé energia dramsiiriiségének
konduktiv része, a hédram. A pont a szubsztancidlis idéderivaltat jeloli. Eddig ko-
vetkezetesen jelOltiik alsé és felsé indexekkel a ko- és kontravarians vektorokat és az
azonos indexek Osszegzése is csak ilyen indexpérokra volt megengedett. Azonban a
Fourier-torvény maga eleve sziikségessé teszi egy alapvetoen kovarians térbeli derivalt

OEz a fejezet a [313] munkan alapul.
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egyenlévé tételét egy kontravaridns héaramstriiség vektorral. Az azonositast termé-
szetesen a kozottiik levo ardnyossagi tényezd, a hovezetési egylitthatd tenzor végzi el.
Mivel szamos tovabbi anyagi egyutthato keriil ebben a fejezetben bevezetésre, ezért
a tovabbiakban pongyola, de az olvasasat megkonnyité médon egydntetiien felsé in-
dexszel fogjuk jeldlni a vektorokat és a kovektorokat.

A Fourier-egyenlet fenomenologikus dltaldnositdsaiban a (2.145) konstitutiv egyen-
let médositédik tovabbi tagokkal. A legfontosabb médositasi javaslatok a kévetkezo-
ek:

¢ =— T, (2.145)
i + ¢ = — \O'T, (2.146)
76 4+ gt = — AT + a10Y ) + apdiiqt, (2.147)
T+ ¢ = — NO'T + beO'T, (2.148)
i — AT + apd¥i gt (2.149)

Itt (2.145) a klasszikus Fourier torvény [80], (2.146) a Maxwell-Cattaneo—Vernotte-
egyenlet (MCV) [221, 37, 328|, (2.147) a Guyer—Krumhansl-egyenlet (GK) [110],
(2.148) a Jeffreys-tipusu vagy késleltetéses (lagging) hévezetési egyenlet néven ismert
[151], és (2.149) a hévezetés Green—Naghdi-egyenletére vezet (GN) [100]. A hévezetési
tényezd A, a relaxacios id6 7, ay, as és by pedig tovabbi anyagi paraméterek.

Ezeknek az egyenleteknek az eredete, levezetése és motivaciéja nagyon sokféle. A
kinetikus elmélet tobbféle modon szarmaztatja a Fourier- és az MCV-egyenletet. Pél-
daul a Boltzmann-egyenlet momentum sorfejtése a Fourier-torvényt adja elsé rend-
ben, masodrendben pedig az MCV-egyenletet [154, 234]. A GK-egyenletet el6szor a
Boltzmann-egyenletbdl a fonon-rdcs kélecsénhatasra vonatkozé specialis titkozési in-
tegralokkal vezették le [110, 111].

A fenti egyenleteket szarmaztatd fenomenologikusabb elméletek is nagyon sokfélék
[151, 152, 41]. A Fourier-térvény a nemnegativ entrépiaprodukcié kovetkezménye a
klasszikus irreverzibilis termodinamikaban [104], az MCV-egyenlet megkaphaté ha-
sonlé modon, ha a lokalis egyenstulytol vald eltérést egy bels6 valtozdval jellemezziik
[73]. A héaramsiirtiség konduktiv része pedig egy, a kinetikus elmélet altal jol meg-
alapozott jelolt erre a belsé véltozora [115, 154, 234].

A gyengén nemlokalis kiterjesztések eredete a fenomenologikus elméletekben is kér-
déses. Az elméletek egy része a Guyer—Krumhansl-egyenletet az entropia aramsirii-
ségnek a klasszikus formatodl valé eltérésével hozza kapcsolatba [297, 45, 40]. A (2.148)
késleltetéses (lagging) hévezetési egyenletet reoldgiai analdgia alapjan javasoltak [151],
de az eredeti megfontolasokban még a termodinamikaval val6é viszonya sem vilagos
[41]. GK-egyenletet vezethetiink le kiilonféle egyszeri mechanizmusokkal is, mint pél-
ddul héaramhasitas (heat flow splitting) [284], vagy kétlépéses relaxacié [3, 84]. A
Jeffreys-tipust hévezetés mentes az MCV-egyenlet szimos probléméajatdl (a nemlok-
alis tag miatt) [29]. Green és Naghdi elméletének sajatos a statusa, ugyanis ez egy
specidlis skalaris bels6 valtozon alapul, amelynek az idoderivaltja a hémérséklet, és
az elmélet alkotdi igen szokatlan moédon vizsgaltak a lokalis egyensilytdl vald eltérés
termodinamikai kovetkezményeit [100]. Egy olyan hévezetési elméletet kaptak, amely
nemtrividlis médon tartalmazza a megszokott Fourier-torvényt, és amelynek van nulla
entrépiaprodukciét eredményezo6 alesete, azaz hovezetést josol nulla disszipaciéval.
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A fenti rovid attekintésbdl is lathatd, hogy a Fourier-torvény gyengén nemloké-
lis altaldnositasainak nagyon sokféle motivacidja és levezetése létezik. Legtobbjiiket
akkor tekintjiik fizikai jelenségek érvényes modelljének, ha a mikroszkopikus leveze-
tésiik tiszta képet ad a mddositas hatterérél. Néhany fontos esetben, mint példaul a
Jeffreys-tipusi hévezetési egyenlet esetén, a mésodik f6tétel szerepe nem vildgos. Az
Osszes termodinamikailag kovetkezetes levezetés bevezeti valahogy a lokalis egyensuly-
tol valé eltérést. A nemlokalis kiterjesztések megengedik az entrépiadram klasszikus
formajatol vald eltérést.

A tovabbiakban az el6z6ekben felsorolt konstitutiv egyenleteket vezetjiik le az irre-
verzibilis termodinamika segitségével. Két egyszerti és altalanos feltevésre van ehhez
szlikséglink :

— a lokdlis egyensulytdl vald eltérés jellemzésére, ezt egy vektori belsd valtozéd
segitségével tessziik meg [325, 219, 220],

— az entrépiadram klasszikus formajatol torténd eltérést pedig egy aramszor-
zonak elnevezett, a belsé valtozokhoz hasonlé mennyiséggel fogjuk jellemezni
[249, 297].

Az alabb targyalt linearis kozelitésben mind az dramszorzo, mind a bels6 valtozé kikii-
szobolhetd, és egy altalanos konstitutiv differencialegyenletet vezethetiink le, melynek
(2.145)—(2.149) mind bizonyos specidlis esetei lesznek. Latni fogjuk, hogy a termodina-
mika II. f6tételébdl eredd megszoritasok egyaltalan nem nyilvanvalbak, és csokkentik a
latszolag megjelend fliggetlen egyiitthatok szamat, annak ellenére, hogy reciprocitési
reldciékat nem tételeziink fel.

A csak altalanos feltevéseken alapuld termodinamikai targyaldsnak fontos jellem-
z0je, hogy mindaddig, amig a lokalis egyensilytol vald eltérés jellemzésére vonat-
kozé altalanos feltételeket egy mikro- vagy mezoszkopikus mechanizmus teljesiti, a
kovetkezmények ugyanazok lesznek: ezt tekinthetjilk a nemegyensulyi termodina-
mikai targyalds univerzalitasinak. Ezt a fontos tulajdonsagot két példan mutatjuk
be, melyek &ltaldnos eredményiink specidlis esetének bizonyulnak: egyrészt, ha a
Fourier-torvénytél valé eltérést egy skalarmezo gradiensével jellemezziik, akkor a mo-
dell egyenletei az igynevezett parabolikus kétlépéses modellre redukalédnak. Illetve,
ha a Fourier-torvénytol valo eltérést egy altalanos vektormezdével jellemezziik, akkor
megmutatjuk, hogy ennek a vektormezének egy MCV-egyenletet kell kielégitenie.

2.9.2. Az entrépiaprodukcio

A lokélis egyenstlytél vals eltérés jellemzésére egy, a tovabbiakban &i-vel jelolt vek-
torvaltozot vezetiink be. Vizsgaljunk izotrop anyagokat. Két konstitutiv hipotézist
vezetiink be:

1. Feltételezziik, hogy a nemegyenstlyi entrépia kvadratikusan fiigg a £ belsé val-
tozotol:
2. (2.150)

Itt az m skalar anyagi egyiitthatét néha termodinamikai induktivitasnak neve-

zik [115]. A fenti forma allapotfiiggd m = m(e, &) induktivitdssal a Lagrange-
kozépértéktétellel és az entropia konkavitdsanak a nemegyensulyi allapottéren
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torténd megkovetelésével indokolhaté. Ha &' fizikai értelmezésérdl semmiféle
konkrét informéacionk nincs, akkor a Morse-lemma értelmében a valtozét atska-
lazva m = 1 éltalanosan elérhetd [325]. Az entrépia konkavitdsa miatt m > 0.
Ha m &llandé, akkor a kévetkez6 parcidlis derivaltakat kapjuk:

Os 1 0s

Itt T a hémérséklet. A termodinamikai viszonyokat most is kényelmes a Gibbs-
reldcié segitségével kifejezni:

de = Tds + m&'Tde’. (2.152)

2. A maésodik feltevésiink az entrépiadram-siiriségét altalanositja. Megkoveteljiik,
hogy energiadram nélkiil ne legyen entrépiadram sem egy tisztdn hévezet6 rend-
szerben. Ezért az entrépiadram-siirtiség, amennyiben kétszer folytonosan diffe-
rencialhaté figgvénye a hoaramnak, akkor a Lagrange-féle kozépértéktétel ér-
telmében a kdvetkezé formaba irhato:

J' =B, (2.153)

ahol a BY konstitutiv fiiggvényt dramszorzénak nevezziik. Ezt a feltevést elészor
Nyiri vezette be [249], h&vezetésre torténé alkalmazisa a GK-egyenletre vezet
[297].
A fenti feltételekkel kapjuk az entrépiaprodukciot:
1

ps+ 0 = —Taiqi — pm§’£i + 8i(Bijqj) =

= 0igl <B” _ T(SZJ> + (3JBZJ) q" — pmé&E > 0. (2.154)

2.9.3. Linearis vezetési torvények

Itt, az elsd tagban a konstitutiv fiiggvény a BY &ramszorzé, a méasodik tagban a
konstitutiv fiiggvény ¢*, a harmadik tagban pedig a belsé valtozé idéderivéltja, azaz a
fejlédési egyenlete. Igy izotrop kontinuumokban a legéltaldnosabb linedris kapcsolat
a megfeleld termodinamikai er6k és aramok kozott hét anyagi paramétert vezet be:

q' =10 B — I15¢, (2.155)
mpé' = 1nd BY — 1y’ (2.156)
BY — —01 = k0] + kg’ + ks q" 5. (2.157)

Itt 11, l12, lo1, l2, k1, ko, k3 skaldr dllandé vezetési egyiitthatok, és 8% az egységtenzort
jelols Kronecker-delta. Az entrépiaprodukcié nemnegativitiasa a kovetkez6 egyenlét-
lenségeket adja az anyagi paraméterekre:

11201 12207 klzoa k2207 k3207

1
L=l — 7 (ha + I21)? > 0. (2.158)
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Fontos, hogy a dudlis belsé valtozdékhoz hasonléan itt sem tételeziink fel reciprocitasi
reldcidkat az utolsé két tagban szerepl6 vektori termodinamikai kolesonhatasok kézott
311, 19].

Az aramszorzé kikiiszobolhetd (2.155)—(2.156)-bdl (2.157) segitségével. Tovabba
a belsé valtozdt is kikiiszobolhetjitk (2.155)-bél és (2.156)-bdl is. Ha lo # 0 és
m, 11,12, k1, ko, ks dllandOk, akkor a kovetkez6 differencidlegyenlet rogziti a konsti-
tutiv viszonyokat a hémérséklet és az energiadram-stirtiség kozott.

d i %
= Alail + Agi (a”) + 10" 7 4 a0 gt + bli(aiﬂ'qi) + bzi(aﬂqi). (2.159)
T at\" T dt dt

Ebben az egyenletben a szubsztancidlis idéderivaltat d/d¢-vel jeloltiik és bevezettiik
a

T = @’ )\1 e ll —_ l12l217 )\2 = f,’n/plil7
lo la ly
ar = A (k1 + k3), az = Ak,
by = )\2(]431 + k‘g), by = Aoko (2160)

jeloléseket. Lathatd, hogy (2.159) csak 5 fliggetlen anyagi paramétert tartalmaz. kq
és ks, illetve [19 és lo1 nem jelenik meg kiilon. (2.160) egyik egyiitthatéja sem negativ
(2.158) egyenlétlenségei miatt. A hévezetési tényez6t érdemes kiilon is szemiigyre
venni, mert

l1ls — liolog = 11l — lg + lz2z >0, (2161)

ahol Iy = (l12 +121)/2 és Iy = (l12 — l21)/2 a szimmetrikus és antiszimmetrikus részei
(2.155)—(2.156) egyenletek vezetési matrixdanak. Ennek kévetkezményeképpen ha A\ =
= 0, akkor ebbdl kovetkezik, hogy Ao = 0.

2.9.4. Specialis esetek

A vezetési egylitthatdk értéke szerint specialis esetekként visszakapjuk a bevezetésben
emlitett (2.145)-(2.149) egyenleteket:

1. Fourier. Ha k1 = ko = k3 = 0 és l12 = 0, akkor a (2.155)—(2.157) egyenletekbél
kozvetleniil megkapjuk a Fourier-torvényt a kdvetkezé formaban:

. 1 ‘
¢ =N0'5 = -NT, (2.162)

ahol A = \1/T? = [1/T? a Fourier-féle h6vezetési egyiitthaté. Ez a fajta kikii-
szObolés nem latszik (2.159)-bél, mert (2.160) és (2.158) miatt 7 = 0, Ay = 0,
a1 = az = 0, by = by = 0 nem lehetséges.

2. Maxwell-Cattaneo—Vernotte. Gyakran megemlitik, hogy a kiterjesztett irreverzi-
bilis termodinamikét [154] tulajdonképpen a héaramstiriiségnek, mint specidlis
vektori belsé valtozénak a valasztésaval kapjuk. & = ¢' [219, 255]. Azonban
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esetiinkben a kiterjesztett termodinamika fejlédési egyenletei a fenti dltalanos
egyenlet aleseteként adédnak, valoban, (2.159) mutatja, hogy A2 = 0, a1 = ag =
= 0ésb; = by = 0a (2.146) egyenlethez vezet. Tehét [1=0, ezért valoban, a bels
valtozé ardnyos a hédramstirtiséggel (2.155) szerint. Ezenkiviil \; = 2/l pozi-
tiv, (2.158) utolsé egyenlétlensége alapjan. Az MCV-egyenletet akkor kapjuk,
ha a hévezetést egy Casimir tipusi kereszteffektus dominélja.

. Jeffreys-tipust. Ha a1 = ao = 0 és by = by = 0, akkor a Jeffreys-tipusi egyenlet
termodinamikai valtozatat kapjuk a kovetkez6 forméaban:

d d /.1
= =\ 0 i), 2.1
Tdtq +q" = M0"= +/\2dt <8 T) (2.163)

l1 # 0-b6l Ay # 0 kdvetkezik, és az MCV-egyenlet kiegésziilt egy Jeffreys-tipusi
egyenletté. Az egyenlet alapvetfen nemlinearis természete nem kiiszobolhetd ki
homérsékletfiiggd egylitthatok feltételezésével, mint azt a Fourier-torvény esetén
megszokhattuk.

. Guyer-Krumhansl. Ha Ao = 0, by = by = 0 és A\ = A\T?, akkor kapjuk a GK-
egyenletet (2.147). A GK-egyenlet is Casimir-csatoldst igényel (2.155)—(2.156)-
ban.

. Altaldnos Green-Naghdi-tipus. Egy GN-tipust egyenletet kapunk, ha ly = 0. Eb-
ben az esetben a Casimir-tipusi reciprocitas (2.158) utolsé egyenlétlenségének
kovekezménye, és azt kapjuk, hogy

d ; d (1
T&q = MO — +)\2dt <8 T)—I—

109 + 4309 +b1d Gall )+bgd—(8” ¢'). (2.164)

Itt a jelolések hasonléak (2.159) jeloléseihez, de méasfajta kombinaciéi a termo-
dinamikai paramétereknek, mint (2.160)-ban.

. Green—Naghdi-tipus. Az egyszerii GN-tipusu egyenlet az lo = 0, I = 0 és
Casimir-tipust reciprocitas | = ljo = —l91 feltételezésével addodik. Ekkor azt
kapjuk, hogy
d 2 l
T&q = )\18 + @109 ¢ 4 4,077 ¢ (2.165)
A GN-tipusi egyenlet lehet nemdisszipativ (nulla entrépiaprodukciéval), ha az
entrépia aramstiriség klasszikus, azzaz k; = ko = ks = 0.

Megjegyezziik, hogy a A; hévezetési egytitthato a I1. f6tétel miatt sosem lesz negativ.

2.9.5. Makroszkopikus univerzalitas

A (2.159) éltalanos hévezetési egyenletre kiilonboz6 fizikai mechanizmusok vezethet-
nek. Ebben a részben arra mutatunk két példat, hogy milyen specidlis mechnaniz-
musok eredményezhetnek eltérést az entropiadram klasszikus formdjatol. Csak a GK-
egyenlet egy leegyszeriisitett formajat vizsgaljuk, amikor a A9 = 0 és by = by = 0
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feltételeken felill még k; = ko = 0 is fenndll. Ebben az esetben (2.159) a koévetkezd
egyenletre egyszeriisodik:

¢ + ¢ = \0'B, (2.166)

ahol B = BY/3 =1/T + k30¥¢*, 7 = mp/lz és \ = 2/l5.

Hoéaramok

Elsé példankban tegyiik fel, hogy a Fourier-egyenlettdl vald eltérést a ¢¢ vektormezével
jellemezzik a kovetkezd moédon:

Q' =q' + \s0'T, (2.167)

ahol \g alland6. Behelyettesitve ¢'-t az egyszerfisitett (2.167) GK-egyenletbe, a ko-
vetkez6 feltételt kapjuk az ismeretlen vektormezore:

. ‘ 1 ..
7¢" + 4" = (M — ASTQWT + (TAs — AMk3pc)d'T. (2.168)

Itt alkalmaztuk a (2.144) egyenletet, és az e = ¢T" allapotegyenletet dllandé ¢ fajhével.
Ezért a k3 = TAg/(Mipc) feltétellel a ¢* vektormezd kielégit egy MCV-egyenletet
a A = As — A\ /T? Fourier-féle hévezetési egyiitthatéval. Vagyis értelmezhetjiik a
targyalt esetet Gigy, hogy a ¢’ teljes héaramstirtiséget két részre bontottuk: ¢* — §* egy
Fourier-térvénynek, és ¢* pedig egy MCV-egyenletnek tesz eleget, azaz a hévezetés
két csatornan zajlik [284].

Két homeérséklet

Egy masfajta jellemzését adhatjuk a Fourier-torvénytdl valé eltérésnek egy Th skalar-
mezovel:

BOTy := ¢ + \pd'T, (2.169)

ahol A7 és 8 allandé egyiitthatok. Behelyettesitve qi-t az egyszertisitett (2.166) egyen-
letbe a kovetkezo feltétel adodik:

O |B(rTy+ T, — T)} = [\ + (A — B)T?] a@% + (TAr — Mkspe)d' T, (2.170)

Ezért k3 = 7A7/(A1pc), A1 = (B — Ar)T? valasztassal a Ty skalarmezének ki kell elé-
gitenie egy hévezetési egyenletet. Latszélag kéthomérsékletli rendszerrel van dolgunk,
amelyek kozott hétranszport jon létre. Ez jol ismert mechanizmusa a hévezetésnek
olyan anyagokban, ahol az egyik komponens termikusan gerjeszthetd, fliggetleniil a
masiktél, példaul fémekben, ahol az elektronhémérséklet eltérhet a racshémérséklettol
[3, 84].

A fenti két példa mutatja, hogy a tisztdn makroszkopikus alapelvekre épiilé meg-
fontolasok esetén szamithatunk egyfajta univerzalitdsra: a konkrét mechanizmustél
fliggeteleniil a hovezetési egyenlet végso soron ugyanaz lesz.
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2.9.6. Megoldasok

Ebben a szakaszban a fenti egyenletek egyetlen helykoordinatatol fliggd, egyszerti for-
majat fogjuk megoldani. Merev hévezetékben a szubsztancidlis idéderivalt megegyezik
a 0y parcialis idoderivalttal a vezetéhoz rogzitett vonatkoztatdsi rendszerben, és fel-
cserélhetd a 0, térbeli derivalttal. Alland6 fajhd esetén (e = ¢T') kikiiszobolhetjiik a
héaramot a (2.159) egyenletbdl, és azt kapjuk, hogy

1 1
7—8ttT + 8tT’ — _)\lasz - )\28:1:%? + )\lkammtT + )\Zka:mcttTa (2171)

ahol k = k1 + ko + k3. Lathato, hogy a reciprok hémérséklet miatt az egyenlet nem-
linearis és a Jeffreys-tipust és a GK-tipust egyenletek nem egyeznek meg. Ebben
az egyenletben a fenti (2.155)—(2.157) konstitutiv egyenlet egyiitthatéit tekintettiik
allandonak, ahogy az természetes is egy termodinamikai elméletben. Megfigyelhet-
jik, hogy ebben az esetben a Fourier-féle hévezetési egyiitthatdé homérsékletfiiggs:
/\F = ,OC)\l/T2 7& all..

A kovetkezékben a (2.171) egyenlet néhany jellegzetes megolddsat mutatjuk be
ugrasos peremfeltétel mellett. Tegyiik fel, hogy egy L hossziisagi rad kezdetben
T(0,z) = T; hémérsékletii, és 0;7(0,x) = 0. A rud tavolabbi végét a kezdeti ho-
mérsékleten tartjuk, tehat T'(¢, L) = T;. A radnak a koordinatarendszer origdjdban
levd vége a kezdeti hémérsékletrdl rovid idén beliil exponencidlisan egy magasabb T
hémérsékletre valtozik a kévetkez6 fiiggvény szerint T'(t,0) = Tj+(Ty—T;)(1—e /)2
ahol ¢, allandé, a valtozéds karakterisztikus ideje.

A rid hossza legyen egy méter, (L = 1m) a kezdeti és peremfeltételek paramé-
terei pedig T; = 273K, Ty = 274K, t, = 2s. A 2.1. dbra mutatja Fourier-egyenlet
megoldasat, ahol az anyagi egyiitthatok A = 0.01Ti2 m? /s és az egyéb paraméterek,
azaz Mg, k és 7 nullik. A Fourier-egyiitthatéval valé konnyebb Gsszevethetéség miatt
adtam meg a kezdeti hdmérséklet fliggvényében a hévezetési egyiitthatot. A vizsgélt
idétartam alatt bedll a T'(x) = T; + Ty /L linearis staciondrius megoldas.

A 2.2, dbran a Maxwell-Cattaneo—Vernotte-egyenlet megoldasa lathaté, ahol 7 =
= 5s, A\ = 0.01T? m?/s és Ao, k nulldk. Megfigyelhetjiik a véges terjedési sebességet,
a fodrok csillapoddsat és a visszavert jelet /impulzust. A 2.3. és a 2.4. 4brdk olyan meg-
oldast mutatnak, ahol 7 és A1 ugyanazok, mint a 2.2 abra megoldasa esetén voltak,
de Ao = 0.001Ti2 m? a Jeffreys-tipusi és k = 0.1Ti_23 a Guyer-Krumhansl-egyenlet
esetén. Mindkét esetben a stacionarius megoldashoz tartis gyorsabb, mint a 2.2. ab-
ran volt. A 2.5. dbran egy olyan megoldas lathaté, ahol a (2.171) egyenletben szerepld
egyik egyiitthatdé sem nulla. Itt a paraméterek 7 = 5s, \; = O.OlTi2 m?/s, Ay =
= 0.01T? m?, k = 0.1Ti_23. Ebben az esetben az egyenlet megoldasa szinte megkii-
lonbozhetetlen a Fourier-esettol.

A nem disszipativ GN-tipust egyenlet megoldasat a 2.6. abran mutatjuk, ugyan-
azokkal az egytitthatdkkal, mint az MCV-egyenletet 7 = 55 A\ = 0.01Ti2 m?/s. A 2.7.
és 2.8. abrakon lathatd, hogy a Jeffreys-, vagy a Guyer—-Krumhansl-disszipacié nem
csillapitja a visszavert hullamot. Ekkor a paraméterek 7 = 5s, A\; = O.OlTi2 m?/s, és
Ao = 0.001T2 m? a 2.7., és k = 0.1T, ?s a 2.8. dbra esetén. Végiil a 2.9. dbra azt mu-
tatja, hogy a tovabbi csillapitasi tagok hatdsa més, az dltalanos GN-egyenletre, vagy a
GK-Jeffreys-tipusi egyenletekre. A 7 = 5s, A\; = 0.0172 m?/s, Ay = 0.017? m?, k =
= 0.1Ti_23 értékekkel a csillapitas kvalitativan kiilonb6z6, ezt hosszabb idéintervallu-
mon mutatom.
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2.1. 4bra. Fourier-egyenlet, 7 = 0s, Ay = 0.0177? m?/s.

2.2. dbra. MCV-egyenlet, 7 = 5s, Ay = 0.0177? m?/s.
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2.3. dbra. Jeffreys-tipust egyenlet, 7 = 5s, A\ = 0.01TZ~2 m?2/s, Ao = 0.00ITE m2.

2.4. abra. Guyer—-Krumhansl-egyenlet, 7 = 5s, A\ = O.OlTi2 m?/s, k = 0.1TZ-_25.

69



2. Kontinuum-termodinamika

2.5. abra. Jeffreys—Guyer—-Krumhansl-egyenlet, 7 = 5s, A\ = 0.01Ti2 m?/s, \g =
= 0.0172 m?, k = 0.1T; %s.

2.6. abra. Nemdisszipativ Green—Naghdi-tipusi egyenlet 7 = 5s, A} = O.OlTi2 m?/s.
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2.9. abra. Green—Naghdi-tipust egyenlet Jeffreys- és GK-csillapitassal 7 = 5s, Ay =
= 0.01T? m?/s, Ao = 0.01T? m?, k = 0.17; ?s.
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2.10. Rugalmassag és reolégia

OA szilard testek mechanikéja mér valédi kihivast jelent az objektivitds irdnyabol.
ElsOdlegesen a véges deformécioés elmélet kinematikaja az, ahol a Noll-féle defini-
cié elégtelennek tiinik. Ezzel a kérdéssel kiterjedten foglalkoztunk az utobbi években
(lasd a [5, 11] kotetekben talalhaté tanulményokat), legutébbi eredményiink szerint
az egész kérdést fogalmilag tjra kell alapozni, ugyanis a referencia-konfiguraci6, mint
az anyagi sokasag reprezentansa, illetve az anyagi sokasag, a véges deformaciés kine-
matika alapkove fizikailag helytelen és raadasul felesleges objektum, mert az objektiv
targyalds az anyagi sokasdgra torténd visszahizéas nélkiil, téridén megtehetd [89, 90].
Ennek a kinematikai eredménynek termodinamikai elméletbe torténd beiiltetése és
kisérleti alatdmasztiasa még folyamatban van. Az aldbbiakban csak kis deformécids
rugalmassagtannal és reoldgiaval foglalkozom. A reolégiai hatdsok modellezésére egy
méasodrendili tenzor dinamikai valtozét vezetek be.

Ebben a fejezetben csak elsérendiien gyengén nemlokalis konstitutiv allapotteret
vezetiink be, ezért a 2.4 és 2.6 fejezetek alapjan elegendd a klasszikus irreverzibi-
lis termodinamika modszereit alkalmazni. A Liu-eljaras segitségével igazolhatnank,
hogy az entrépiadram-siirtiség a klasszikus (2.180) formdjui, de ez a mddszer egyéb
tekintetben ugyanerre az eredményre vezetne, csak bonyolultabb moédon.

A kinematikai alapvaltozét, az € kis deforméciot, példaul a HY mozgasgradiens
(hagyoméanyosan deforméciégradiens, lasd A fiiggelék) szimmetrikus részébél kaphat-
juk
1

ij _
e = =
2

(HY + H%) — 5%, (2.172)
A mozgésgradiens vegyes tenzor, rdadasul egyik indexe a referenciakonfiguracién
(anyagi sokasdgon) végzett derivalasbdl szarmazik, mint ahogy az A fiiggelékben el-
lendrizhet. Azaz a fenti kifejezés csak a térbeli vektorok és kovektorok megfeleld
azonositasaval lehet érvényes. Ennek jelolése ebben a fejezetben is az el6z6 fejezet-
hez hasonléan rontand az olvashatdsagot, ezért itt is eltériink a koévetkezetes térido-
jelolésektdl. A kis deformécié a mozgasgradienshez hasonlé fizikai mennyiség, anyagi
derivéltja a szubsztancidlis derivalt, ahogy azt az A fiiggelékben részletesen megmutat-
tuk (A.66). (A.21) linearizalasaval kapjuk a kis deformécié és a sebességmez6 kozotti
Osszefiiggést :

g9 = %@w + 07"). (2.173)

Az (2.66), (2.67) és (2.96) tomeg-, lendiilet- és belsGenergia-mérlegek valtozatlanok,
de érdemes egyontetiien szubsztancialis derivaltakkal felirni Oket,

p+ pdv' = 0, (2.174)
p' + &7 PY = 0, (2.175)
pe+diqt = — PUgh, (2.176)

Ezek utan az entrépiaprodukcié kiszamitasahoz feltételezziik, hogy a fajlagos entré-
pia a deformécié fliggvénye, de ezen kiviil bevezetiink egy tenzori dinamikai szabadsagi

OEz a fejezet a [309, 303] munkékon alapul.
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fokot is, amelyet £¥-vel jeloliink (ennek pontos tenzori karaktere nem rogzitett). Fel-
tételezziik tovabbd, hogy a fajlagos entrépia ezeknek a valtozdknak a fiiggvénye, és
£9-ben kvadratikus:
PR . gij gij

s(e,e”,£Y) = se(e,e) — 5 (2.177)
A bels6 valtozé a termodinamikai egyensulytél valo eltérést jellemzi, a kvadratikus for-
ma megdérzi az entrépia konkavitasat a kiterjesztett allapottéren. Vegyiik észre, hogy
nem az entrépia Taylor-soranak els6 tagjarol van szé ebben az esetben, a fenti kvad-
ratikus tag egyiitthatdja egy. Ez a Morse-lemma miatt egyrészt mindig megtehetd,
nem jelent megszoritast [323], illetve a véltozdt a tovabbiakban ki fogjuk kiisz6bolni, a
fejlodési egyenletekben kozvetleniil nem fog megjelenni. Ha valamilyen konkrét fizikai
jelentéssel ruhaznéank fel a fenti valtozét, akkor természetesen nem lehetne egy a fenti
egyutthatd, de ekkor is kikiiszobolnénk, az egytitthatéval egyiitt, mint tettiik azt az
el6z6 fejezetben, a hévezetés esetén bevezetett vektorvaltozoval.

Az entrépia parcialis derivaltjai

os 1 Os P Os ii
— == — = — — = =&Y, 2.178
de T’ 9 pT’ ¢ ¢ ( )
Itt PV =T 0.i; 8, rugalmas nyomés. A Gibbs-relacié felirdséval is megadhatjuk
ugyanezt:
Py L
de = T'ds — ——de" + T¢9deY. (2.179)
p

Ezek utan az entropia mérlegében az entréopiaprodukcié megkaphaté, ha az entré-
piadramsiiriiség

i qi
J= 7 (2.180)
Ugyanis
. s py 0 i 11 o 0
ps+ 0 J" = % + 72 gYv — p€¥ Y +81? = q’@if —7 (P” — Pf?) g — p& &Y
(2.181)
o

Itt €Y a belsé valtoz6 objektiv idSderivaltjat jeloli. Ez természetes médon jele-
nik meg az entrépiaprodukcidoban a fajlagos skalar entropiafiiggvény szubsztancidlis
derivaltjan keresztiil (ldsd A fiiggelék, illetve [304]) . Mivel a bels§ valtozé tenzori
karaktere elvileg tobbféle is lehet (kotenzor, vegyes tenzor) ezért ez a derivalt is tobb-
féle formaju lehet (lasd A fiiggelék). Ebben a kifejezésben a konstitutiv fliggvények
a ¢' héaramsiiriiség, P¥ nyoméas és a dinamikai valtozé fejlédési egyenlete. Ennek
megfeleléen a termodinamikai erdk és aramok:

Termikus Mechanikai Reologiai
Erd 0% gl —¢& (2.182)
Aram q —(PY — P)]T p &Y
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Vegyiik észre, hogy a homogén esetben is hasonl6 termodinamikai ercket és aramo-
kat kaptunk (14sd (1.60)). Itt is bevezethetjiik a viszkézus nyomadst a

Pii = pii _ pii (2.183)

definici6val, a folyadékokhoz hasonlé médon (2.88). Idedlis mechanikai kontinuumra
a rugalmas nyomads megegyezik a teljes nyomassal. Idealis linedrisan rugalmas konti-
nuumban a nyomas aranyos a deformacioval, azaz

P = 20" 4 \ePF§ (2.184)

ahol p és A a Lamé-egyiitthatok. A termodinamikai erck és aramok koézotti lined-
ris kapcsolatok izotrop esetben kereszteffektust eredményeznek a mésodrendii tenzori
erék kozott. A hovezetés ettdl fiiggetlen marad, vezetési egyenlete most is a (2.145)
Fourier-torvény, mert az izotropia miatt nem léphet fel csatolds a kiilonbo6zé tenzori
rendil mennyiségek kozott. Tekintsink most izoterm folyamatokat, hogy a mechanikai-
relologiai részt tisztan elemezhessiik. Ekkor, izotrop esetben a két tenzornak a devia-
torikus (szimmetrikus nyom nélkiili) és gémbi része (nyoma) egyméastdl fiiggetleniil
csatolodik, az izotrop fiiggvényekre vonatkozé reprezentécios tételek szerint [331, 332],
hiszen az entréopiaprodukcié maga is izotrop fiiggvénye valtozdinak:

P = 1T — 1,7, (2.185)
%

p EFE= 151 FF — 1Rk, (2.186)

Pl = fy Tel) — oy, Tel), (2.187)
0

p £ = fogq 2800) _ oo £8iD), (2.188)

Egy maésodrendii tenzor szimmetrikus nyom nélkiili részét jeloltiik az indexek zaro-
jelezésével AY) = (AW + AJ%)/2 — AFk§Y /3. Az egyiitthatkra fennallnak az alabbi
egyenlGtlenségek:

l1 >0, Iy >0, lily — ly2l21 > 0,
ki >0, ko > 0, kiko — k19ko1 > 0. (2.189)

Lathatoan itt sem tételeztiink fel szimmetridt a kereszteffektusok egyttthatdira vo-
natkozéan, hasonléan a dudlis belsd valtozdk esetén elmondottakhoz. A fenti egyen-
letekbdl kikiiszobolhetjiik a belsé valtozdt, és kozvetlen Osszefiiggéseket kaphatunk a
nyomds és a kis deformacié kozott. Ezt legegyszeriibb megtenni akkor, ha l1o # 0 és
lo # 0. A fenti egyenletekbdl ekkor azt kapjuk, hogy

0
—79 PF —PRF — 708 4 3K eRF 4 3KER (2.190)
o
—7 P Pl — 7,200 opeli) 4 oGelt) (2.191)
ahol az egytitthatok:
l 1
70 lﬁa Tdo = PTl*la 3K, = T[T(llb — l12l21) + p)\], 3K =\, (2.192)
2 2 2
1% k1 1
T=—, T19=pT—, 2n = —[T'(ki1ke — k12k21) + p2u], G = pu. (2.193)
ko ko ko
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A negativ eljellel a nyomasok el6tt ahhoz a tradicibhoz igazodunk, hogy ezeket az
egyenleteket tobbnyire a fesziiltségekre, azaz negativ nyomasra szokas rendezni.

Poynting—Thomson-, vagy standard reolégiai modellnek nevezziik a (2.191) egyen-
lettel leirhaté kontinuumot, ha az objektiv idéderivalt a szubsztancialis derivalt, és
74 = 0. Tehetetlenségi Poynting—Thomson-modellnek nevezziik, ha 7, # 0. Tér-
fogati Poynting—Thomson-, vagy térfogati standard reoldégiai modellnek nevezziik
a (2.190) egyenlettel leirhaté kontinuumot, amennyiben 749 = 0. Tehetetlenségi tér-
fogati Poynting—Thomson- modellnek nevezziik, ha 749 # 0. A tehetetlenségi tagot
reologiai egyenletekhez termodinamikai megfontoladsok alapjan eldszér Verhas java-
solta ebben a formaban [323].

A fenti egyenletekkel modellezhetd reoldgiai hatasokat az elmilt években szamos
munkaban elemeztiik, mind kisérleti adatokkal torténé Gsszevetés, mind gyakorlati,
els6sorban kézetmechanikai alkalmazasok szempontjabol.

1. Az objektiv iddéderivdlt lehetséges formait a stacionarius egyszerii nyirds esetén

tenzor jellegli belsé valtozoval vizsgaltuk [304, 302]-ben. A mésodik viszkometri-
kus fiiggvényre ez a modellvalasztas nullat adott, ami jobban 6sszhangban van a
kisérletekkel, mint az egyébként jonak tartott Maxwell-modell, vagy az egyiitt-
forgd derivaltas Jeffreys-modell [24, 175]. Megjegyezziik, hogy a hagyomanyos
reologiai modellekben a kiilonféle objektiv derivaltakat teljesen szabadon, min-
denféle elvi megfontolds (és termodinamikai hattér) nélkiil szoktak haszndlni.

2. A standard Poynting—Thomson-modell altalanositasat jelentd tehetetlenségi tag
szerepét célzottan vizsgalta, megoldasokat és kisérleti Osszevetést adott [283].
Fzek a vizsgalatok a tehetetlenségi tag jelenlétére utalnak. Ezen kiviil Matsuki,
Takeuchi illetve Lin és tarsai in situ kézetfesziiltség meghatarozasara szolga-
16 kézetreoldgiai kisérleteikben szintén csak tehetetlenségi Poynting—Thomson-
modellel tudtak megfelel6 egyezést elérni a kisérleti adatokkal, egyszeriibb, ha-
rom paraméteres modellekkel nem [211, 212, 181].

3. A fenti modell felallitasandl nem tételeztiink fel sem szimmetriat, sem antiszim-
metridt a vezetési egyenletekben, ellentétben [323]-al. Az &ltaldnos alakd veze-
tési tenzor vizsgdlataval belattuk, hogy a modell egytitthatéinak eldjel viszonyai
alapjan eldonthetd, hogy a szimmetrikus, vagy az antiszimmetrikus tag a domi-
nans (ezt neveztiik tul- illetve alulcsillapitott esetnek). Belattuk tovabbd, hogy
a szokott elemkombindciés médon eldallitott reoldgiai testek esetén a Verhas-
elem nélkiil nem fedhetd le termodinamikailag lehetséges differencidlegyenlet-
paraméterek tere [6, 310, 86]. Az el6z6 pontban emlitett in situ kézetfesziiltség
meghatarozasara szolgald kisérleti vizsgalatokban a harom paraméteres model-
lek elégtelensége azt jelenti, hogy énmagaban sem szimmetrikus, sem antiszim-
metrikus csatolds nem elegendd kézet reoldgiai viselkedésének modellezésére.

4. Térfogati Poynting-Thomson standard testek lehetoségét a kézetmechanikdban
Dobroéka vetette fel [57], t6le fiiggetlentl és jéval kés6bb pedig Cristescu [52].
A csatolt térfogati és deviatorikus tehetetlenségi Poynting—Thomson-modellek
egyenleteinek megoldasat Szarka, Asszonyi és Filop adta meg [283]. A térfogati
reologia lehetséges szerepét a hagyomanyos mechanikai paraméterek, a Young-
modulus és a kiilonosen a Poisson-tényez6 mérésében [28] targyalja. A kisérleti
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adatokkal torténé osszevetés, a képlékenység egyidejii figyelembe vételével [9]-
ban talalhaté. Ebben Docamid 6G-H-val végzett laboratériumi kisérletek esetén
egyértelmiien kimutathatok a térfogati reolégiai hatasok.

. Ezeket a reoldgiai modelleket gyakorlati problémaékra is alkalmaztuk. Az alag-
utnyitas kérdését a deviatorikus standard modell megolddsédval téargyalja [319].
Ennek jelentds altalanositasat adja meg, tetszéleges (!) deviatorikus és térfoga-
ti reolégiai modellre megoldva az alagitnyitdsi problémat Filop és Béda [88],
Asszonyi, Szarka és Béda pedig a Poynting-Thomson modellek eseteit elemzi
részletesen [10].
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

La pensée n’est qu’un éclair au milieu d’une longue nuit.
Mais c’est cet éclair qui est tout."

Henri Poincaré

3.1. Bevezetés — torténeti megjegyzések a hidrodinamikarol

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy kontinuum- és homogén elméletek hogyan egé-
szitik ki egymast. Szamos kontinuumelmélethez — ahol a kézhiedelem a lokalis egyen-
stuly sériilését vélelmezi, vagy akar a gyengén nemlokdlis elméletekhez is — 1étezik és
hasznos lehet megkonstrualni a hozza tartozé homogén termodinamikat, a Gibbs-
relaciéval mint alaposszefiiggéssel. Azt is lattuk, hogy a Gibbs-relacié a hagyomanyos
és kényelmes megfogalmazasa annak, hogy az entropia milyen valtozok fiiggvénye. Bi-
zonyos értelemben ez mindig a legnehezebb kérdés a termodinamikai modellezésben:
az alapéllapotér kivalasztésa és a kinematikai tulajdonsdgok rogzitése. A specialis
relativisztikus folyadékok jé példat mutatnak arra, hogy pusztdn homogén rendsze-
rek vizsgalataval az alapvet6é kinematikai tulajdonsidgokat is nagyon nehéz tisztézni.
Harmadrészt pedig lattuk, hogy a masodik f&tétel miatt a homogén egyensiily aszimp-
totikusan stabil, és ez a tulajdonsag az, amely érthetévé teszi a termodinamikat. Latni
fogjuk, hogy a relativisztikus folyadékoknal pedig kulcsszerepe van a helyes elmélet
kivalasztasaban.

A relativisztikus gdz és folyadék termodinamikai testek homogén relativisztikus
kinematikajanak tisztédzasa, azaz a valtozok kivalasztéasa elvileg mar 1907-ben meg-
tortént, amikor Planck és Einstein a relativisztikus elektrodinamika és mechanika
utan a harmadik klasszikus elméletnek, a termodinamikénak is megadtidk a rela-
tivisztikus megfogalmazasat [69, 260]. Legfontosabb megéllapitasuk szerint a moz-
g6 testek kozott energia-impulzus-csere zajlik és nem energia- vagy impulzuscse-
re: relativisztikusan energia vagy impulzus kilon-kiilon csak vonatkoztatasirendszer-
fiiggden 1étezik. A relativisztikus elméletekben természetes kévetelmény a kovariancia,
a vonatkoztatdsirendszer-fiiggetlenség. Ez lényegében a nemrelativisztikus objektivi-
tas megfelelGje. Ezért Planck és Einstein az energiaimpulzus-vektort vezette be a kiter-
jedt termodinamikai test allapothatarozdjaként, és ennek megfeleléen modositottak
a Gibbs-relaciét.? Ebben az id6ben azonban a kontinuumelmélet (is) meglehetésen
fejletlen volt. Ugyan Jaumann nyomén ekkortdjt keriilt az alapveté mérlegek kozé az

1 A gondolat csupén villdm a hosszantarté éjszakéban. De a villim a minden.

2 A termodinamika mindkett&jitk szdmara fontos volt: remény és minta a fizika egységes meg-
alapozésa felé [159].
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entrépia és az energia [137], de munkéssdga a kontinuummechanikan kiviil gyakor-
latilag ismeretlen maradt.® Az entrépiamérleget a masodik fStétellel, mint az anyag-
torvények szarmaztatasanak modszerét Carl Eckart talalta ki, rdadasul egy csapasra
relativisztikusan is és a kontinuummechanikét is beleértve [64, 65, 66, 67]. Eckart
egységes szarmaztatasat adta a Fick-, Fourier-, Navier—Stokes-féle anyagtorvények-
nek, és ezzel lényegében megalapozta a nemegyensulyi termodinamikat, mint tisztan
makroszkopikus elméletet.

Relativisztikus folyadékokra vonatkozé elméletében Eckart két korlatozo felte-
vést haszndlt. Egyrészt a belsGenergia-siirtiségnek az energiaimpulzus-siirliség ten-
zor 1d6-id6-szerti részét tekintette (ez tulajdonképpen ellentmond a Planck-Einstein-
felfogdsnak), mésrészt pedig a folyadék sebességmez6jét a nemrelativisztikus gyakor-
latnak megfelelen a részecskeszam-siirtiséghez kototte. Ez utébbi problematikus vol-
tat Landau és Lifsic ismerte fel, megallapitva, hogy a sebességmezd valasztas kérdése
is lehet, és egykomponensi folyadékok esetén is valaszthatunk masképp, példaul az
energiat is tekinthetjiik a sebességmez6t meghatarozé fizikai mennyiségnek [169]. Je-
lenleg azt gondoljuk (nemrelativisztikusan is), hogy a sebességmezé valamilyen anyagi
mennyiség dramlasat jellemzi — a részecskékét Eckart-dramlas esetén és az energiaét
Landau—Lifsic-aramlas esetén — és a kiilonféle aramlasokat szabadon valaszthatjuk,
atszamolhatjuk egymaésba. Ezt a szabadsagot a kinetikus elmélet messzemenden ki-
hasznélja (pl. a momentum-sorfejtés technikéi).

Eckart elméletét késébb két szempontbdl kritizaltdk. Egyrészt, a Fourier—Navier—
Stokes-egyenletek relativisztikus altalanositasaként parabolikus differencidlegyenlet-
rendszerre vezet, elvileg végtelen jelterjedési sebességgel. Ez az érv eredetileg a ho-
vezetés nemrelativisztikus elméletére vonatkozott elsésorban [227], de késébb a re-
lativisztikus elmélet megvéltoztatasahoz is f6 motivacioként szolgalt [230]. Az els6
ilyen elképzelést, mely az egyenletek kiegészitésével megjavitotta ezt a hianyossigot,
Miiller-Israel-Stewart-elméletnek, illetve Israel-Stewart-elméletnek nevezik (a tovab-
biakban MIS) [131, 132]. Miiller 6tlete, illetve els6 javaslata alapjan Israel és Stewart
egybdl kidolgoztak a folyadékelmélet kinetikus gazelméleti hatterét és egyszeri ga-
zokra kiszdmoltdk a mdasodrendii egyutthatéit is [133, 134, 280]. Ezt erdsitette az
Eckart-elmélet generikus instabilitdsanak, a homogén egyensilyi megoldas kis pertur-
béacidkkal szemben fellépé instabilitdsdnak felismerése [183], majd bizonyitésa tetsz6-
leges dramlés esetén [122, 120]. Kés6bb Hiscock és Lindblom bizonyitottdk az Israel—
Stewart-elmélet generikus stabilitdsat is [121, 123, 124], de csak Eckart-dramlas (ré-
szecskeszamhoz rogzitett sebesség) esetén. A generikus stabilitas bonyolult feltételeket
kovetel meg az allapotegyenletre és az egyensulytol valo eltérést jellemz6 tigynevezett
MIS-egytutthatékra egyarant.

A folyadékelméletek kauzalitdsat szigorian véve, azaz matematikailag is pontosan
csak akkor allithatjuk, ha az elmélet differencidlegyenlete szimmetrikus hiperbolikus.
Ilyen elméleteket fogad el érvényesnek a raciondlis kiterjesztett termodinamika [187].
A szimmetrikus hiperbolicitas bizonyitasa dltalaban nehéz, viszont az tgynevezett
divergencia-tipusu elméleteket eleve igy konstrualjak [182, 97, 98]. Ezek az elméletek
az MIS elméletnél bonyolultabbak, és kinetikus elmélethez valé viszonyukat sem vizs-
galtak. Divergencia-tipusu elméleteket ezért csak mostandban alkalmaztak gyakorlati
szamitasokra [259]. Megjegyzendd, hogy a MIS-elmélet nem divergencia-tipusi, és

3 Lasd el6z6 fejezet a 6. labjegyzetét.
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nemhogy a hiperbolicitisa, de még a szimmetridja sincs bizonyitva. Csak annyi igaz
biztosan, hogy a linearizalt viltozata Eckart-aramlés esetén szimmetrikus hiperboli-
kus [96].

Fizikailag, a kauzalitds vizsgdlatakor nemcsak az egyenletek szerkezetét, hanem
érvényességi korét is figyelembe kell venni. Valdjadban a parabolikus egyenletek rela-
tiviszitikus esetben sem zarhatdak ki ilyen elvi alapon az érvényes fizikai elméletek
korébdl. Ugyanis érvényességi koriik korlatozza a jelterjedési sebességet. Egyrészt a
kontinuum viselkedés megsziinik a kozepes szabad Uthosszhoz kézeli tavolsagokon,
mésrészt az adott fizikai mennyiség (hémérséklet, stirtiség) valtozasa sem lehet akér-
milyen kicsi: az anyag szerkezete, és a véletlen ingadozasok behataroljak azt, tovibba
a jel megfigyelhet6ségének is vannak korlatai. Ennek megfelelGen fizikai jeltovabbitasi
sebesség dltaldban sokkal kisebb, mint az elvileg lehetséges [79, 335, 162, 314].

Azt is fontos latni, hogy egy elsérendii elméletet mindig kénnyi kiterjeszteni ma-
gasabb rendiivé, és ez a kiterjesztés generikusan stabil elméletek esetében jol értel-
mezhetd. Az viszont cseppet sem konnyi kérdés, hogy mondjuk a MIS-elmélet milyen
értelemben kozelitése a Fourier—Navier—Stokes-elméletnek, milyen feltételekkel azonos
a fizikai tartalmuk, ha annak relativisztikus altalanositdsa, az Eckart-elmélet nem sta-
bil [96, 95].

2005-t61 kezdve egyre bizonyosabba valt, hogy a kvark-gluon plazma — ellentétben
az elézetes elvarasokkal — nem idealis, hanem inkabb disszipativ folyadékként mo-
dellezhet6 [336]. Ezt megerdsitették elméleti joslatok a nyiréd viszkozitds minimumara
vonatkozdan részben tiszta kvantummechanikai érveléssel [55], illetve az AdS/CFT
(anti-de Sitter téridé és konform térelmélet) kapcsolatra vonatkozo sejtésre alapozva
[262]. Ezért a disszipativ specidlis relativisztikus folyadékokra vonatkozé kutatasok is
felélénkiiltek.

Az elmélet szerkezetére vonatkozd vizsgédlatok alapvetéen két csoportra oszthaté-
ak. A legtobben elfogadjék a Miiller—Israel-Stewart-elméletet kiindulépontnak és nem
gondoljak, hogy a parabolikus elmélet javithaté. Ezek a kutatdsok a MIS elmélet ki-
egészitését keresik a kinetikus elméletre alapozva [22, 21], de a gyengén nemlokalis
kiterjesztés egy sajatos fenomenologikus mddszere, a gradiens sorfejtés (gradient ex-
pansion) is elfogadott és népszerti [267, 13, 12].

A vizsgéilatok masik aga a parabolikus, elsérendli elmélet javitasat, elsGsorban a
stabilitds problémajanak megoldasat tiizte ki célul. Tsumura, Onoshi és Kunihiro
az aramlas valaszthatdsagban rejlé szabadsigot hasznaljak ki, és ezt a Boltzmann-
egyenlet renormaldsan alapul6 szdmolassal tdmasztjak ald [295, 293, 294]. Sandoval-
Villalbazo és Garcia-Colin, illetve Garcia-Percinante pedig a belsGenergia-mérlegnek
az energiaimpulzus-mérlegtSl torténd szétvalasztdsaval probalkozik [93, 94]. A mé-
sodik esetben felmeriilé elvi problémakon tulmenden [240] mindkét javaslat kozos
jellegzetessége, hogy a kapott egyenletek generikus stabilitasa feltételes marad, az-
az a termodinamikai stabilitdson és a transzportegyiitthaték pozitivitdsan tilmenden
tovabbi, elvileg nem indokolhaté fizikai feltételek esetén all csak fenn.

Felmeriilhet a kérdés, hogy ha a MIS elmélet problematikus, akkor hogyan adhatnak
az erre alapozott szamitasok mégis latszélag kielégité eredményt a nehézion-iitkdzések
szimulécidiban? Ennek két oka van. Egyrészt az, hogy a kinetikus elméletbdl szamolt
egyutthaték lényegében kielégitik a generikus stabilitas feltételeit, masrészt az, hogy
az dramlas vélasztdsa szinte kivétel nélkiil a Landau-Lifsic-féle (gradiens sorfejtés nem
is miikddhetne masként), a Landau—Lifsic-aramlds pedig, mint a kovetkez6 fejezetek-
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ben latni fogjuk, kikiiszoboli az instabilitast okozd tagokat.

A tovabbiakban megmutatom, hogy az el6z6 fejezetek termodinamikai elemzése a
felszinre hozza az Eckart-elmélet hianyossagait, és ravilagit arra, hogy a belsé energia
nem megfelel6 definicidja a stabilitasi probléma oka. Megmutatom tovabba, hogy a
kinetikus elmélettel valé kompatibilitds kovetelménye tovabb arnyalja a képet, és a
maéasodik fotétel egyenlétlenségének pusztan fenomenologikusan nehezen megtalalhaté
megoldasara mutat ré, ahol a Gibbs-relacié teljesen szokatlan forméban jelentkezik.
Latni fogjuk az is, hogy az igy kapott elsorendii relativisztikus disszipativ hidrodina-
mikai elmélet generikusan stabil. Végiil e hidrodinamikai megoldésok homogenizala-
saval a relativisztikus hémérsékletre vonatkozé eddigi elképzelések is érthet6 keretbe
keriilnek.

Ezen kutatasok alapjan tehat egy kielégité disszipativ hidrodinamikai elméletnek
harom dolgot kell egyszerre teljesitenie:

— A termodinamikai feltételeknek biztositaniuk kell az elmélet generikus stabilita-
sat. Azaz megkoveteljiik, hogy a linearizalt hidrodinamikai egyenletek homogén
egyensulyi megoldasanak aszimptotikus stabilitasa kovetkezzen az dllapotfiigg-
vényekre vonatkozo termodinamikai stabilitasi feltételekbdl és az entrépiapro-
dukcié nemnegativitasat biztosité vezetési egyenletekbol.

— Kompatibilis legyen a kinetikus elmélet egykomponensii, homogén folyadékokra
vonatkozo6 legegyszeribb el6irasaival.

— Eleget kell tegyen a méasodik fotétel konstitutiv elemzésével, azaz a Liu-eljardssal
kapott feltételeknek.

3.2. Az Eckart-elmélet

Ebben az alfejezetben, egyfajta referenciaként, levezetjiik Eckart elméletét, egy ki-
csit altaldnosabban, mint 6 tette: altaldnos aramlassal. A tovabbiakban a Lorentz-
formara vonatkozéan a diag(1,—1,—1, —1) eldjel konvenciét fogjuk hasznélni. A mér-
tékegységeket olyan médon valasztjuk, hogy a Boltzmann-alland6 és a fénysebesség
értéke legyen az egység ¢ = 1, kp = 1. Csak egykomponensii és izotrop folyadékot
targyalunk, amelynek nincs bels6é impulzusmomentuma.

A hidrodinamikai alapmennyiségek az N¢ részecskeszamstirtiség-vektor, és a T
energiaimpulzus-tenzor. Ezeket egy tetszbleges u® sebességmezo segitségével altalano-
san a kovetkezd forméban frhatjuk:

N® = nu® + 5%, (3.1)
T% = euu® + uq® + ¢*u® + P, (3.2)

Itt n = u®N, részecskeszamsiiriiség-vektor u® szerinti idészerti része, j¢ = A®N,
pedig a térszerfi része, ahol A% = ¢% — %’ Ha u® a folyadék sebességmezs-
je, és a tovabbiakban legyen mindig az, akkor a lokalisan egyiittmozgd rendszer-
ben vett n részecskeszam-silirliségrél és j¢ részecskedram-stiriiségrol beszéliink. Mi-
vel a legtobbet a lokalisan egyilittmozgd rendszerben vett relativ mennyiségekrol
lesz sz6, ezért a tovabbiakban ezt kiilon nem emlitjiik. Hasonléan a részecskeszam-
stirtiséghez, e = uqupT® az energiaimpulzus-tenzor id6-idészerti része, az energiasti-
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3.2. Az Eckart-elmélet

rliség, ¢¢ = ucTCbAg az idO-térszeri része az energiadram, mely megegyezik a tér-
idGszerli részével, az impulzussiiriiséggel, mert bels6 impulzusmomentum hianyaban
az energiaimpulzus-tenzor szimmetrikus. Ugyanezen okndl fogva az energiaimpulzus-
tenzor tér-térszerti része, a P = AT“YAY nyomds is szimmetrikus.

A sebességmezd az dltalanosan elfogadott nézet szerint nem alapvetd fizikai mennyi-
ség, valamilyen konkrét anyagi tulajdonsdghoz kell (lehet) rogzitentiink. Ha gy

adjuk meg, hogy j* = 0% azaz uf = \/%, akkor Eckart-dramlésrol beszé-

link*. A LandauLifsic -aramlést akkor kapjuk, ha az energiat tekintjiik a folya-
dék mozgasat meghatarozé mennyiségnek, azaz ekkor ¢ = 0% és a definicié imp-
licit: u%, = 7

LE = i DT,
energiaimpulzus-tenzornak van idészerii sajatvektora (példaul az elektromagneses su-
garzasi tér energiaimpulzus-tenzoranak nincs).

A nemrelativisztikusan mar megismert (f—T := u®0, szubsztancidlis derivaltat itt leg-
tObbszor egylittmozgd derivaltnak nevezik, és pontozassal jelolik. Ennek segitségével
a részecskeszam és az energia-impulzus megmaradasa a fenti relativ mennyiségekkel
a kovetkezOképpen irhato

. Megjegyzendd, hogy ez csak akkor teheté meg, ha az

OaN® = 1+ ndyu® + 0,5 = 0, (3.3)
BT™ = éu® + eudpul + ¢° + ¢?Opub + eu® + u®dyq” + Hu® + 9, P = 0°. (3.4)

Az utébbi egyenletet célszerli energia- és impulzusmegmaraddsra bontani.

U T™ = é + edpu® + ugq® + 0pq® + ug Oy P = 0, (3.5)
ALOT? = eu® + AL + ¢ Oyub 4 ¢Pdpu® + A28, P? = 0°, (3.6)

A mechanikai disszipacié a folyadékban lokalis, a sebességmezOhoz viszonyitott
mennyiségekkel irhaté fel, ezért kellett felirnunk a mérlegeket id6 és térszerii kom-
ponensekkel. A termodinamika itt is a lokalis mennyiségek kézott mond viszonyokat,
hasonléan a nemrelativisztivisztikus esethez.

Az Eckart-elméletben a lokalis egyensuly definicidja egyszerii és ésszerii, a nemrela-
tivisztikus eset legkézenfekvébb dltaldanositasa. Az entropiastiriiség a lokalisan nyug-
vé vonatkoztatdsi rendszerben az ugyanabban a vonatkoztatasi rendszerben vett e
energiasiiriiség és n részecskeszamsiiriiség fuggvénye, s = s(e,n). Az Eckart-elmélet
Gibbs-relacidja az (1.10) nemrelativisztikushoz hasonléan

de = T'ds + pdn, (3.7)

ahol T' a hémérséklet, u a kémiai potencidl, s = u,S® az entrépiasiirtiség a lokalisan
nyugvo vonatkoztatasi rendszerben, ahol S jeloli az entrépia négyesaram-stiriiséget.
Itt a szokott mdédon szedhetjiik szét az entropiat u® szerinti id6- és térszerl részekre,
azaz s entropiasiiriiségre és J entrépiaaram-siiriiségre:

S¢ = su® + J°. (3.8)

Természetesen az extenzivitast érvényesnek tekintjiik és ezért az (1.11) Gibbs-Duhem
relaci6 és a nyomast definidlé potencidl-tulajdonsag nem valtozik.

4 Ez megfelel a nemrelativisztikus baricentrikus sebességnek, amennyire csak megfelelhet.
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

Eckart az entropiamérleget allitotta targyalasanak koézéppontjaba és ennek segitsé-
gével definidlta a disszipativitast Ggy, ahogy ez a nemegyensilyi termodinamikaban
azéta altalanos. A konstruktiv elmélethez a lokéalis egyensilyon kiviil az entropiadra-
mot is valahogy meg kell allapitani. Ez utébbirdl is azt feltételezte, hogy a nemrela-
tivisztikus esethez hasonléan

a

¢ p
J = ja 3.9
T 7 (3.9)

formaban irhatd. Ekkor az entrépiamérleg forras tagja kiszamolhatd:

045% = § + sOpu’ + 8, = (3.10)
L. p, q" — pj”
—_ — _— — a — p— .11
Te Tn+8 ( T (3.11)
_sa H 1 ab - Uq >
= j@T—I—TH Oaup + q° <8T T> 0. (3.12)

Itt T1% = P9 4 A%p ahol a p nyomést (1.11) alapjan kapjuk. Ez az entrépia-
produkci6 analég a nemrelativisztikus (2.100) formuléval, termodinamikai er6ket és
aramokat azonosithatunk benne. Kézenfekvéen ebben a kvadratikus formuldban is
j®, TI% és g% a termodinamikai dramok, a konstitutiv mennyiségek, szorzéik pedig
a megfeleld termodinamikai erék. Ezek kozott linedris kapcsolatot feltételezve izot-
rop anyagokra megkapjuk a nemrelativisztikus Fourier—Navier-Stokes anyagtorvények
Eckart-féle relativisztikus altaldnositasat:

_ ab
=AA (a 7+ T) (3.13)
¢ = —§A“”8b—, (3.14)
% = 209 %ub + COuCAP. (3.15)

ahol A a hovezetési egyiitthato, & a diffizids egyiitthatd, 1, a nyird és térfogati
viszkozitasok. A () zardjel a zardjelezett indexekre vett szimmetrikus, nyom nélkiili
részt jeloli itt is, azaz

c,,d d,,c
el = ATAY, (M—;—@u _ ;aeueAcd> )

Az entrépiaprodukcié fenti forméajanak varatlan kovetkezménye a gyorsulasfiiggd
(3.13) Fourier—Eckart-torvény. A gyorsulds megjelenése az energiadram részeként az
energia-impulzus-csere termodinamikai fontossagara utal.

3.3. Termodinamikai elemzés

OAz €l6z6 részben ismertetett gondolatmenet gyengeségei ugyanazok, amit a
nemrelativisztikus vizsgalatoknal mar emlitettink. Miért pont igy valasztjuk az
entrépiadram-siiriiséget ? Lehetnek-e azok a konstitutiv fliggvények valtozdi, amelyek
az er6-aram-parok kijelolése soran megjelentek ? Illetve meg kellene érteni a sajatos

OEz a fejezet a [303] munkimon alapul.
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3.3. Termodinamikai elemzés

relativisztikus Ujdonsagot, az energiadaramba keriilt gyorsulast. Lattuk a nemrelati-
visztikus esetben, hogy a klasszikus irreverzibilis termodinamika heurisztikus felte-
vései pontos feltételekhez vannak koétve, bonyolultabb viszonyok kézott egy mélyebb
elemzés segithet ezeket a feltevéseket dltaldnositani. Tehat ebben a fejezetben Liu
eljarasat alkalmazzuk gyengén nemlokalis relativisztikus folyadékokra.
Az eléz6 alfejezetben lattuk, hogy a (3.3) részecske- és a (3.4) energiaimpulzus-
mérleg lesznek a kényszerek az entropiamérleghez, és ezért
— az alapvdltozdk terét (n,e,u®), a részecskeszam-silirliség, az energiasiiriiség és a
sebességmez0 feszitik ki,

— a masodrendlien nemlokalis konstitutiv dllapotteret a (e, u®, n,dye, Opus,
Oan, Ogpe, Opct®, Ogpn) Valtozok feszitik ki,

— az anyagfigguények pedig a j¢,q% P részecskedram, energiadram és nyoméas
lesznek.

Eckarthoz hasonléan a lokélisan nyugvé rendszerben vett mennyiségekkel keressiik
a termodinamikai dsszefiiggéseket. Altaldban is igaznak tiinik, hogy a termodinamika
mindig feltételez egy kozeget, a disszipacid a kézeg egyfajta idealis mozgasara vonat-
koztatva zajlik. A transzportegyenletek pontosan a térbeli inhomogenitasok hatédsara
létrejovo lokalis valtozasokat irjak le. Hangsulyozzuk, hogy a lokalis egyenstly nem
azt jelenti, hogy a lokalisan a folyadék minden pontjaban az egyenstulyi impulzusel-
oszlas lesz érvényes, hanem azt, hogy az impulzuseloszlas torzulasa a termodinamikai
paraméterek gradienseivel, térszerti derivaltjaival leirhatéak. Ezért nem remélhetd,
hogy értelmes termodinamikai 6sszefliggéseket kapnank a sebességmez6 nélkiil.

Az entropiamérleg egyenlGtlenségében a  részecskeszam-mérleget A, az
impulzusmomentum-mérleget A* Lagrange—Farkas-szorzéval figyelembe véve kapjuk,

hogy:
05 — Ay T% — NG, N =
= 0,5%0ue + 0,p.S 0ptt’ + 9,S0un + D, S Oupe + Ogyuc S Vupt® + Dy S Dupni+
+ 83,)6@5“8@06 + 83bcud S"&abcud + aabcnsaaabcn—
— A (86Na8ae + 0, Nt + 8, N Dgn + Dy NOape + Oy N®Dapu+
+0ayn N D + Doyoe NOaee + Dy, ya N Dapeti® + aabanaaaan> .
e (86T“b8be + Dy T™OpuE + 0, T™Oyn + D, T Do + D,y T Dyt +

T Oyeqe + O, yue T Opequ® + g

cdT

+ 8ach“b8bcn + 8@

cd€

Tabﬁbcdn) > 0.
(3.16)

A harmadrendli derivaltak egyiitthatéinak eltiinése a kovetkezd Liu-egyenleteket
adja:

Dubee : 0p,,05% — Mg, e N — Ay, T = 090, (3.17)
Dubelid : D9yuyS* — Ny uy, N — Moo, 0, T = 000, (3.18)
Duben : 09,0 S — N0ay,n N — Mg, n T = 07, (3.19)
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

Itt az egyenlOség csak az abc-ben teljesen szimmetrikus részére all fenn az egyenletek-
nek. Egy megolddsuk megadhatd, ha feltételezziik, hogy a Lagrange—Farkas-szorzok
csak elsérendiien nemlokéalis konstitutiv fiiggvények, azaz

(AN AY) = (A A% (e, u, n, Oqe, Opu®, Ogn) (3.20)
Ez természetesen nem a legdltalanosabb lehetéség. Ekkor azt kapjuk, hogy
54— AN® — AyT% — A% = 09, (3.21)

ahol A% = A%e,u® n,0qe,0pu,dgn) tetszéleges elsérendilen gyengén nemlokélis
konstitutiv fiiggvény lehet, amelynek u® szerinti tér- és idGszeri részét a® = AgAb—vel,
illetve a = u?Ap-val jeloljiikk. A tovabbiakban fontos szerepet jatszik a A, multipliké-
tor tér- és idszert részre torténd hasonld felbontasa, amit a kévetkezéképpen tesziink
meg:

A= T (3.22)

ahol w*u, = 0. Vegyiik észre, hogy ez a felbontas teljesen altalanos, csak kiemeltiik a
vektor idészer(i részét és vettiik annak abszolit értékét, 1/T-t. Vezessiik be tovabba
ezen kiviil a kovetkez§ jeloléseket: A = u/T és a = —p/T. Ezek utén a fenti, (3.21)
Osszefiiggést a kovetkezOképpen bonthatjuk id6 és térszeri részre:

% (Ts + un — e — wyg” —p) u 4 J¢ —I—ja% - % —wpP® 4+ % = 0%, (3.23)

Az id6szerl rész ezek szerint azt adja, hogy:
e+ weq® = (uq + we)E* =T's + pun — p, (3.24)
ahol E* = wT% az energiaimpulzus-vektor. A térszerti rész nulla volta pedig

az entropiadramot adja. Itt ismét egy specidlis feltétellel élve megkdveteljiik, hogy
a nyomas legfeljebb els6rendli gyengén nemlokalis fiiggvény legyen, azaz P =
= P%(e,u® n,dye, Opus, d4n). Illetve feltessziik, hogy a® = w, P, ezért az entré-
piadram stirtisége:

o _ 1"
=2 _ 2
J= = (3.25)

NI=

Ennek az egyenldségnek a felhasznéldsaval a (3.16) entrépiaprodukceié a kovetkezd
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3.3. Termodinamikai elemzés
formara egyszertisodik:

1 1 1
o= 0,e [u“ (865 - ) + q“@ef - ja&jﬁ - wbaepab] +

T T T T
w w
+ d,u® [u“ <838 - Tbe + ? - ?C uch) +
P 4 Afp — wpq”®
+ ¢*0, b— —j° ubT Twcauch“ bT +
1 1 ) 1
+ un [u <8ns . ?a > + "0 - gaan% S banpab} +
w, 1
+ aabe |:ua (f%bes - Tcaabeqc) + qaaabeT aaa,,eT Twcaabepca:|
w 1 1
+ Ogpu’ |:ua (aabucs — ?daabuch> + qaaabucT “8abuc§f — deaabucpad:| +
w, 1
+ Oapn I:ua <3abn8 - Tcaabnqc) + qaaﬁbnT J aabnT - Twcaabnpca] >0

(3.26)

Ha s = s(e,u®, n,d,e, Opu®, dyn) elsérendlien gyengén nemlokalis, akkor tovabb egy-
szerlisithetjlik az entrépiaprodukciét:

. _E ﬁ W .y Gy T €W Ly
0’( T+T 74 +7T u)+

+ qa&z% 7404 ; ; (Pab —l—pé“b) Oty — w? (8 P 4 ¢%0,u ) >0. (3.27)
Ennek az egyenl6tlenségnek keressiik a lokalis egyenstllyal sszeegyeztetheté megol-
dasait. Ez azt jelenti, hogy az entrdpia parcialis derivaltjait az elsd, zardjeles kifeje-
zésben kell megfeleléen rogziteniink. Kindlkozik, hogy az entrépia kozvetett moédon
fiiggjon az allapottér derivalt valtozo6itdl, azaz s = s(e, q*(e,u,n, dye, Opu®, 0gn), n)
modon. Tehat a Lagrange—Farkas-szorzékat, azaz a T, u, w, fiiggvényeket az entrépia
derivaltjaival azonositjuk:

1
0es = — Ons = B Oge8 = —. (3.28)
Ezek utan, ha nem szeretnénk, hogy az entropiasiiriiség kozvetleniil a sebességtdl is

fliggjon, akkor a zardjeles kifejezés tovabbi része a kovetkezd parcialis differencial-
egyenletre vezet:

dp — CWp
7 - qp0es — eaqbs =0. (3.29)
Ennek a parcialis differencidlegyenletnek altalanos megoldéasa s(e,q%, n) = 5§(e? +

+ q¢%qa,n). Amennyiben pedig elvarjuk, hogy az entrépiasiiriség homogén nulladren-
di fiiggvénye legyen az energiastriiségnek, azaz megdrizziik az extenzivitast, akkor az

s(e, g%, n) = 8(v/ €2 + q%qq,n) = 5(||E?||,n) entrépiasiiriiség csak az energiaimpulzus-
vektor abszolut értékétol fiigghet.
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

A vonatkozé Gibbs-relécid a kovetkezd lesz:

de + L2447 = Tds + pdn. (3.30)

e

c s 2

namikai elmélet generikusan stabil altalanos aramlasok mellett, de a kovetkez6 3.4.
alfejezetben latni fogjuk, hogy nem kompatibilis a kinetikus elmélettel. A kinetikus
elmélettel valé kompatibilitast tigy érhetjiik el, ha a (3.27) elsé zardjelében levé 6sszeg
nem nulla, hanem egyenld pw,u®/T-vel. Mivel az entrépidnak a sebeségmeztél vald
kozvetlen fliggését el szeretnénk kertilni, ezért ez a kovetkezo feltételhez vezet:

¢ = (e + p)w”. (3.31)

Tehat bevezetve a h = e + p entalpiastiriiséget, a fenti Gibbs-relacié médositasaként
azt kapjuk, hogy

de + %adq“ = Tds + pdn. (3.32)

Vegyiik észre, hogy ez a latszolag minimélis médositds termodinamikailag nagyon
furcsa, példaul azért, mert a nyomas mar nemcsak a Gibbs—Duhem-relaciobdl defini-
alédik. A fenti Osszefiiggéseket figyelembe véve a diszipacids egyenlGtlenség, azaz az
entrépiaprodukcid

1

1
0 =4" % 57

1
(hitg + Go + qaabub)} - jaaa% + T <Pab + péab) Ogup > 0.
(3.33)

A fenti (3.32) Gibbs-reldciéval és az entrépiadram-siiriiség (3.25) forméjat feltételezve
ez az entropiaprodukcié kifejezés direkt mdédon, a Liu-eljards figyelembe vétele nélkiil
is kiszamolhat6 [315]. Az Eckart-elmélet vezetési egyenletei, (3.14) a részecskedram-
ra és (3.15) a viszkézus nyomasra érvényben maradnak, viszont az energiadramra
vonatkozé (3.13) médosul, a kovetkezd legyen:

1 1
a __ ab - - . . c
q" = MA abT + WT (hiy + ¢ + qpOcu’) | . (3.34)

Tehét az energiadramot meghatarozé termodinamikai eré az idedlis hidrodinamikai
impulzusmérleg egy részével korrigalédott. A Eckart-elmélethez hasonléan, az egysze-
rliség kedvéért itt sem vessziik figyelembe a vektori termodinamikai kdlcsénhatasok
kozott izotrop esetben is lehetséges termodifftizids (Soret—Ludwig-)kereszteffektust.

3.4. Kinetikus elmélet

OEzek utan megvizsgaljuk, hogy a (3.31) feltételt miként kényszeriti ki a kompatibi-
litas a kinetikus elmélettel. Egykomponensiti Boltzmann-gazt tekintiink, kiils6 mezdk
nélkil, h = 1 tomegegység valasztassal. A részecskék nyugalmi tomegét jelolje m,

OFz a fejezet a [308, 315] munkskon alapul.
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impulzusat pedig p*, \/p?pq = m. Az f(x®, p*) egy részecske eloszlasfiiggvényre vo-
natkoz6 Boltzmann-egyenlet a koévetkezo:

p'0u = C() = 5 [ drd'ded [F AW pilppn) — AWl rh)] - (339

ahol f1 = f(z,p1), f' = f(z,p), f1 = f(z,p}), C(f) a fenti Boltzmann-féle iitkozési
integralt jeloli, benne dw = d:—op az impulzustérbeli mérték (az allandé m hosszisdgu
impulzusvektorok hiperfeliiletén vett mérték). W(p, p1|p’, p}) jeloli a (p, p1) impulzusi
részecskeparokbdl (p', p}) impulzusi részecskeparok keletkezésének dtmeneti valdszi-
niiségét [105].

A részecskeszam-siirtiség négyesvektor, az energiaimpulzus-siiriiség tenzor és az ent-
ropiastiriiség négyesvektor definiciéi a kovetkezdk:

N :/dwpaf, (3.36)
T :/dwpapbf, (3.37)
[ /dwpaf(lnf —1). (3.38)

A relativisztikus kinetikus elmélet a lokalis egyensulyt a megmaradé entrépia fel-
tételével definidlja ([105], 43.0.). Ez a kinetikus lokdlis egyensuly nem az, ahogyan a
nemegyensiilyi termodinamika fenomenologikusan a lokalis egyensilyt altaldban ér-
ti, hiszen a kinetikus lokélis egyensily definicigjabol addddan idedlis folyadékokra
vonatkozik.

Itt tegyilink egy rovid kitérot és pillantsunk vissza a lokalis egyensily dolgozatbeli
értelmezésére. A klasszikus, 2. fejezetben megadott (illetve ldsd példdul [113]) definici-
Oja szerint a lokdlis egyensulyt végs6 soron a Gibbs-relacié érvényessége hatarozza meg
a ,szokott, egyensulyban jol definidlt” valtozdékban. A bels6 valtozdkra és dinamikai
szabadsagi fokokra kiterjesztve az értelmezést a kiterjesztett lokdlis egyensilyt a Gibbs-
relacié érvényessége definidlja az jabb valtozékban. Végiil pedig a gyengén nemlokélis
rendszerekre érvényes értelemben gyengén nemlokdlis egyensilyt a homogenizalhato-
sag, tehat megint csak a Gibbs-reldcié érvényessége definidlja a térbeli derivaltakat
is megenged6 értelemben. A Gibbs-relacié hasznalhatésiga pedig azt jelenti, hogy az
entrépiasiiriiség megadhaté a rendszert leird relevans valtozok fiiggvényében. A kine-
tikus elmélet fényében mindez gy értelmezhetd, hogy az egyensilyi eloszlastol vald
eltérést a kontinuum- alapvaltozok derivaltjaival lehet jellemezni. A nemrelativiszti-
kus esetben, csak térbeli derivaltakat figyelembe véve ez a Chapman—Enskog-sorfejtés
alapfeltevése. A relativisztikus esetben ezt nem lehet ilyen egyértelmiien eldonteni.
Ugyanis a feltételezett eloszlasfiigvény-korrekcidk a termodinamikai erékkel kapcsola-
tosak, és lattuk, hogy latszélag a gyorsulas is szerepet jatszik az energiadramra vonat-
kozé termodinamikai erében. Fontos tovabba az is, hogy maga a Chapman—FEnskog-
sorfejtés is csak elsé rendben tekintheté megbizhaténak, mar a masodrendben kapott
Burnett-egyenletek hasznalhatésaga is megkérddjelezhetd és elvi problémadi is vannak
[281]. Vagyis, a kontinuum-elméletben vildgosan megfogalmazhat6 lokélisegyenstly-
fogalmak koziil egyelére csak néhanynak van kinetikus megfeleltetése.

Visszatérve a disszipacidmentesség kovetelményével meghatirozott kinetikus egyen-
sulyra, az kovetkezik, hogy az eloszlasfiiggvény logaritmusa ebben az esetben titk6zési
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

invaridns kell legyen. Azaz
fo(x®,pP) = e Fer” (3.39)

teszOleges a(x®) és [B°(x%) mezbk esetén. Az egyensulyi eloszldsfiiggvényre a
részecskeszam-mérleg

8GN(? = /dwpaaaf() = Ngaaa - Tgbaaﬁb = 0. (340)

A termodinamikai reldcidk levezetéséhez szdmoljuk ki a (3.38) Boltzmann-Gibbs-
entrépiat az egyensilyi eloszlassal:

S¢ = /dwpafo(ln fo—1) = (1 — @)N§ + BT¢". (3.41)
(3.40) és (3.41) alapjan ekkor

DaSE + adyNE — Bpda TS = 0. (3.42)

Vegyiik észre, hogy (3.42) bizonyos értelemben trividlis Osszefiiggés, hiszen a loka-
lis egyensulyt az entrépia megmaradasaval definidltuk, és a részecskeszam-mérleg és
energiaimpulzus-mérleg szintén konnyen belathatéan teljesiil a Boltzmann-egyenlet
értelmében. Viszont lathatéan (3.40) és (3.42) 6nmagukban a szarmaztatott kontinu-
ummennyiségekre jelentenek kévetelményt, azaz az egyensulyi eloszlas «, 8, paramé-
tereire és az entropia-, részecskeszam-, energiaimpulzus-stiriiség négyesvektorokra és
tenzorra vonatkozoan. Pontosan ezeket a kdvetelményeket akarjuk most megallapita-
ni.

Eppen ezért a fenti osszefiiggéseket énmagukban kell tekinteni, és elsé pillantés-
ra ugy tinhet, hogy egyfajta Legendre-transzformécios Osszefiiggés lathatdé a né-
gyes mennyiségek kozott. Azonban (3.42) nem értelmezhets altalanositott Gibbs-
relaciéként egyszeriien azért, mert nem maguk a derivaltak kozott, hanem csak a
divergencidk kozott ad meg kapcsolatot. Ezért a termodinamikai reldciék megallapi-
tasahoz, a kontrakcio figyelembe vételéhez sziikség van egy aramlésra, a kontinuum
sebességmezojére.

A (3.39) egyensulyi eloszlasfiiggvény szokdsos interpreticidja szerint (lasd pl.
[180, 105, 38]) a B* vektorral parhuzamos sebességmezét vezetiink be. Ez azonban
nem feltétlen sziikségszerli. Tekinthetjiik az dltaldanos esetet is, amikor £%-t a sebes-
ségmezdvel parhuzamos és meroleges részre bontjuk:

u® + w®

P ——— 3.43
=t (3.43)
Itt 1/T = Bau® és w® = Agﬁb /Beuc. A tovibbiakban néha kényelmes lesz haszndlnunk
a g% = u® + w® jelolést. Lathato, hogy ilyen moédon ¢%u, = 1 és wu, = 0, s6t,
wew® < 1, mert 5%, és ezért g is idOszerli. Bevezetve a pu = o7 jelolést, az egyensulyi
eloszlasfiiggvényt irhatjuk a kévetkezd mddon is:

p=p® (ug+wq)

fo=e T (3.44)
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3.4. Kinetikus elmélet

A kinetikus egyensulyban érvényes részecskeszamsiirliség-négyesvektor  és
energiasiiriiség-tenzor egyszertien kiszamolhatd, ha egyidejlileg bevezetjik a se-
bességmez6 hagyoményos interpretacidjat:

/I:La _ Ba _ ua + wa
\/Baﬁa \/1 — w? ’
ahol w? = —w®w,. A tovibbiakban ezt, a hagyominyos interpretaciénak megfelels

specidlis 1% sebességmezlt természetes dramldsnak nevezziik.

Az altaldnos esetben az N§ kinetikus egyensilyi részecskeszdm stirtiség vektor és a
T energiaimpulzus-tenzor a kovetkezd lesz

0

N§ = ng® = nu® + nw?, (3.45)
q"q"

T = (e +p)gg® — po® = euu® + ¢"u® + ¢®u® — pA™ + etp

(3.46)
Az éltaldnos dramléds szerinti nyugalmi rendszerben vett fizikai mennyiségek (kalap
nélkiil) és a természetes dramlds szerinti nyugalmi rendszerben vett fizikai mennyi-
ségek (kalappal) viszonya rovid szamolds utén: T = 1 — w?T, p = v1— w2,
n=mn/VI-w?2 p=p e=(+pw?)/(1—w? [308]. Az impulzussiiriiség és a
részecskeszam-siirtiség kozotti kapcsolatra megkapjuk a szokésos, altalanosan érvé-
nyesnek tekintett

a a 6+ -a
¢ = (e+pw* = pr (3.47)

formulat. Ez mutatja, hogy idedalis, disszipacié mentes folyadékokra az Eckart- és a
Landau-Lifsic-dramlésok egybeesnek. Behelyettesitve (3.45) és (3.46) Osszefiiggéseket
(3.41)-be kapjuk, hogy

a
Sy = % ( T —pun+ Ebgb> , (3.48)
ahol E% = eu® + ¢* az energiaimpulzus-vektor. Az entropiadramstiriiség-vektor az al-
taldnos dramlasban parhuzamos g®-val. A megfelel6 termodinamikai reldciékat (3.45)
és (3.46) (3.42)-be torténd helyettesitésével kapjuk:

0aSE + D, NE — B0, T =
a

= g? (T0ys + pdgn— G0, E° — pwbaaub) +

a

0ug

<Ts + pn — g E° —p) =0.
(3.49)

Itt a jobb oldal elsé tagjaban nincsenek divergencidk ezért az entropiastriiségre
vonatkozé fliggvénykapcsolatok megallapitasara alkalmas. Lathatd, hogy az altala-
nos aramlés szerinti entrépiasiiriiség a részecskeszam-stirtiségnek, az energiaimpulzus-
vektornak és a sebességmezének a fiiggvénye s = s(E% n,u®), a kovetkez8 parcialis
derivaltakkal:

Gs_a_u ds  ga ds  pwq

on T oEs T’ our T

(3.50)
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

Ugyanezt a differencialokra vonatkozé Gibbs-relacidval is felirhatjuk:
9adE® 4+ pwodu® = de + wodq® + [(e + p)wg — ¢oldu® = Tds + pdn. (3.51)

Felhasznédlva a (3.47) egyenletet, a relativisztikus folyadékok &ltaldnos aramlésa
esetén érvényes lokalis egyensilyt meghatarozé Gibbs-relacio

de + %adq“ — Tds + pdn, (3.52)

ahol h = e + p az entalpiastiriség. Ha w® = 0%, akkor megkapjuk az Eckart altal
feltételezett (3.7) Gibbs-relaciot, mint specidlis esetet. A Legendre-transzformaciés
tulajdonsagok is teljesiilnek, ha (3.49) mésodik felét is figyelembe vessziik. Ez nulla
lesz, amennyiben

a
p+gaEt =p+e+ LI

=Ts+ un. (3.53)

Osszevetve ezt az egyenletet (3.41)-el megkapjuk az idedlis gaz termikus allapotegyen-
letét: p = nT Altaldnos dramlas esetén is.

Tehét a kinetikus elmélet kozvetlen igazolast adott (3.32)-re altaldnos dramlas fel-
tételezésével. Az eléz6 fejezetben lattuk, hogy a Gibbs-relacié ilyen forméaja a gyenge
nemlokalitds termodinamikai feltételrendszerével is kompatibilis, bar arrél tisztan fe-
nomenologikusan nem koénnyt felismerni.

3.5. Generikus stabilitas

OEbben a fejezetben bebizonyitjuk a (3.3), (3.5) és (3.6) mérlegek és a (3.14), (3.15)
és a (3.34) konstitutiv egyenletek dltal megadott disszipativ hidrodinamika generikus
stabilitasat, azaz a linearizalt egyenletek homogén egyensulyi megoldasanak aszimp-
totikus stabilitdsat.

3.5.1. Homogén egyensiily

A fenti egyenletrendszer egyensulyi megoldasat akkor kapjuk, ha a lokalisan egytitt-
mozgd vonatkoztatasi rendszerben vett idéderivaltak nullik és az entrépiaprodukcid
is nulla, mert a termodinamikai aramok nullak:

M =0%  j2=0" &  ¢*=0% (3.54)

Ebben az esetben a mérlegek és a konstitutiv egyenletek alapjan a folyadék egyen-
sulyban van, ha

n=all., e=all. = T =4ll., u=4all., p=Aall, (3.55)
Ogttg = 0, Ogtp + Optig = Ogp-

Ezeken a feltételeken feliil a sebességmezé homogenitasat is megkoveteljiik:
ug = all. (3.56)

OFz a fejezet a [305, 315] munkak alapjan frédott.

92



3.5. Generikus stabilitas

3.5.2. Linearizalas

Az egyensilyi mezdket felilvondssal, a perturbédcidkat d-val jeldlve a mezok altaldban
Q = Q + 6Q formaban frhatéak. Itt @ lehet az n, e, u®, ¢, j és I fizikai mennyi-
ségek barmelyike. A (3.3), (3.5), (3.6), (3.34), (3.14) és (3.15) egyenletek linearizalasa
a (3.54)-(3.56) egyensuly koriil a kovetkez6 egyenletrendszert eredményezi:

0 = 6n + MO0u® + 8,05, (3.57)
0 = de + hd0u® + 9,0¢°, (3.58)
0 = héu® + A%dy0p + 5q° + A%d,0TI, (3.59)
1 héuy + O
_s.a ab L b dp
0=106¢% — A\A (ab5 s ) , (3.60)
_s:a ab 1
0= 05" +& A%Opd, (3.61)
0 = 611" — 1,0 6u A" — nAC AP (D, 5ug + Dgdu,. — gaeau%cd). (3.62)

A perturbalt valtozdk 6roklik az eredetiek ortogonalitdsi tulajdonsagait a linearizacio
utan:

0= u“éqa = ua5ua, Ob = uaéﬂab, Oab = 5Hab - (SHba (363)

A stabilitasvizsgalathoz idében exponencialis térben sikhullam alakd megolddsokat
keresiink: 6Q = Qoe T** forméaban, ahol Qg 4llandé, t és x pedig az egyensilyi sebes-
ségmezd altal kijelolt id6-, illetve egy tetszéleges térszerii koordindta. Ezért u®0, = ;.

Ezekkel a feltevésekkel a perturbalt egyenletek a kévetkezOek lesznek:

0 =T'on + ikndu® + ikoj*,

0 =Tde + hikdéu”™ + ikdq”,

0 = Théu® + ik(Oepde + Oppon) + T'og” + ikoTI*™,
0 = Théu + T'8q¥ + iksTI™,

0 = Théu® + T6q* + ikoTI*,

- - \T
0 =6q" + ikX (0.Tde + 0, Tén) + NTTou” + %I‘éqr,
. \T
0=10q¢Y + \XTTouY + %Féq%

0 = 8¢° + MNTTé6u* + %Tréqﬁ
(3.64)
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

0= 6% + ike (86%56 n 8n%5n) :

0 =4jY =057,

0 = SII°" + ikfjdu”,

0 = O6IT*Y + ikndu?,

0 = OII%% + iknou?,

0 = STI% + ikij,ou?,

0 = 0TI + ikij,0u”,

0 = JTI%Y, (3.65)

Itt bevezettiik az 7 = n, + %77, Ty = Moy — %n és A = \/T? roviditett jeloléseket. A
fenti egyenletrendszer matrix formaban a kévetkezd alaki:

MA6Q8 =04, (3.66)

s s 2

0Q" = (on, 8e, 6u”, 54", 611", 55"
du?, 8%, 6TI™, T1%Y;  6u®, 6q”, 0117, 611°%;
65,657, 0117%).

A 17x17-es M “]13 matrix blokkdiagonélis form&ju:

N 0 0 0
0 R 0 O
M = 0 0 R 0 (3.67)
0 0 0 I
Itt I a 3x3-as egységmatrix, R és N pedig a kévetkezdk:
hI’ r ik 0
\ A
R — /\.TI‘ 1+I'52 0 0 ’ (3.68)
ikn 0 1 0
ik, 0 0 1
r 0 ikn 0 0 ik
0 r ikh ik 0 0
ikOnp  ikOep  Th r ik 0
| o - ST (3.69)
ikAO,T  tkAO.T TAT 1+5-T' 0 0
0 0 ikn 0 1 0
ikE0n Y ikEDA: 0 0 0 1
(3.66) exponencialisan névekvé megoldasokat ad, ha I' és k kielégiti a
det M = (det N)(det R)?> =0 (3.70)
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feltételi egyenletet pozitiv valés részi I'-val. Ennek az egyenletnek a gyokeit meg-
kapjuk, ha az N és az R determindnsara vonatkozé karakterisztikus egyenleteket
megoldjuk. R determinansaval a kovetkezo egyenletet kapjuk:

AT
<h+ﬁnh>r+ﬁﬁzo. (3.71)

Ennek az egyenletnek a gyotke negativ. N determindnsa a kévetkezo feltételt adja:

\T
r? <h + k2)\hﬁ> +

+W#(ﬁ+mm§—&myr+f}mp+ﬁmf\%;>+
TR [hDep + ndup + K41 (€0a 15 + 20T ) | +
k% [An (0p0.T = 0p0uT) + Eh (Depduty — 0up0. 15 ) +
+k%k(w%@T—%%mTﬂ:u
A Routh-Hurwitz-kritérium szerint [160], az agl'® + a1I'? + asI’ + a3 = 0 polinom
gyOkeinek valds része akkor és csak akkor negativ, ha

apg>0, ar >0, a3 >0, a3>0, ajas—agaz > 0. (3.72)

A nemrelativisztikus esethez hasonléan ezeket a feltételeket is biztositjak a termodi-
namikai stabilitds egyenlGtlenségei és a transzport-egyiitthatok nemnegativitasa. Az
elébbiek az esetiinkben a kovetkezbek

1__ar

O =~z <0, (3.73)
7!
N ) 74
8T>0 (3.74)
Armatal ool L lare (9T g (3.75)
T -— eT nT nT eT— T2 e nT T . .

A nemrelativisztikus esethez hasonléan a kévetkezd egyenlOtlenségek hasznosak az
atalakitasokban

1 1%
8ep = —hTaeT + nTaET, (376)
1 Iz
1 %
On—= = —0c=. 3.78
T T (3.78)

Ez utébbit mar lattuk a (3.75) egyenlGtlenségnél. A fenti azonossagokkal (3.72)
utolsé egyenlStlenségének az igazoldsa is kézenfekvd (bar hosszadalmas) [315, 305].

Osszességében bebizonyitottuk, hogy a fenti folyadék generikusan stabil 4ltalanos
aramlas esetén.
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3. Relativisztikus hidro- és termodinamika

3.6. Homogenizalas — termodinamika

OAz eléz6 fejezetekben kideriilt, hogy a hidrodinamikai elmélet generikus stabili-
tasa a termodinamikai kapcsolatok pontosabb felismerésén mulik, figyelembe véve a
kontinuum- és a kinetikus elmélet kévetelményeit és feltételeit. Az alapvet6 termo-
dinamikai Osszefiiggés, a Gibbs-relacié megvaltoztatasa viszont a relativitdselmélet
egyik elséként vizsgalt problémakorét érinti, a relativisztikus termodinamikat, azaz
tobbek kozott a mozgd testek hémérsékletének kérdéskorét [260, 69]. A kontinuumok
oldalardl lehet6ség van a két legfontosabb fogalom tisztazasara, azaz a relativisztikus
termodinamikai test értelmezésére és a vonatkozd Gibb-relacié levezetésére. Ezt leg-
egyszeriibben az energiamérleg homogenizélaséval tehetjiik meg, hasonléan a (2.8.2)
fejezetben ismertetett nemrelativisztikus esethez. Az itt levezetett Gibb-reldcié kol-
csOnhatasra és a transzformacios tulajdonsigokra vonatkoz6 kovetkezményeit, és a
relativisztikus termodinamika fordulatos torténetét a D fliggelékben ismertetem.

Tekintsiik ismét a (3.4) energiaimpulzus-mérleget a sebességmez6 segitségével felirt
specidlis formajaban. A homogenizalodas és a homogén valtozasok szétvilasztasa érde-
kében a teljes id6derivaltakat jeloljiik a szokott médon d/dr = u®0,, illetve vezessiik
be az u®-térszerii derivaltakat, azaz a gradienst: V® = 9% — u®u’0y,. Ezek segitségével
az energiaimpulzus-mérleg a kévetkezo

BT = (eu® + ¢%) + (eu? + ¢*)dpub + p (iL“ + uaabub> -
—p (Hab + u“qb> + Vi (—pd® 4 T1% + 42¢P) = 0° (3.79)

A nyomést felbontottuk két részre a P%® = —pA® 4 1% definiciéval. Az alsé sor-
ban elkiilonitett tagokat egyrészt disszipativ teljesitményként, masrészt feliileti ho-
aramként és feliileti disszipativ munkavégzésként interpretalhatjuk. Tegyiik fel, hogy
a sebességmezOt Eckart definicidja adja meg, ezért a sebesség divergencidja a (3.3)
részecskeszam-mérleghdl kifejezheto:

But = -2 =Y, (3.80)
n \%

ahol bevezettik a v = 1/n fajtérfogatot. Ezt behelyettesitve a fenti (3.79) egyenletbe
és beszorozva v-vel kapjuk, hogy

&% + p(u®v) = [ub (Hab + u“qb) — Vy(—pd® 4+ 1% + uaqb)] v=:A%+Q" (3.81)

Itt bevezettiik az e® := eu® 4+ x* = v(eu® + ¢) definiciéval a fajlagos energiaimpulzus-
vektort, illetve a bal oldalon a fajlagos entrépidt s jeloléssel. Az A% és Q® vektormezdk
négyes értelemben merdlegesek egyméasra. Vegytk észre, hogy az s = s(e?, vu®) kétval-
tozos fiiggvény bevezetéséhez u® = 0% esetben semmilyen fizikai feltételezés nem kell,
ekkor az A? vektor integral6 szorzoként létezik (mert p-t is megfelelden valaszthat-
juk le a teljes nyoméasbol). Ha a sebességmezé gyorsuldsos, akkor viszont az entrépia
ilyen bevezetése fizikai feltevés. Erdemes megjegyezni tovabbd, hogy a szogletes zaré-
jelben lathato kifejezés konkrétan értelmezi az entrépia valtozas lehetséges forrasat,
lényegében forditott médon, mint az entrépiaprodukcié kiszamitasakor tettiik.

OEz a fejezet a [25] munkén alapul.
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Ezek utan a fenti entropiafiiggvény parcialis derivaltjai a kévetkezoek:

ﬁ_ A, ds Ag
det ~ APA,  O(vur)  LAbA,

(3.82)

Bontsuk fel A%t a sebességmezivel parhuzamos és meréleges részekre a kovetkezd
moédon bevezetve a mar ismeros jeloléseket :

——— A, u® + w® g
by \/AbAb VIt wow, 1+ wow,

a

, (3.83)

ahol u®w, = 0, és vegyiik észre, hogy ezzel csak a jelolést tettiik kényelmesebbé, sem-
miféle megszoritast nem vezettiink be. Ezutan az idéderivaltakat tartalmazé (3.81)
egyenlet alapjan attériink a termodinamikaban megszokottabb differencidlos jelolé-
sekre:

de” + pd(uv) = A%ds + Q. (3.84)
Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat g®-val:
galde® + pd(u®v)] = T'ds. (3.85)
Tovabb alakitva a fenti kifejezést kapjuk, hogy
de + pdv + wedx, + ((€ + pv)w, — Xa)du® = T'ds. (3.86)

Ha az entropia fiiggetlen a sebességtél, akkor y, = (e + pv)w, és

de + —X9_ 4\ = Tds — pdv, (3.87)
e+ pv

ami megegyezik az eléz6 fejezetekben kapott (3.32) és (3.52) kifejezésekkel, ha a faj-

lagos mennyiségekrol attériink siirtiségekre és felhasznaljuk a kémiai potencidl defini-

ci6jaként (3.53)-t.

A fenti gondolatmenettel dlcazott homogenizalast végeztiink, kijeloltiik a termodi-
namikai test egy fogalmét és ezzel az el6z6 fejezetekben kapott Gibbs-relaciora egy
1j, fliggetlen levezetést adtunk.

A homogenizalast expliciten is végrehajthatjuk Reynolds transzporttételének meg-
felel6 alkalmazasaval (v.6. 2.8.2. szakasz). A (3.79) egyenlet integraldsahoz olyan se-
bességmezdt kell taldlni, amely egyetlen paraméterrel jellemezhetd térszerii feliiletet
térszerlien fejleszt. Vagyis tekintsiink egy sima sebességmezot és egy olyan Osszefiggd
H hiperfeliiletet, amely meréleges a sebességmezére, és sima a hatara. Tegyiik fel,
hogy ez a hiperfeliilet egyetlen 7 paraméterrel jellemezhetéen valtozik, és ekézben
tovabbra is meréleges marad az u® sebességmezore. A nyomés legyen dllandé ezen
a hiperfelilleten, azaz V% = 0% de a sebesség ne legyen az (ezért aztdn inercialis
sebességmez6 nem megfeleld, ilyen sebességmezét ad meg példaul [201], 224. oldal).
Ebben az esetben integraljuk (3.79)-et erre a H(7) hiperfeliiletre. Azt kapjuk, hogy

/ (eu® + ¢%) + (eu® + ¢*)dpu’ + p (71“ + u“@bub) dVv =
H(r)

_ /H(T) i, (Hab+uaqb> +/H(T) v, <_p5ab+ﬂab+uaqb> dv. (3.88)
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Reynolds transzporttételét alkalmazva

BV = [

i (H“b + uaqb> av + 7{ (I + wgb)dAy.  (3.89)
H(r)

OH (1)

Itt dAy a OH-vel jelolt H hataran vett feliileti mérték, a H-ra vett atlagmennyiségeket
pedig a kovetkezé modon értelmezziik:

E*=FEu"+G* = / (eu® + ¢*)dV, ut = 1/ udV. (3.90)
H(T) V Jhr

Ugyanazzal az indokldssal, mint fentebb, mondhatjuk, hogy (3.89) bal oldala az ent-
répia megvaltozasaval kapcsolatos. De az is vilagosan latszik, hogy ez a megvaltozas
csak részben a feliileti héatadas és disszipativ munkavégzés kévetkezménye, (3.89) bal
oldalanak elsé tagja a disszipativ térfogati effektusokat tartalmaz. Viszont ettdl fiig-
getleniil van olyan S fliggvény, amely egy teljes derivalt szorozva egy vektormezdével,
azaz

E* 4 p(a®V) = A®S. (3.91)

Ez az Osszefiiggés pedig rogziti az entrépia parcidlis derivaltjait, és atirhaté differen-
cidlis forméba is:

dE® + pd(a®V) = AdS, (3.92)

ahol (3.83) médon 1j jeloléseket bevezetve és a fenti egyenlet mindkét oldalat g®-val
megszorozva kapjuk, hogy

9adE® 4+ gopd(a®V) = TdS = dE 4+ w,dQ® + pdV + [(E + pV)w, — Qq)du®. (3.93)

Ha az entrépidt sebességfiiggetlennek tételezziik, akkor (E + pV)w, = Qq, és meg-
kapjuk a teljes, zart termodinamikai testre vonatkoz6 Gibbs-relaciot:

dE + %d@“ = TdS — pdV, (3.94)

ahol H = E + pV az entalpia.
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Ebben a munkaban a nemegyensilyi termodinamika homogén testekre, nemrelati-
visztikus és relativisztikus kontinuumokra vonatkozé egységes elméletének alapjait
vazoltam. Kutatasaimban és elért eredményeimben fontos szerepet jatszott az az elvi
kérdések vizsgalataval a kilonbozo teriiletek kozotti kirajzolédd kapcesolat.

A termodinamika masodik f6tétele alapjan az egyszerti, homogén termodinamikai
testek egyenstlya aszimptotikusan stabil (1.3.2 és 1.4 fejezetek). Tisztdn termodina-
mikai feltételek (konkav és novekvd entépia) biztositjak a homogén egyensily linearis
aszimptotikus stabilitdsdt nemrelativisztikus (2.8 fejezet) és relativisztikus folyadé-
kokra egyarant (3.5 fejezet).

Az entropia novekedésének kovetelménye konstruktivan kiakndzhaté gyengén nem
lokalis konstitutiv allapottér esetén is. Ehhez az entrépiadramot konstitutiv fiigg-
vényként kell kezelni. A Liu-eljaras segitségével altalanos moédszer adhaté a méasodik
fotételnek megfeleld anyagtorvények — akar fejlodési egyenletek— konstrukcidjara. A
2.3-2.4 fejezetben lattuk ezt a modszert és utdna szamos példat alkalmazdsara, tobbek
kozott a relativisztikus esetben is (2.5, 2.6, 2.7 és 3.3 fejezetek).

Ahhoz, hogy az anyagtorvényeknek valéban csak az anyagra jellemz6 kapcsolatokat
fogalmazzanak meg, a téridéhoz vald viszonyukat kell tisztazni. Ebbol a szempontbdl
nagyon fontos, hogy az anyagi objektivitds szokott megfogalmazasa helytelen (2.2.2
szakasz). Ennek az alapveté megallapitasnak egyes kovetkezményeit a nemrelativisz-
tikus (és relativisztikus) téridé matematikai modelljeinek segitségével az anyagtor-
vények konstrukciés médszerében jelennek meg. A pontos megfogalmazést [89, 90]
munkak tartalmazzik véges deforméaciés rugalmassig és képlékenység esetén. A ha-
gyomanyos elméletek megfelel tjraértékelése, a kovetkezmények vizsgalat hosszu fo-
lyamat, ebben a munkaban a helyes megfogalmazas bizonyos elemeit hasznaltam (2.7
és 2.10 fejezetek, a gyenge nemlokalitds dltaldban, relativisztikus médszer).

A kontinuum és a homogén elméletek kozotti viszonyokat rogzitd lokalis egyensily
hipotézisének feltételeit és ennek kiterjesztését a gyengén nemlokalis esetre (2.7.3 il-
letve 3.4 szakaszok) tartalmazzak. A homogén eset egyszer differencidlegyenlete és
a megfelel6 Gibbs-relicié a nemrelativisztikus (2.8.2 szakasz) és a relativisztikus egy-
komponensii folyadékok esetén egyardnt (3.6 szakasz) megkaphatbak a megfelel$ kon-
tinuumegyenletek homogenizalasaval.

A Természet nem redukalédik részteriletekre, azok csak a fejiinkben léteznek. A kii-
16nbo6zének tekintett részteriletek egységes modszertannal torténd targyaldsa nélkiil
fontos Osszefliggéseket egyszertien nem lehet észrevenni, sok esetben az egyik részte-
rileten tortént elérelépést a masik teriilet problémainak megoldasa soran lehet kama-
toztani. LegszembetiinObben ez talan a relativisztikus disszipativ hidrodinamikidban
jelentkezik: a termodinamika stabilitasi felfogasabdl kovetkezik, hogy a generikus sta-
bilitas feltételei nem lehetnek erésebbek a termodinamikaban megszokott el6irasoknal,
a Liu-eljarason alapulé nemrelativisztikus altalanos moédszer adaptalasa a relativisz-
tikus téridore megadja az kindulépontot az elmélet modositashoz és az egyenletek
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kiatlagolasaval a relativisztikus homogén elmélet, illetve a relativisztikus hémérsék-
letfogalom egy 1j megkozelitését kapjuk.

Ugyanennyire fontos volt, bar ebbdl a munkabol kevéssé szembetiing, hogy elmélet
és kisérlet nem all tavol egymastél. A mérnoki gyakorlatban is hasznosithatéak elvi
altalanos meglatasok, vagy szemléletmdd, hisz tudjuk példaul, hogy a ké folyik és a
hoémeérséklet valtozasa és a hévezetés jelentésen befolydsolja a foldalatti 1étesitmények
mechanikai tulajdonsdgait is. A forditott irdny pedig, leplezetten alapvetd ebben a
munkaban. Kévek reolégiai tulajdonsagaira vonatkozo tapasztalatok nemcsak attéte-
lesen, de konkrétan is szamitottak az itt ismertetett kutatasi eredményekben.
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OEbben a fiiggelékben az anyagi sokasagon értelmezett fizikai mennyiségek transzfor-
maciés tulajdonsagait vizsgaljuk térido-szemszoghdl.

A.1. Nemrelativisztikus térido

A klasszikus, nemrelativisztikus térido6ben sem sziikségesek a vonatkoztatasi rend-
szerek, és csak egyszerii differencidlgeometriai eszkozoket kell haszndlnunk [198, 201].
Ehhez el6szor is az alapfogalmak matematikai reprezentaciojat kell tisztazni, lehetoleg
a relativisztikus térid6 fogalmaival analég médon. A téridémodell 1ényeges tulajdonsa-
ga, hogy csak valddi fizikai tulajdonsdgokat reprezentalunk benne matematikailag. A
nemrelativisztikus téridé modell részletes fizikai motivacidjat és alapfogalmait illetGen
[87, 85, 90] ad egyszerii bevezetést.
Egy nemrelativisztikus téridomodellben

— az M téridd egy négydimenzids irdnyitott affin tér az M alulfekv$ vektortér
folott, melynek elemeit téridé vektoroknak nevezziik.

az I abszolit idé egydimenzids irdanyitott affin tér az I egydimenzids vektortér
felett, melynek elemeit iddintervallumoknak neveziink,

—a71: M — I iddékiértékelés egy affin sziirjekcié a 7 : M — I linedris leképezés
felett (az abszolit id6 jelenik meg igy a modellben),

a tavolsagok D mértékegyenese egy egydimenzids irdnyitott vektortér,

az Fuklidészi szerkezet egy pozitiv definit szimmetrikus bilinearis leképezés,
-:E X E— D® D, ahol

E=KerTtCM
a térszert vektorok haromdimenzids linearis altere.

Ekkor az x és y események (téridépontok) kozott eltelt idétartam 7(z) —7(y) = 7(x —
—y). Két téridépont egyidejii, ha koztik nulla az idétartam. Két egyidejii téridépont
kiilonbsége egy térszerti vektor. A modell 1ényeges elemeit az (A.1) dbra mutatja.

Egy q € E téridé vektor hossza |q| := \/q - q.

M dualisat, az M — R linearis leképezések terét M*-al jeloljik. M* elemeit térid6
kovektoroknak nevezziik. Hasonlé médon E duéalisa E*.

Ha K € M* egy kovektor, azaz K : M — R egy linearis leképezés, akkor E-re vett
megszoritasa E* eleme, amit K - i-val jelolink és K abszolut térszerii komponensének
nevezzik.

OEz a fiiggelék a [210] munkankon alapul.
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t

A.1. 4bra. Nem relativisztikus téridé modell

Megjegyezziik, hogy az Euklidészi szerkezet megengedi, hogy a vektorteret segit-
ségével a dudlisival azonositsunk. Esetiinkben, a mértékegyenes figyelembe vételével
E* = % azonositast eredményezi. Viszont nincs ilyen azonositds M* esetén, mert
nincs Euklidészi, vagy pszeudo-Euklidészi szerkezet rajta. Indexekkel: ha E egy q
elemének indexes jelolése ¢', i = 1,2,3, akkor ¢; = ¢* irhat6. Mésrészt M egy elemét
x*-val jelolve (a = 0,1,2,3), * ¢ E esetén x,-nak nincs értelme. Ha pedig az indexeket
nem absztrakt értelemben hasznaljuk, hanem egy konkrét koordinatazast jelentenek
és % a = 0,1,2,3, akkor =® a koordinatazast jeloli, pedig akkor x,-nak egyaltalan
nincs értelme. Tovabb4, ha K, € M* koordinatazasa K, o = 0,1,2,3, akkor K' = K;
irhat6 i = 1,2,3 esetén, de K -nak nincs értelme.

A nemrelativisztikus téridében tehat természetes modon bevezethetéek négyesvek-
torok és négyestenzorok, de ezek tulajdonsigai bizonyos mértékig eltérnek a relati-
visztikus analég mennyiségektdl. Az affin szerkezet azért kell, mert sem a térnek, sem
az id6nek nincs természetes (kitiintetett) kozéppontja [334, 82]. A vektorok és kovek-
torok fenti tulajdonsagai kdvetkezményei annak, hogy az idé nem lehet bedgyazva a
nemrelativisztikus téridébe. Lehet persze olyan modellt 1étrehozni, amelyben az id6
bedgyazott (a leggyakoribb példaul I x E) de ekkor matematikailag lehetséges lenne
beszélni olyan fizikai lehetetlenségekrdl, mint példaul az id6 és egy térirdny szoge.
Azonban egy ilyen modell nem felelhet meg a kiindulasi feltevésnek: nem csak fizika-
ilag indokolt elemeket tartalmaz. Ez a fajta keveredés, a felesleges matematikai ele-
mek jelenléte vezet végsd soron a Noll-féle objektivitasdefinicidhoz is. A Matolcsi-féle
nem-relativisztikus téridé modellben a téridévektorok és téridékovektorok megkiilon-
boztetése nagyon lényeges: nincs kanonikus médszer az azonositasukra.

Differencialas

A térid6 affin szerkezete miatt 1étezik abszolut derivalds (a sokasdgok nyelvén: kitiin-
tetett kovaridns derivalas).

Ha V egy véges dimenziés affin tér a V vektortér felett, akkor egy A : M — V
leképezés differencidlhaté az z* pontban, ha van egy olyan (DA)(x) : M — V linedris
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leképezés, — A derivaltja x®-ban — gy, hogy

Aly) — A(z) — (DA)(2)(y — =)

lim =0
y—w |y — ]
ahol || || egy tetsz6leges norma M-en (egy véges dimenziés vektortéren minden norma

ekvivalens). Absztrakt indexes jelolésiinket hasznédlva D = 0.

A fenti térid6 szerkezetének egyik kovetkezménye, hogy A : M — V parcidlis de-
rivaltjdnak nincs értelme (csak adott vonatkoztatdsi rendszerben). Viszont a térszerd
derivdltja A-nak értelmes, mert a térszerii vektorok M-ben linedris alteret képeznek
és (0;A)(z) az E — V, ¢ — A(x + ¢') fiiggvény derivaltja a nulldban. Vildgos, hogy
(0;A)(x) a (0,A)(x) linedris leképezés megszoritdsa E-re.

Az A : M — V linedris leképezés transzponaltja az az A* : V* — M* linearis
leképezés, amelyre igaz, hogy A*w := wA V w € V* esetén. Ekkor, a tenzorok és
linearis leképezések kozott szokasos azonositasokat felhasznalva figyelembe vehetd,

hogy
D,A(z) e VOM*,  (0,A)(z) e M* @V
y* - [(0aA)*(2)] == [0 A@)]y* € V,  (0aA4)"(z)w € M*

minden y* € M és w € V* esetén.
Ennek megfelel6en

(9 A)(z) e VR E*,  (3A)(z) eE* @V, (A1)

¢'[(0:4)"(2)] = [(0:A)(2)lg" € V,  (9:A)*(z)w € E (A.2)

minden ¢' € E és w € V*ra.
Specialisan
— egy f: M — R skaldrmezd derivaltja a 9, f(z) € M* kovektormez§,
e ennek térszeril része egy térszerli kovektor mez6 0;f(x) € E*;
—egy C% : M — M vektormez$ derivéltja egy (0,C*)(z) € M ® M* vegyes
tenzormezd, amelynek transzponaltja (0,C*)*(x) € M* @ M,
o ennek térszert része a (0;C%)(z*) € M @ E* vegyes tenzormezd, melynek

transzponéltja (0;C*)*(xz) € E* @ M,

— egy térszeri ¢! : M — E vektormezd térszerti derivaltja a (9;¢')(z) € E @ E*
vegyes tenzormezd, amelynek transzponaltja (0;¢')*(z) € E* @ E.

— egy K, : M — M* kovektormez6 derivéltja a (0,K3)(z) € M* @ M* kotenzor-
mezd, amelynek transzponaltja (0, Kp)*(x) € M* @ M*.
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Egy kovektormezo6 derivaltja és annak transzpondltja is M* ® M* kovektormezo.
Igy egy K, kovektormezonek van abszolit antiszimmetrikus derivdltja:

(00 A Ky (@) = (80 A Kp)* () — (00 A Kp) (). (A.3)

Viszont egy C* : M — M nemrelativisztikus négyes vektormezé antiszimmetrikus
derivaltjanak altaldban — vonatkoztatasi rendszertél fiiggetleniil — nincs értelme. Azon-
ban egy térszeri ¢' : M — E vektormez6 antiszimmetrikus derivaltja értelmezhetd

mert az E* = DgD azonositas miatt E @ E* = E* @ E, igy

05 A ) (@) = (8; A ) () — (95 A ) ().

Megfigyelok és vonatkoztatasi rendszerek

A négyesvektorokat és tenzorokat a megfigyeldk, illetve a vonatkoztatasi rendszerek
tér- és idGszeri részenként észlelik. A szokésos transzformacids tulajdonsagok, példaul
a Galilei-transzformécié két inercidlis megfigyel6 altal észlelt vektor térszerti kompo-
nensei kozott ezek segitségével fogalmazhatdak meg.

A tér- és idGszerii részekre torténd szétbontas az idokiértékelés és a négyessebességek
segitségével torténik a relativisztikus elmélethez hasonléan. A sebességek a V(1) =
= {u® € M|r,u® = 1} halmaz elemei. Egy vektor id4- és térszerfi részeit a kovetkezd
leképezéssel adhatjuk meg:

(Ta, (T0)2) M = IXE, 2% (1,2% 2% — (t,2%)u®). (A.4)

A kovektorokra, és a kiilonféle tenzorokra a megfelel6 tovabbi széthasitasi szabalyok
érvényesek. Egy megfigyelot egy Osszefliggd értelmezési tartomanyt, sima sebességme-
z6ként adunk meg a téridon, u® : M — V(1). Tehat egy megfigyel6 értelmezési tarto-
manyanak minden pontjaban értelmez egy széthasitast minden fizikai mennyiségen.
Vonatkoztatédsi rendszer alatt egy megfigyel6t és I x E vektortér egy koordinatiazasat
értjik.

A megfigyelokkel és vonatkoztatasi rendszerekkel kapcsolatos tovabbi finom fogal-
makat illetéen az irodalomra utalunk ([198, 201, 87|, itt mindkét fogalmat lényegében
a relativisztikus lokdlis nyugvé vonatkoztatasi rendszer (pl. [38]) analégidjara fogjuk
hasznalni. Az alabbiakban tobb példat is fogunk latni a széthasitds kezelésére és kii-
16nb6z6 megfigyel6kre vonatkoztatott id6- és térszerii mennyiségek transzformécios
szabdlyaira is.

A.1.1. Anyagi sokasagok

Folyadékok esetén hagyoméanyosan két kitiintetett megfigyelot hasznalunk. Egyrészt
egy kiils6 inercialisat — ekkor beszéliink lokalis leirasrél —, masrészt maga a kontinuum,
illetve annak sebességmezéje is tekintheté megfigyelének bizonyos feltételek esetén (ha
nem turbulens). Az anyaghoz kot6dé és a mozgasbdl ered6 valtozasok megkiilonboz-
tetése alapvetGen fontos, ha valéban az anyagra jellemz6 — és nem annak specidlis
mozgasahoz kot0do — paramétereket szeretnénk mérni.

Deformal6d6 anyagok esetén ezért kettds tenzormezéket [292, 113], anyagi sokasa-
gokat [216, 215] illetve szdmos kiilonboz6 idéderivaltat szoktak bevezetni a valtozé-
sok jellemzésére. Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a téridérol a relativitdselméletben
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megismert tapasztalatoknak a nemrelativisztikus esetre torténé visszavetitése — annak
felismerése, hogy a nemrelativisztikus térid6 sem pusztan az egydimenzids id6 és a ha-
romdimenziés euklidészi tér szorzata — a derivaltakkal, vektorokkal és kovektorokkal
tortén6 miveletekkel torténé nagyobb elévigyazatossagot feltételez. Ez a szokott in-
dexes formalizmust és miiveleteket nem engedi meg. Ebben a fejezetben megadom az
indexes formalizmusnak egy olyan altalanositdsat, azaz moédositott szabalyrendsze-
rét, amely a deformalhaté testek nemrelativisztikus mechanikdjaban alkalmazhaté.
Ez a formalizmus a Penrose-féle absztrakt indexek szellemében [330] nem kotddik
vonatkoztatdsi rendszerhez és koordinata rendszerhez sem. A formalizmus segitségé-
vel kiszamolom a kiilénféle tenzori jellegli mennyiségek derivaltjait, illetve azok tér-
és idGszeril részeit az anyagra és a téridore jellemzéen. Hasonlé nemrelativisztikus
négydimenzios formalizmust vezettek példaul Truesdell és Toupin, illetve Maugin is
[292, 206], ezek a munkék azonban nem foglalkoznak az objektiv derivaltak kérdésével.

Kinematika

A téridét a tovabbiakban kényelmi okokbdl vektortérrel reprezentaljuk, pontjait % €
€ M-el jeloljiikk. Térid6 idore és térre torténd széthasitasat és a széthasitott format
— egy inercidlis megfigyelére vonatkoztatottan — x* < (¢,r) € I x E médon adjuk
meg. Itt és a tovabbiakban az a,b,c,... = 0,1,2,3 a térid6é vektorok négyes indexei. A
négyesvektorok fiiggetlenek a vonatkoztatasi rendszerektol, a széthasitott forma nem
az, a széthasitds feltételez egy megfigyel6t. A hangsily itt nem az inerciarendszerek
egyenértékiiségén, hanem az inercialis ,laborrendszer” és a neminercialis kézegmozgas
kozotti kiilonbségeken van.

Az anyag pontjait X* = (t,R) € My = I x A-val jeloljik, ahol A a kontinuum
pontjait reprezentalé haromdimenzids vektortér. Ebben az irdsban a pontokat a szo-
késos médon egy alkalmasan valasztott ¢y idépontban a térben elfoglalt helyzetiikkel
reprezentaljuk. Ennek a reprezenticiénak a problémaival és ezeknek a problémaknak
zik részletesen.

A kontinuumot a téridébeli viselkedését jellemz6 létezésfigguénye adja meg:

Y . — t
My —-M: (t,R)— 2%tR) < (5i(t,R))' (A.5)
ahol i, 4, k, ... = 1,2,3 a térvektorok harmas indexei. A vektorok és tenzorok széthasita-

sanak jel6lésére is hasznaljuk a fent bevezetett < jel6lést. Az idészeri komponenseket,
derivaltakat 0 vagy t indexszel jelolom. Z(t, R) a jol ismert mozgasfiiggvény, r és R
pedig az inercialis megfigyeld terének, illetve az anyagi sokasag relativ helyzetvekto-
rait jelolik. Természetesen itt is haszndljuk az négyes indexeket, tehat 7% = (¢,7%) és
R® = (t, R"). A mozgéasfiiggvény fenti egyszerti négydimenziés altaldnositasanak kovet-
kezményeit targyaljuk a tovabbiakban. Az z%(t, R) létezésfiiggvény inverzét X (¢, r)-el
jeloljik. Az invertalhatosiag maga fizikai kovetelmény: azt a feltevést fejezi ki, hogy
a kontinuum pontonként megmarad 1étezése soran (pl. nem témorédik t6bb pont egy
pontba, stb...). Alapvet&en az indexes jelolésmédot fogjuk haszndlni, az el6bbi fiigg-
vényeket példaul a kévetkez6 formaban is irhatjuk:

79(t, RY) < < %i(tfRi) ) illetve  X9(t, i) < < Xi(i,ri) ) (A.6)
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A.2. dbra. A létezésfiiggvény és inverze

(Az I x A értékii X* valéjdban nem absztrakt indexes: komponensei nem alkotnak
olyan négyes egységet, mint az x®k.) A kovektorokat sorban, a vektorokat oszlop-
ban jeloljiik, lehetoleg 6sszhangban a métrixszorzas szabalyaival. Azonban a métrixos
jelolést csak négyes-harmas viszonylatban, azaz a széthasitott esetben tér- és id6-
komponensek megkiilonboztetésekor hasznaljuk. A vektorok felsd, a kovektorok alsé
indexet kapnak és csak also és felsé indexekre megengedett az Osszegzés, mert a tér-
id6 nem euklidészi vektortér: nemrelativisztikusan nincs téridé-tavolsag. Az Einstein-
konvenciénak megfelel6en az azonos indexek 6sszegzést jelolnek. Az M 4-n értelmezett,
azaz szubsztancidlis mennyiségeket hullammal jeloljiik, az M-en értelmezett, azaz lo-
kdlis mennyiségekre, masképpen mezdkre bevezetett jeloléshez képest. Azaz példdul az
A(t,r) skalarmez8 szubsztancialis formaja A(t,R) = A(t,7"(¢,R)), vagyis A = AoZ®
bs A=AoX @ ahol o az Osszetett fliggvény jele.

Alapinverzek

% és X® inverzei egymésnak, ezért
%0 X0 =59, X0t =49, ToX =6, Xoil=¢, (A.7)

Itt a megfelel6 vektorterek identitds leképezése idm, idm,, idE és ida az indexes
jeloléssel 6%, gab, 5t j» illetve 5t ; lesznek. Vigyazzunk, mert specialisan a fenti formu-
laknal a bal oldalon all6 fiiggvényeket nem a helyettesitési értékiikkel tekintjitk (vesd
ossze (A.10)-el) és altalaban is jelolésmodunkat igyeksziink éppen csak annyira pon-
tossa tenni, hogy kis odafigyeléssel kényelmes és attekinthetd szamoldasi szabdlyokat
tegyen lehet6vé. Ugyanis a nagyszamu kiilonféle, de hasonlé figgvény koziil célszerii
mindazokat lehetéleg azonositani, amelyek fizikai szerepe megegyezik. Ennek megfele-
16en a létezésfiiggvénynek és inverzének a derivaltjai a létezésgradiens, fmb € MM*,,
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és inverze Z% € My ® M*, ahol

~a N 10 1 0
Y = 02" < (9, 0;) (g) = <5t56«i 5%) = (51 f;ﬁ ) ; (A-8)
J J

a a t 1 0; 1 0
J

Itt 3¢ = 0,3 a szubsztancialis sebesség, Vi = 0, X" az anyagi sebességmezd, .FNIij =
= 5]55@ a szubsztancialis mozgdsgradiens * | Gij = (H_l)ij = 0, X" pedig a mozgas-
gradiens mezonek, az el6bbi mennyiség lokalis formajanak az inverze. Bevezethetjiik
még az u® = 0,7 (szubsztanciélis) négyessebességet és a V¢ = 0, X négyes anyagi
sebességmezdt. Természetesen barmelyik szubsztancidlis mennyiségnek képezhetjitk a
lokélis forméjat is, igy példaul v (t,r%) = (9@ o X*)(t, ) = O,@ (t, X/ (t,r7)), amit
indexek nélkil v(t,r) = 5t§(t,X(t,r)) alakban frhatunk. Ne feledjiik, hogy a 8, je-
16lés arra utal, hogy szubsztancialis fiiggvényt derivalunk id6 szerint, R-et dlland6an
tartva. Altaldban 9y(...) = (.. .)|{Re}.cxp illetve Dp(...) = (.. )| {re} e Az €l8b-
bi példat ezek utan roévidebben és egyszertibben is kifejezhetjiik, v* = 5t:ni, illetve
indexek nélkiil v = 5tx formédban, azaz a derivalds a szubsztancialis mennyiségre vo-
natkozik, de a derivaltat mezéként tekintjiik, tehat az értelmezési tartomany a téridé.
Altaldban a derivélds f5lotti jel (vagy hidnya) a derivalandé fiiggvény értelmezési tar-
tomanyat, mig a derivalt értelmezési tartoméanyat a fiiggvény feletti jel (vagy hidnya)
jeloli. (A.7) mésodik formuldjanak derivalasaval kapjuk, hogy

ab(Xa o'%c) = (5t75j) (Xz(t,fk(tfR)) — Rz> = gab = <’0]:2 gozjj> = (AlO)

B 1 0; B 1 0;
o X+ o Xioah o Xiot)  \Vit Gt G HY

Innen leolvashaté, hogy

~ = :
Vi = G (A.12)
Természetesen ez a megfelel§ mezOkre is igaz, azaz Gikaj = 5ij és Vi = —Gikvk,

hiszen a matrixok kozotti osszefliiggéseket az értelmezési tartomany megvaltoztatasa
nem befolyasolja.
Derivaltak

A kiilonféle derivaltak kozotti kapcsolatokat leolvashatjuk egy skalarfiiggvényre tor-
tén6 hatasukbol. Szubsztancidlis mennyiségekre

0f = (aF a5)=odor =afvi = (oF ad) (3 )=
= (8tf+5k8kf akfﬁ]§> (A.13)

! Ezt a mennyiséget angol nevének tiikorforditdsdval sokszor deforméciégradiensnek nevezi a
magyar szakirodalom.
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Mésrészt mezdkre
3 c 3 c Y Y 1 0;
0 < (@f af) = dfox =042 < (3 ) (e oh)
= (B +V*as Bisch). (A.14)

Azaz

Ba(..)=0:(...)Y¢, | Da(...) = 0e(...)2°

(A.15)

Ebbél kovetkezden az ido és térderivaltakra kiilon is felirva

9 (..) () =0(.)+v*o(..)| Oi(...)=0,(.. )H" |  (A.16)

~d
~dt
O(..)=0(..)+V*o(..))|, O(...)=0k(..)G" | (A7)

)

Itt a szubsztancialis idéderivaltra bevezettiik a szokdsos % jelolést, amit néha pont-
tal roviditiink.
Vegyes derivaltak

Igen fontos szerepet jatszanak a vegyes masodik parcidlis derivaltak egyenl6sége alap-
jan felirhaté Osszefliggések. Két négyes derivilasra ez trivialis, de részben széthasitva
felhasznéljuk a mozgasgradiens és a sebességek definiciéit és a derivaltakra fennt ka-
pott bekeretezett Osszefiiggéseket.

Idéderivaltakkal. Eloszor a négyes mennyiségekre (A.15) alapjan kapjuk, hogy

QY'Y = ,0,7% = 00, T = DV, —  0Y% =005, (A.18)
W2 = 00, X" = 0p0 X = OpV*, — 0% =9.VZ°, (A.19)

Kicsit atalakitva az utébbi formulakat kapjuk a gyakorlatban hasznalhatébb azonos-
sdgokat, ugyanis (A.18)—(A.19)-bdl a sebességderivaltakat kifejezve, (A.8)—(A.9) és
(A.11)-(A.12) felhaszndlasaval és (A.18)-nél is mez6kre attérve kapjuk, hogy

I A B o0\
(@ve)7o-oe< (i i) (o ob)-

_ 0 0N (00
o bi—Hikalvl Hikaj T \owt 9t )

a e _ a1ra 0 Ok 1 Oj -
QZ%Y = BV < <atvi @G"k) (vk ij) _

(0 0 (0 Y
o 6tVZ+8tG”kvk 615leij B Vl ajvz ’
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Itt a tér-térszerli és ido-térszerti komponensek részben ismer6s formuldkat eredmé-
nyeznek.

' = 8tvi—Hika, azaz v= v-H-V=9v+v-Vov, (A.20)
o' = Hikaj, azaz Vv= H -H! (A.21)
Vi= 9,Vi4 atGikvk, azaz V= §V+3G-v, (A.22)
o;Vi= 9,G' H, azaz VV = OH . H. (A.23)

A legutolsé Osszefliggésnél az inverzfiiggvény derivaltjara vonatkozo szabdalyt hasznal-
tuk fel.
Térderivaltakkal. Ekkor kicsit keverve a kiillonbozé széthasitott alakokat kapjuk,

hogy

o 0; O <
oY’ < <~~A ~ L > = 001" =
8ﬂ)] 8iHJk

8;2°, < < Oi o Ui ) = 9,9.X" =

avi 9,67,
B b b Oz: Oi‘ Oik'
= 0:0;X" < e <GJ1.> <8tG3i aiji)' (8.25)

A széthasitas jele folotti index parcialis széthasitast jelol. A tér-térszeri és id6-
térszerli komponenseket ismét érdemes kiemelni. A tér-térszerli komponensnek nincs
jO index nélkiili felirdasa, mert harmadrendii tenzor részleges szimmetriajara vonatko-

zik.

v’ = Hji, azaz Vv = H, (A.26)
OH’, = O H, azaz -, (A.27)
VI = 8,7 azaz VV = 9,G, (A.28)
G, = oG, azaz — (A.29)

A.2. Anyagi mennyiségek és anyagi derivaltak

A szubsztancidlis alak keveri a téridore és az anyagra vonatkozé mennyiségeket. Az
anyagi mennyiségeknek figyelembe kell venni a kontinuum mozgasdnak kévetkezmé-
nyeit, de azt az anyagra magara vonatkoztatva megadni. Ezt a feltételt egyszeri fi-
gyelembe venni, ha megkiilonboztetjiik a fiiggvényeket az aldbbiak szerint:

— lokalis: M — M - téridon értelmezett téridé jellegii fliggvény |,
— szubsztancilis: M4 — M" anyagon értelmezett téridd jellegli fliggvény,

— anyagi: My — M} az anyagon értelmezett anyag jellegii fliggvény.
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Itt az n egész szam a fizikai mennyiség tenzori rendjét adja. Mivel az anyag valahol és
valamikor van a téridében, azaz az anyag és a térid6 kozott — feltételezésiink szerint
— egyértelmili kapcsolat van, ezért ezek a formak ugyanannak a fizikai mennyiségnek
egyenértékli kifejezési médjai. Az értelmezési tartomanyokat a létezésfliggvény, az
értékkészleteket pedig a létezésgradiens segitségével valtoztathatjuk meg. A fizikai
mennyiségek szubsztancidlis alakjat az eddigiek szerint a mezOkre (lokélis alakra)
bevezetett jelolés folott hullammal, az anyagi alakot kalappal jeloljiik.

Skalar

Egy skalarmez6 az egy f: M — R, (t,r) — f(¢,r) fiiggvény. Ennek szubsztancialis
forméja megegyezik az anyagi formaval, tehat

f:f:fo%a, azaz f(th) :f(t,&fl(t,R))

Ennek megfeleléen anyagi derivaltja megegyezik a szubsztancialis derivalttal:

éaf = 5(1]?: 86}7511%0 = ac.]?}“}ca =

0;

= (0. 0:f) = (1. V) = (0uF, 0k ) (fk ﬁk> = (O +7"0u . OnFHY). (A30)

Ebbdl lathatd, hogy a skalar mennyiség anyagi ido- és térderivaltjai a kovetkezoek :
o . o .
f=F=0f+v"0f, azaz = f=0,f+v -V, (A.31)
Oif = 0if = O fHF, azaz Vf=Vf=Vf H. (A.32)

Az anyagi id6éderivéaltra kiilon jelolést vezettiink be és a formulakat lokalis alakban,
mezdként adtuk meg. Az anyagi idéderivalt geometriailag az anyag sebességmezdje
szerinti Lie-derivalt.

Vektor

Egy vektormezd lokalisan egy
A" M—-M, (tr)—ctr)
fliggvény. Ennek szubsztancialis és anyagi formai:

& My— M, ' =c"ox,
¢t Mgy —» My, &=270cC

Vektorok anyagi formajat agy kapjuk, hogy nemcsak az értelmezési tartomanyt, ha-
nem az értékkészletet is visszahizzuk az anyagi sokasdgra. A négyes vektori mennyisé-
gek nem fliggenek a vonatkoztatasi rendszer mozgasatol — viszont felbontdsuk id6- és
térszerii komponensekre mér fiigg. A megfigyel6t a sebességmezdje adja meg [201]. Az
anyag maga is meghataroz egy sebességmezdt, ennek megfeleléen legaldbb két célszeri
és gyakran hasznalatos felbontéasa van egy tetszoleges vektori mennyiségnek: egy iner-
cialis megfigyeld és az anyag szerint. Ha az anyag relativ sebességmez06je az inercialis
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megfigyelé szerint v (azaz széthasitott négyessebessége v® < (1,v%)), akkor a kétféle
felbontéast vektorok esetén Galilei-transzformécié koti 0ssze a kovetkezd médon:

a I ao [ o
e (@) w2 (D)= (") a0

Itt felilvonassal az anyag szerinti felbontdst jeldltiik, és az utolsd egyenléség megad-
ja annak inercialis mennyiségekkel kifejezett alakjat. Figyeljiik meg, hogy vektornak az
idOszerili része ugyanaz a kiilonb6z6 megfigyelk szamara. A fenti 6sszefliggés megjele-
nik a vektor anyagi formajanak id6- és térszeri komponensekre torténé felbontasaban

is:
&0 ~ 1 0,; 0 A A
c = <éz> VA »C < <_szvk Gz]) <C‘7> (Glj(cj _ U]CO)> <GZJE]> .
(A.34)
Az anyagi forma derivaltja a teljes anyagi derivdlt

. 0 o -0 OO
D e = & LY -
C <G3k5k> <6t 8) ((ijgk) ai(ijék)
. ' CO o 5Z'CO o
G -dopk) & (o -doHr))

& v
- (G(é ~Vv-e) G(Ve—VH-: c)> ‘ (A-35)

Itt az elsO sor széthasitdsdnal a diadikus szorzat miatt a derivaltak az el6ttiik levo
formuléra hatnak, ahogy a kovetkezd matrixbdl latszik. Az atalakitdsoknal felhasznal-
tuk az inverz matrix derivaltjara vonatkozé Osszefiiggést, illetve az (A.21) és (A.27)
Osszefiiggéseket. A derivaldsok kijelolése utdn elhagytuk a szubsztancialis forma jelo-
1ését. Az els6 oszlopbdl olvashato ki az anyagi idéderivalt, amit még egy picit érdemes
alakitanunk:

A

oa

0 0
© = <Gil(él - Ekﬁkvl)) - (Gil ((cl — Doty — (k- covk)akvl)>) ’

0 &0 0
¢ = (i(é) - (G-((c—covj—VV-(c—cov)))' (A.36)

Ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg, vagyis feltéte-
lezziik, hogy maga az anyagi sokasidg — masnéven a referencia konfiguracié — a pil-
lanatnyi konfiguracié, akkor térszert vektorra — amelynek null index{i, azaz id6szeri
komponense nulla — érdemes kiilon is felirnunk az anyagi idéderivaltat, Ekkor forma-
lisan G* ; identités (de a derivaltja nem az):

Gi=¢ — Jdojut|, azaz E=¢-— (Vv)-c| (A.37)

, v, . e 3z 2 TS . 2z v RN .
Ezt szokés a vektor felsédramldsos iddderivdltjanak nevezni, és c-val jelolni.
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Kovektor

Egy kovektormez6 lokalis, szubsztancidlis és anyagi alakjai a kovetkezbek:

ke :© Mo M (tr) e ke(t,1), (A.38)
ko @ My —M*  k,=k,o%, (A.39)
ko + Mpg— M, ko=Y,%. (A.40)

Hasonlbéan a vektorokhoz, ha az anyag relativ sebességmezGje az inercialis megfi-
gyeld szerint v, akkor megadhatjuk egy inercidlis és anyagi megfigyel§ szempontjabdl
is. A kovektorok azonban masképp transzformalédnak, mint a vektorok:

kg < (]{0 kz) s ko= (l_ﬁo k‘l) = (k() + Ukkk k‘z) . (A.41)

Fz a felbontas természetesen ismét tikkrézédik a kovektor anyagi forméjanak id6 és
térszeri komponenseiben

o= (ke k) =Y °k 1 Ko\ _ (7 7 7k
ka*(ko k?z)*Ya kc'<<0 H ><kk><k‘0—|—v ki Hi k‘k) (A.42)

Figyeljiikk meg, hogy kovektoroknak a térszerii része ugyanaz a kiilonbo6z6 megfigye-
16k szamara. Megjegyzend6, hogy a derivalt maga is egy kovektor, a szubsztancidlis
id6derivalt pedig id6szeri komponensének anyagi alakja. A teljes anyagi derivalt pedig
a kovetkezo:

. &\~ o~ o~ o~ (ko +0%kp)  (H,*ky)
Lk ~ k ke )= ~% 2oL Y =
Oakp < (al> (ko+v ki H] k?k) <6'(k‘0+5kkk) 61(Hkk3k)

(ko H, wk+(@m)m) ko H(k+(Vv)* - k)
Oiko  H;*(Oiky + OpH, i) Vko H(Vk+ VH-k)

Itt a csillag a transzpondlast jeloli. Az utolsé egyenlOségnél itt is attértiink lokdlis
mennyiségekre. Az utols6 méatrixok elsé sordabdl olvashaté ki az anyagi idéderivalt:

o . .
ko= ((ko + Bao®)  H, F (e + bidge!)) (A.43)
Ebbdl kaphatjuk meg a térszerii kovektorra vonatkozd jol ismert alséaramlasos

idéderivaltat, ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (H, J
az identitds, a pillanatnyi konfiguracié megegyezik a referencia konfiguracioval):

= ((kkvkj ki +kk8ivk> . azaz  |k= ((k-vj k+k-vv) . (A44)

Vagyis térszerli kovektor anyagi idéderivaltja altalaban nem térszeri. Nem szorit-
kozhatunk csak a hiarom dimenzidora. Az anyagi idéderivalt térszerii részét nevezik
alsédramldsos derivdltnak.
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Tenzor

Egy tenzormez6 lokalis, szubsztancidlis és anyagi formai a kovetkezoek:

7% © M- MM, (t,r) — T(t, 1), (A.45)
T © My—-MoM, T =T%07, (A.46)
T% © My —-MyoMy, 19 =2%2°T% (A.47)

Egy tenzormezonek inercialis megfigyelok dltal széthasitott formajat most nem ad-
juk meg, helyette majd a referencia konfiguraciéra visszahizott, anyagi formabdl olvas-
suk ki. Ezt (A.34)-(A.42)-bdl lathatéan megtehetjik. A kozvetlen érveléshez viszont
a téridémodellek transzforméciés formulai sziikségesek [201]. Tehat

. (R PSP 1 0 (1 ™\ (1 -Gt
ab_ (" ) =z zb Ted — , ! kU ) =
T (tz t”) Z CZ dT <_szvk Gll) (tl tlm) <0m sz
B tO A Gjm(tm _ to’l)m) _
- Gll(tl _ Ulto) GllG]m(tlm _ tm'Ul _ tlvm + to’l)l'l)m) -

0 G ™
= (Gz’l{l GilGjmzlm> : (A48)

A széthasitott forma komponeneseit az eddigiekhez hasonléan feliilvonéssal jeloltiik.
Figyeljiik meg, hogy egy tenzormez6 id6-idGszerii része nem valtozik a kiilénbo6z6
megfigyel6k szempontjabol. A teljes anyagi derivalt a kévetkezd:

70 ~k  Im
N (b e qde 3 3 t. ~G~mt
8a<Z dZ eT ) = (at 81) <é]lfl GJlemt_lm>
7Jz.o . (ékszmj '
B (G’jlfl) (GJZkaflm)
(L0 GG
ai(G7 1y 8y (G7,GR, Emy
i Gh (= 0
G]l(fl _ 8Tvlt_r)) GilGjm(t_lm _ (9TUZI,TTm _ aTUmt‘lr)
N d;t° G, (05t™ — 0, H™ ") )

GI (O f — 0. H ) GG (DM — 9, H! ™ — 9, H™E")

(A.49)
Az utolsé hipermaétrix els¢ komponenese az anyagi idéderivalt. Ezt részletesebben
kifejtve kapjuk, hogy

{0 G (™ — t00™) — D™ (" — tou"))
oab . tlm_tm l—tl m tO 1, m\__
T = Gz (tl - tovl)_ Gz Gjm o Qfl(trm o tqnjlvr _erz _i_f(;(]l;rq)}m)_
P\ ol (7 — tov") ! "

8rvm(tlr —thyr — ol 4+ tovrvl)
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Ebbdl kaphatjuk meg a térszerii tenzorra vonatkozo jol ismert felsaramlasos idéde-
rivéltat, ha az anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (azaz G,’
identités, a pillanatnyi konfigurdcié megegyezik a referencia konfigurdciéval):

0ij 0 0"
(Y . o ) A.
T <OJ tY — Oyt — 8rv3t“"> (A-50)
Vagyis térszerli tenzor anyagi idéderivaltja térszeri.

Kotenzor

Egy kotenzormezé lokalis, szubsztancidlis és anyagi formai a kovetkezoek :

By @ M — M* @M, (t,r) — Bgy(t,r), (A51)
Bwy @ My — M*® M, Bap = Bay 0 7, (A.52)
By @ My—MYyoMy, Bg=Y,%, By (A.53)

A tenzorok esetéhez hasonléan most is csak az anyagi format irjuk fel. Tehat

~ (bo b\ s ecan (1 W\ (by bnm 10\
Bab_(i)i Bij>_Ya Y}) BCd_<OZ’ Hik bk bkm ™ H@ o

N <bo + 0Py, + b 0™ + V0™ H™ (b + vkbkm)>

H; % (bg + 0™ b H, kH”}bkm = (A.54)

B < b HT, )
H,*b, H, kH”;bkm :
A széthasitott forma komponeneseit az eddigiekhez hasonlbéan feliilvonassal jeloltiik.
Figyeljiik meg, hogy egy tenzormezd tér-térszerii része az, ami nem valtozik a kilon-
b6z6 megfigyelok szempontjabol. A teljes anyagi derivalt a kévetkezd:
bo H, by, )

0a(Yy Y, °Bae) < (0 i) | 5 v = kT
Oa(¥ "X dH(at 81) (Hj”bn H;™H, by

b (H%b)
((ﬁjnbn) (ﬁjnm,;bnm)> B
- ( B O ) -

Oi(H,"by)  O;(H,;"H" b

bo H™ (b + by Ot
_ H b+ b,0007) - H, " HY (B + by 0" + 0,0°bira)
9ibo H (Db + O H' ;by)
H," (Db + 0, H" by)  H;"H (b + O H' by + 0nH' by
(A.55)

Az utolsé hipermatrix elsé komponenese az anyagi idéderivalt. Ezt részletesebben
kifejtve kapjuk, hogy
8 ( (bo + V¥ + b v™ + VR v™)  H (b + Vg ) + (b + ukbkr)amw)>
ab=— N .
H?’L

H™ (b, + v¥brn) + (by + vFbg, ) Opo” H™YH™ (b + byrOmt" + 0nv5bem
1 1 ] (A )
56
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A.2. Anyagi mennyiségek és anyagi derivaltak

A térszerti kotenzor anyagi id6derivaltja abban az esetben, sem térszerti, ha az
anyagot az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (azaz G,’ identitds, a
pillanatnyi konfiguracié megegyezik a referencia konfiguraciéval), mert:

k,,m \ Eno k ym
B () e )
(’U bki) + vFbgy, O™ bij + bik(‘?jv + O;v bkj

Ennek tér-térszerti komponense a jol ismert haromdimenziés alsédramldsos derivdlt.

Vegyes tenzor

Egy vegyes tenzormezo lokalis, szubsztancialis és anyagi formai a kdvetkezoek:

Aab : M — M ® M*, (t, I‘) —> Aab(t, I‘), (A58)
A% My — Mo M, A% = A% o7, (A.59)
A% 0 My - My My, A% =2Y, %A, (A.60)

Az eddigiekhez hasonléan most is csak az anyagi forméat irjuk fel. Tehat

a a® aj S0 S de 1 0r \ (b0 bm 10
- () ma- (e &) () (- 8-

_ a® + a,v™ H™ma,, B
A\ G (ah = a%! + b o™ — agu™ot) G' H"(a",, — amv!))

_ (@ Hiam
~\¢'d ¢ Hmd )

A széthasitott alak komponeneseit most is feliilvonassal jeloltiik. Figyeljiik meg,
hogy egy vegyes tenzormezo idé-térszerii része az, ami nem valtozik a kiillénb6z6 meg-
figyel6k szempontjabdl. A teljes anyagi derivalt a kdvetkez6:

(A.61)

-0 ITm =
5 ad _ 3 (b v oeqd 5 5\ (. @  Hham | _
DA, = 8,(2 Y, A4 < (3, 3) (Gjla, GZH%%)

Il

N

N

o> .

e I

5}

Sy

kS oyl

I

3

| = (A.62)
5i(éjlalj ] éjzﬁni_in)
ol  H"(Gm + 6,007
_ G’ (@™ — a9t 7 HM(a, — Optan, + Omenal )
’ d;a’ ‘ H"™ (Oiam + O H" ;0
G’ (0;a — 0, H ;a™) G’ H™(dal, — 0, H' ,a", + 0 H",a' )
(A.63)

Az utols6é hipermétrix els6 komponenese a vegyes tenzor anyagi idéderivaltja. Ezt
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A. Objektivitas és térid6

részletesebben kifejtve kapjuk, hogy

(a® + amv ) ff"}(dm + aOmt)
(al —a%! +d! )
O a (al —a vl)—
A p= ~. a Um'Ul _ o~ m m ‘ (A.64)
Gll (CL C:%Um jam k_ GJZH"% 8nvl(a’nm - amvn)+

1 !
00" ™)yt Omv"(a",, — ayv')
A térszerti vegyes tenzor anyagi idéderivaltja sem térszerti, akkor sem, ha az anyagot
az el6bbiekhez hasonléan az adott pillanatban elfoglalt helyzetével adjuk meg (azaz
G,’, H,” identités, a pillanatnyi konfigurdcié megegyezik a referencia konfigurdciéval),
mert:

O

0 0;
A]’: J

~. : ~ ~ . (A.65
(Gll((almvm) — a%vkamvl) GJlH’rL(alm — Opvta™,, 4+ Omv"a )> ( )

Ez sem marad térszerfi.

Létezésgradiens és sebesség

A kinematikai alapmennyiségiink, a létezésgradiens vegyes_tenzor. Anyagi formaja
viszont megegyezik a szubsztancialis formaval, mert Yb = Z¢ Y}) dye 5 =Y, % Ennek
megfeleléen az anyagi formédjanak derivaltja a szubsztancidlis derivalt lesz:

0 0,?)
~ ~ ~ -~ N/1 0 =
aaycb:aaycu(at az-) <m‘ f[’;k>: 01{ Hoi . (A.66)
(a0 2

Innen kiolvashatjuk a négyessebesség anyagi derivaltjat is. Ebbdl kovetkezik to-
vabba, hogy a sebesség és a mozgasgradiens anyagi idéderivaltja a szubsztancidlis
derivalt.
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B. Farkas lemmaja és kovetkezményei

Ebben a fliggelékben a Liu-eljaras algebrai részét, a feltételes linearis egyenlGtlenség-
rendszerek megoldésédhoz sziikséges ismereteket adom meg. A bizonyitdsok [299]-et
kovetik, ahol részben Farkas és Haar eredeti munkait [75, 76, 117], részben pedig Liu
[188] gondolatmenetét foglalom &ssze.

B.1. Lemma. (Farkas) Tekintsik az a; # 0, i = 1,...,n vektorokat a V véges di-
menzids vektortéren, és a vektortér dudlisinak S = {p € V¥|p-a; > 0,i = 1,...,n}
részhalmazat. Ekkor a kovetkezo dllitdsok ekvivalensek minden b € V-re:

(i) p-b >0 minden p € S-re.

(ii) Léteznek A1, ..., Ap, nemnegativ egész szamok gy, hogy b =Y | Na;.

Bizonyitds. (it) = (i) p- D>y Nai=> .- Ap-a;, >0, hapels.

(1) = (i1) Elegend§ az allitést ay, ..., a; egy maximalis, linedrisan fliiggetlen részhal-
mazara bizonyitani.

Legyen Sy ={y € V* | y-a;, =0,i =1,...,l}. Ekkor vildgos, hogy 0 # Sy C S.

Ha y € Sy, akkor —y € Sp, ezért y-b > 0 és —y - b > 0 egyszerre teljesiil. Ezért
minden y € Sp-re igaz, hogy y-b = 0. Vagyis b az {a;} 4ltal generalt linedris altérben
van, tehat vannak olyan Aq, ..., \; valds szamok, hogy b = 2221 Aia;.

Tovabba, minden k € {1,...,1} esetén van olyan py € V* hogy py-a; = 1 és
pPr-a; = 0 ha i # k. Ezért minden p € S-re igaz lesz, hogy 0 < py-b = Pk‘22:1 Aa; =
= 22:1 AiPr-a; = A\ minden k-ra. Amennyiben a vektorok nem fiiggetlenek, a szorzdk
valaszthatéak nullanak. B

Megjegyzés. A kivetkezdkben V* elemeit fiiggetlennek vdltozoknak nevezzilk, V*-ot a
fliggetlen vdltozok terének. A lemma els6 felében szerepl6 egyenlGtlenséget célegyenldt-
lenségnek, a masodik felében szereplé nemnegativ szamokat pedig Lagrange—Farkas
szorzoéknak hivjuk. Az S-t meghatarozé egyenlétlenségek a kényszerek.

Konkrét szamitasok soran a Lagrange-Farkas-szorzokat hasonléan hasznalhatjuk,
mint a Lagrange-szorzokat feltételes széls6érték problémak esetén:

p-b—Z)\ip‘ai:p‘(b—Z)\i-ai)20, Vp e V"
i=1 i=1

Az utolsé formabdl kiolvashatjuk a lemma méasodik allitasat.

Megjegyzés. A tétel geometriai értelmezése fontos és szemléletes: ha a b vektor nem
tartozik az a;-k altal generdlt kiphoz, akkor van olyan hipersik, amely elvalasztja b-t
a kuptol.

Ennek a lemmaéanak az dltalanositasat el6szor egymastél fliggetleniill Haar Alfréd
és Farkas Gyula kozolte egyméast kovetd cikkekként, kiilonboz6 bizonyitdsokkal [117,
75]. Jéval késébb mésok tobb izben is wjra felfedezték és bizonyitottak, feltehetéen
figgetlentl (pl. [329, 269)).
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B. Farkas lemmaja és kévetkezményei

B.2. Tétel. (Affin Farkas) Legyenek az a; # 0 vektorok a 'V véges dimenzids vektortér
elemei, o valds szamok, i =1,...,n, ésSy ={p € V* | p-a; > a;,i = 1,...,n}. Ekkor
barmely b € V wektorra és 8 valds szamra vonatkozo kévetkezd dallitasok ekvivalensek:
(i) p-b >3, minden p € Sa-ra.
(it) Vannak olyan \i, ..., \, nemnegativ valds szdmok, hogy b = Y"1 | Nia; és B <
< iy i

Bizony{tds. (ZZ) = (’L) P b= P Z?:l )\iai = Z?:l )\zp ca; > Z?:l )\iai > ﬁ
(1) = (i1) Elészor megmutatjuk, hogy a Farkas-lemma els6 feltétele a fenti tétel
els6 feltételének kovetkezménye, azaz ha (i) igaz, akkor p - b > 0, minden p € S-re.
Tegyiik fel az ellenkezdjét, ekkor van olyan p’ € S, hogy p’ - b < 0. Vegyiink egy
tetszbleges p € Sa-t, ekkor p+kp’ € S4 minden valés nemnegativ k szamra. De ekkor
(p+kp) - b=p-b+kp -b<f hak< pl':/’.;’g . Teh4at ellentmonddsra jutottunk.
Ezért, Farkas lemma&ajanak megfeleléen, léteznek nemnegativ A1, ..., A\, Lagrange—
Farkas-szorzék gy, hogy b = > " Na;. Tehat 8 < infpes, {p - Doij Nia;} =
= infpes, {210 AP - ai} = 30 N, W
Megjegyzés (1). A szorzé-forma ismét egy jé emlékeztetd:

m
(p-b—7) Z)\paz—az— (b — Z)\ -a;) ﬁ—i—Z)\iaiZO, Vp € V*.
i=1
Megjegyzés (2). A geometriai interpretacié hasonlé az el6z6 tételéhez, de affin objektu-
mokkal. Ha a (b, ) vonal, azaz egydimenzids (affin) hipersik nem tartozik az (a;, ;)
vektorok &ltal generdlt (affin) kiphoz, akkor létezik egy hipersik, amely elvdlasztja
b-t a kuptdl.
A kovetkezd allitdas Liu tétele, Farkas lemméjanak az a valtozata (kovetkezmé-
nye), ahogy a modern termodinamikdban felmeriilt [188]. Egyenlétlenségek helyett
egyenlGség-tipusu kényszerek vannak benne, ezért a szorzdk lehetnek negativok is.

B.3. Tétel. (Liu) Legyenek az a; # 0 vektorok a V véges dimenzids vektortér elemet,
a; valds szamok, i = 1,...,n, és Sy, = {p € V¥|p-a; = a;,i = 1,...,n}. Ekkor egy
b € V wvektorra és 8 valds szamra vonatkozd kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) p-b > (3, minden p € Sp-re,

(i) Vannak olyan A1, ..., N, valds szamok, hogy

b = f:)\zal (B.l)
i=1

B N (B.2)
i=1

Bizonyitds. Az allitas az affin Farkas-lemma kdvetkezménye, mert Sy, egyszeriien meg-
adhaté S4-nak megfelels formaban a; és —a; vektorok segitségével: S;, = {p € V*
x|p-a; > a;,p-(—a;) > ;i =1..n}.

Ezért vannak olyan nemnegativ )\f,...,)\:{ és |, ..., A, valés szamok, hogy b =
=Y (Wi = A7ay) = D0 (AT = AT)ay = D0 Niay s B < DT (AT — AT
—iOéi). [ |
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Megjegyzés (1). A szorzo-forma ismét konnyen megjegyezhet6vé teszi az allitast

0<(p-b=B)=> N(p-ai—a)=p-(b=> N-a)—B+> Na;, VpeV™
=1

i=1 =1

Megjegyzés (2). A differencialhaté fiiggvények lokalis feltételes extremumara vonatko-
z6 Lagrange-szorzés tételben a linearis algebra fenti tételét alkalmazzuk a megfeleld
fliggvényeknek az extremdlis pontban torténd linearizdlasa utan.

Az alkalmazédsok szempontjabdl érdemes Liu tételének vektoros kényszerekkel felirt
valtozatat is kimondani:

B.4. Tétel. (vektor Liu) Legyen A # 0 a 'V és U véges dimenzids vektorterek V@ U
tenzorszorzatanak eleme. Legyen tovibbd oo € U és S, = {p € V*|p- A = a}. Ekkor
eqy b € V wvektorra és B wvalds szdmra vonatkozo kévetkezd dllitdsok ekvivalensek :

(i) p-b > 3, minden p € Sp-re.

(ii) Van olyan \ € U* kovektor, hogy

b=A- )\ (B.3)

B< A a. (B.4)

Bizonyitds. Visszakaphatjuk a tétel el6z6 formajat barmely K : U — R" linearis
bijekcid, azaz U egy koordindtdzdisinak segitségével. Ezért a; := A - K* - e;, ahol e;
egységvektor és K- a = (a); = a;. Tehat b = > Na; = A " | N K*e;. Ezért
létezik a keresett A € U*, A =>"" | \;K*e; és X fiiggetlen a koordinatézastol. W

Megjegyzés. A kontinuumfizikdban és termodinamikéban a fenti algebrai dllitasokat
differencidlegyenletekre és egyenlStlenségekre alkalmazzuk. A (B.3) egyenldségeket

Liu-egyenleteknek, a (B.4) egyenlStlenséget disszipdcids egyenldtlenségnek, fiiggetlen
valtozokat pedig folyamatiranyoknak nevezziik.
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C. Reynolds transzporttétele

Reynolds transzporttétele a paraméteres integralokra vonatkozo6 altaldnos tétel egy
specidlis esete. A kontinuumfizikdban az integralis mérlegekrdl a differencilis mér-
legekre torténd transzforméciéra hasznéljak. Ebben a dolgozatban hasznalata pont
forditott, differencidlis mérlegekbdl kovetkeztetiink integralis formékra.

Ha egy dramlé kozeget jellemz8 f mez6t a tér egy olyan id6t6l fiiggé H (t) halmazara
integralunk, amely az aramlo kozeggel egylitt mozog — tehat hataran nem lép at a
kozeget meghatdrozo fizikai mennyiség (pl. tomeg, vagy energia) —, akkor megfelel
simasagi feltételek mellett Reynolds transzporttétele a kovetkezo:

d ) o o
. Zd — . 7.1 d .
dt/,,(t)f(t’“ v /H(t)<atf+f8v> v, (C.1)

ahol dV Lebesque-mértéket jelol H(t)-n és v(t,z2%) a sebességmezd. A részletes bizo-
nyitds megtaldlhat6 pl. [108]-ban.
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D. A mozgo testek homérséklete

OEbben a fiiggelékben a relativisztikus termodinamika torténetét és a dolgozatban
kapott relativisztikus Gibbs-relacié néhany kévetkezményét targyalom.

D.1. Torténet — relativisztikus termodinamika

Ma sincs altalanosan elfogadott relativisztikus termodinamika, kiilénb6z6, egyméasnak
ellentmond¢ relativisztikus termodinamikak vannak. Raadasul nem is két elmélet fe-
sziil egymasnak, ahogy esetleg gondolhatnank, hanem legaldbb négy allaspont 1étezik.
A paradox helyzet a hémérséklet transzforméciés tulajdonsidgainak megfogalmazdsa-
ban jelentkezik legélesebben. A kérdés az, hogy egy adott Ky vonatkoztatasi rend-
szerben nyugvo termodinamikai test Ty homérsékletét egy hozza képest egyenletes
sebességgel mozgb megfigyelé mekkoranak méri (D.1 abra).

— Planck és Einstein 1907-ben azt éllitotta [260, 69], hogy

r== (D.1)

ahol v = ﬁ Latjuk, hogy T' < Tp, a mozgd test homérséklete kisebbnek
latszik a megfigyel6 szamara a nyugalmi homérsékletnél.

— Heinrich Ott (Sommerfeld tanitvinya) 1963-ban egy alapos elemzésben [254]
kétségbe vonta Planck és Einstein allitasat és arra a kovetkeztetésre jutott, hogy
a helyes transzformacios képlet a kovetkezo

OEz a fiiggelék a [25] kozleményen alapul.

Megfigveld

D.1. abra. Relativisztikus termodinamikai test és vonatkoztatési rendszerek
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D. A mozgé testek hémérséklete

azaz T > Ty, a mozgd test hémérséklete nagyobbnak latszik a megfigyeld szamara
a nyugalmi hémérsékleténél.

Ott még cikkének megjelenése el6tt elhunyt, de tole fliggetleniil masok is ha-
sonl6 kovetkeztetésre jutottak, igy a hamarosan kibontakozo6 élénk tudomanyos
vitdban allaspontja nem maradt védelmezo nélkiil. Szamos 1Gj szempont meriilt
fel és 1966-67-ben Peter Landsberg ésszerlien érvel amellett [170, 171], hogy a
hémeérséklet nem transzformélddik, azaz

T =T, (D.3)

Azt gondolhatndnk, hogy okoskodni sokféleképpen lehet, és elvek ide, vagy oda
valéjaban a valosidgnak, azaz a méréseknek kell eldonteniiik ezt a kérdést. Va-
16di kisérletek ugyan akkoriban nem voltak lehetségesek, de pontosan ekkor, a
hatvanas évek végén megmérték a Fold (Naprendszer) sebességét az akkoriban
felfedezett kozmikus hattérsugarzashoz képest [257]. Ezekben a kisérletekben a
feketetest sugarzas Planck-spektruma akkor reprodukalhaté, ha a hémérsékletre
a kovetkez6 transzformaciés szabalyt tételezziik fel:

To

T—__ 0
v(1 —wvcosh)’

ahol 0 a mozgas és a megfigyelés irdanya kozotti szog. Ez a Doppler-
transzforméciés formula. Ezt Ggy értelmezhetjiik (illetve joval kés6bb tobben,
tobbek kozott a mar emlitett Peter Landsberg 2004-ben [173], Ggy értelmezték),
hogy nincs értelme transzforméacios képletet keresni, a homérséklet mérésének
modjatél, azaz a homérotol fiigg a hémérséklet.

— Végiil esetenként megjelenik azok véleménye is, akik ehhez a vitdhoz nem széltak

hozz4, mert szerintiik komoly tudés nem artja magat ilyen alprobléméakba [233].

Léatjuk, hogy tulajdonképpen a lehetséges valamennyi valaszt megkaptuk (hidegebb,
melegebb, egyenld, értelmetlen, és félreértés az egész). Az a furcsa, hogy mindegyik
allaspont védheto, és manapsag is szdmos tanulmany és vizsgalat jelenik meg egyik,
vagy masik allaspont védelmében, vagyis tgy tiinik, senki véleménye nem volt elég
meggy6z6 (lasd pl. [266, 53, 61, 340]).

Mi is volt a f6 kérdés Planck és Einstein szamara? Az djonnan kidolgozott relati-
vitaselmélet fényében a Gibbs-relacié megfelel6 formajat keresték egymashoz képest
mozgb inercidlis vonatkoztatasi rendszerekben. Azaz tegyiik fel, hogy termodinamikai
testhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben
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dE() = T()dSo — p()dV(), (D.4)

!Ttt Miiller Israel-t és Stewart-ot is idézi [135] (Miiller rosszul idéz), aki ’imbroglio’-nak, azaz
nagyon idegesito félreértésnek nevezi a relativisztikus termodinamikanak ezt a problémajat.
Miiller érvelése azon alapul, hogy a Gibbs-reldcié ,kéztudomastlag’ csak egyensilyban érvé-
nyes. Ezzel sajat magdval keveredik ellentmonddasba, ugyanis [235] kényvének legelsd formuldja
az els6 f6tételt a teljes energidra vonatkozdéan fogalmazza meg. Innen csak egyetlen 1épés, a
valtozok felismerése kell a sebességet is tartalmazé (1.49) Gibbs-reléci6 felirdsdhoz.



D.1. Térténet — relativisztikus termodinamika

ahol Ejy a test energidja, Vj a térfogata, py a nyomasa, Sy az entropiaja és Ty a ho-
mérséklete. Kérdés, hogy a testhez képest mozgé inercidlis megfigyel$ szamara hogyan
irhato ez fel?

A relativitdselmélet ekkor még nem ismerte a Minkowski-teret (1909), a vizsgalédas
f6 irdanya fizikai mennyiségek vonatkoztatasi rendszerektdl torténd fiiggésének felde-
ritésére a transzformacids tulajdonsagok vizsgdlata jelentette. Planck elemi megfon-
tolasokkal, illetve tanitvanyanak, von Mosengeilnek munkajara tdmaszkodva belatta,
hogy a nyomés nem transzformalédik, azaz a D.1. dbra vonatkoztatasi rendszereiben

P = Do.

A térfogat esetében ebben az elrendezésben csak az x irdnyd Lorentz-kontrakciot

vessziik figyelembe, ezért

Vi
V=2
Y

Planck tébbféle gondolatmenettel is demonstrilta, hogy az entrépia nem transzfor-
malodik
S =5.

Egyik legegyszeriibb megfontolasa a vonatkoztatasi rendszerek egyenértékiiségével ér-
vel, illetve feltételezi/felhasznalja, hogy az egyik rendszerbél adiabatikusan dtmozgat-
hatjuk a termodinamikai testet a masikba. Ugyanis tételezziik fel, hogy mondjuk a
mozg6 megfigyelo rendszerében észlelt entropia a nagyobb, S > Sp. Ezutan a testet
gyorsitsuk fel adiabatikusan a mésik rendszer sebességére. A mozgatas adiabatikussa-
ga miatt az entrépidk nem valtoztak. Azonban most mar a masik — eléz6leg megfigyeld
— rendszerben nyugszik a termodinamikai test, ezért ha van kiilonbség a mozgd és al-
16 test entrépiai kozott, akkor az ellenkezd iranyd egyenlGtlenség kellene fennalljon
S < Sp, ami lehetetlen.

Az is vildgos volt, hogy relativisztikusan az energia nem alapveté mennyiség, egy
adott termodinamikai test (vagy tomegpont) energidja a kiils6 megfigyel6 szamara
néha impulzusnak latszik (hasonléan, ahogy sztatikus elektromos tér mozgé rendszer-
bél méagneses teret is mutat). Azaz, az energia a specidlis relativitdselméletben az
energiaimpulzus-négyesvektor idoszerti komponense és csak a megfigyel6 szamara, az
idovel és a térrel egyiitt, latszik energianak, illetve impulzusnak. Ha egy termodina-
mikai testnek Fy az energidja egy nyugvé rendszerben és nincs impulzusa, akkor a
hozza képest v sebességgel mozgd rendszerbdl tgy tinik, hogy energidja E és van
G impulzusa is. Energia és impulzus ugyanigy egy négyesvektor részei, mint idé és
tér, ezért a kiilonféle nézépontokat egy Lorentz-transzformécié kapcsolja 6ssze. A D.1
abran lathaté elrendezéssel (a mozgds irdnya megegyezik a koordindtarendszerek x
tengelyének iranydval) 1+1 dimenziéban irhat6:

()= (D)= ()

Ez viszont azt jelenti, hogy energiacserérdl a termikus kolcsonhatdasban 6nmagaban
értelmetlen beszélni: a hokozlés megvaltoztatja a termodinamikai test impulzusat is.
Ezért Planck bevezette az iigynevezett transzlaciés munkat, és a mozgd vonatkoztatasi
rendszerben a Gibbs-reldcié alakjat a kévetkezd formaban tételezték fel:

dE = TdS — pdV + vdG. (D.5)
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Behelyettesitve ebbe a formulaba a fenti transzformacios szabalyokat, révid atalaki-
tassal azt kapjuk, hogy

dE
9B _ pagy — po 2.
Y Y

Ez pedig csak akkor egyezik meg a nyugvé rendszerbeli (D.4) alakkal, ha

_T
o

T

Tehat a mozgd test egy megfigyel6 szamara hidegebbnek tiinik a nyugalmi hémérsék-
leténél. Vegyiik észre, hogy ekkor a hémérséklet reciprokara vonatkozodan viszont

T 7?07
azaz a reciprok hémérséklet egy négyesvektor nulladik komponensének megfeleléen
transzformalodik, az energidhoz hasonléan.

Heinrich Ott tobbféle gondolatkisérlettel els6sorban a hé transzformécios szabalyat
vizsgalta. Az entrépia és a hOGmérséklet fenti transzforméciés szabalyait figyelembe vé-
ve lathatjuk, hogy 0Q = T'dS = TpdSy /v = 6Qo/7, a hé ugy transzformélédik, mint a
térfogat. Ott arra a kovetkeztetésre jutott, hogy ésszeriibb azt feltételezniink, hogy a
h6 maga egy négyesvektor nulladik komponenseként foghato fel. Az entropia invarian-
cidjaval ebbdl mar kovetkezik a bevezetésben emlitett transzforméacios formula. H. Ott
gondolatmenete arra a megfigyelésre épiilt, hogy a Planck—FEinstein-féle relativisztikus
termodinamikdban impliciten feltételezziik, hogy a héatadas egy, a megfigyel6 vonat-
koztatasi rendszerében rogzitett hétartaly felé torténik. Szerinte a hétartalyt sokkal
ésszerilibb az egylittmozgd rendszerben elképzelni, és akkor a transzlidciés munka nem
1ép fel a Gibbs-relaciéban.

Ha azonban a hémérséklet Ott-féle transzformacios szabalyat a fenti gondolatme-
netben fel szeretnénk hasznalni, akkor azonnal latjuk, hogy a térfogat és a nyomas
transzformacids szabalydval nem fér 6ssze. Nem érdemes Ott gondolatmenetét részle-
tesen elemezni, szamos hidnyossiaga van. Ezeket a hidnyossigokat aztan tobb iras is
elemezte az emlitett vitdban.

Néhany fontos érvet érdemes felidézni.

— A termodinamikai testhez rogzitett nyugalmi rendszerben mért homérséklet a
test jellemzdje, ezért mindenki szamara ugyanaz. Természetesen ez nem feltét-
leniil azt jelenti, hogy Lorentz-skalar kellene legyen [170, 171, 321, 31].

— A falak és a termodinamikai test Osszetartdsdnak kérdése is szerepet jatszik.
Az a kézenfekvd valasztas, hogy egy adott inercidlis vonatkoztatasi rendszer-
ben merev falakkal hatarolt allandé térfogatrész legyen a termodinamikai test,
sajatos problémdkat okoz. A merevség nem egyeztethetd Gssze a globalis, a
test egészére fenndllé szinkronizaltsaggal, a falakon alkalmazott nyomaés pe-
dig energiaimpulzus-atadast jelent. Sokak szerint ez az egész probléma lényege
[337, 31, 224, 91, 60, 61]. Egyik kidtnak tiinik a munka fogalmanak médositésa
[156, 31].
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— A transzformacios tulajdonsigok masok az energiaimpulzussiiriiség-tenzor kom-
ponenseire és a termodinamikai testet egészében jellemzé mennyiségekre. Azaz
a stirtiségek és a globalis mennyiségek mas tenzori rendii mennyiségek. Ez aztan
maig zavarokat okoz (1dsd pl. [340]).

— A valddi és latszolagos mennyiségek elemi relativisztikus kérdéskore itt egy
ravasz csavart vesz, mert ebben az esetben a sebesség nem feltétleniil csak a
vonatkoztatasi rendszer termodinamikai testhez képest mért relativ sebességét
jelentheti. Ugyanis energiadtadas nincs, csak energiaimpulzus-atadas, azaz az
impulzus (vagy sebesség?) is a termodinamikai valtozok kozott kell szerepel-
jen. Ezt a kérdést ebben a dolgozatban részletesen vizsgaltuk. Relativisztikus
termodinamikaban fontossdgat van Kampen ismeri fel elészor [321], de a termo-
dinamikusok relativisztikusan is idegenkednek téle [31].

Az energiaimpulzus-tenzor, a termodinamikai test hatarozatlansiaga és a sebesség
mint termodinamikai valtozé kérdése Planck és Einstein szamara 1907-ben nem volt és
nem is lehetett vilagos. Viszont relativisztikus termodinamikai elméletiik alapjan tiir-
het6en érteni véljitk a kinetikus elméletet és a folyadékelméleteket is (nemdisszipativ
esetben legaldbbis). Figyelembe véve a kontinuum- és kinetikus elméletbél lesziirhetd
tapasztalatokat, a kovetkezd kérdésekre kell valaszt adni a relativisztikus termodina-
mikaban:

— Mi mozog? Azaz hogyan kell érteni a sebesség fogalmat a termodinamikaban.
A termodinamikai test részecskéinek, vagy energidjanak sebessége szamit? Ez a
kontinuumok esetén az Eckart-, vagy a Landau—Lifschitz-aramlés, illetve sebes-
ség definicié kérdése.

— Mi a test?

— Hogyan irjuk le mozgé termodinamikai testek kolcsonhatasat, termodinamikai
egyensulyat?

Az elsd két kérdésre a kontinuum elmélet fényében adtam egy értelmezést a 3.6 feje-
zetben. Az alabbiakban a kélcsonhatasra vonatkozo kovetkezményeket targyalom.

D.2. Kolcsonhatd termodinamikai testek

Vegyiik észre, hogy a (3.94) nagyon hasonlit a (D.5) Planck—Einstein-képletre. w, =
= Q°%/H sebesség dimenzidjui, térszerii vektor: az impulzus osztva a tehetetlenséget
kifejez6 entalpiaval. Viszont ez nem egy, a testhez képest mozgd inercidlis megfigyeld
relativ sebessége, hanem a belsé energiadraménak a sebessége: azaz arrél van sz6, hogy
a test sebessége nem feltétleniil az energiajahoz kotodik, a termodinamikai testhez rog-
zitett vonatkoztatasi rendszerben is van energiadram, és igy impulzusaram is, egyetlen
termodinamikai testen beliil. Vegytik észre, hogy ||w*|| = —ww, = —¢%ga + 1 < 1,
azaz ez a sebesség sem lépheti til a fénysebességet. (3.94) altaldanos Gibbs-relaci6 sze-
rint a termodinamikai test nem egyszeriien energia-impulzust cserél a kornyezetével
— ez felelne meg az Planck—FEinstein-formuldnak —, mert az impulzuscseréhez tartozo
termodinamikai ,intenziv” valtozo figyelembe veszi a test tehetetlenségét, azaz ental-
piatartalmat. Eppen ezért a transzforméciés szabélyok megallapitdsdhoz a két test
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kolcsonhatasanak figyelembe vétele elengedhetetlen, pusztan a Gibbs-relaci6é vizsga-
lata nem elegendé.
Irjuk a (3.94) Gibbs-relaciét a kovetkez alakba:

GodE® = TdS — pdV. (D.6)

Tekintstink két kolcsonhaté termodinamikai testet, amelyek energia-impulzust cserél-
hetnek egymassal és Ossztérfogatuk allandé. Ha dE{ + dES = 0 és dV; +dVa = 0,
akkor az Osszentropia maximumaéanak feltételei a megfelel6 intenzivek egyenlGsége:

9i _ 95  pL_ P2

= = . D.7
Ty AT D) (D7)

Ez altalaban nem jelenti a hémérsékletek egyenléségét. A feltétel egyszeri elemzéséhez
most egydimenzids mozgasra szoritkozunk. Adott inercidlis vonatkoztatési rendszer-

ben ekkor
. 1 v 1+vw
a __ a a __ P
9" =1"4+w —’y<v>+’yw<1>—'y<v+w>. (D.8)

A termodinamikai egyenstly (D.7) feltétele alapjén

~v1(1 4+ vywn) _ Y2(1 + vows) (v +wi)  y2(ve + w2)

= . D.9
Ty T ' Ty Ty (D-9)

A két egyenléség hanyadosat képezve kapjuk, hogy egyensilyban az egyiittes relati-
visztikus sebességek egyenloek:

v+ w1 U2+ w2
L+vw 14 vws’

(D.10)

A négyzetiik kiilonbségébdl pedig kovetkezik, hogy

1 —w? 1 — w2
¢ﬂ1:¢ﬂ2' (D.11)

Sebességek egyenldségére vonatkozé feltételeket termodinamikai megfontolasok alap-
jadn masok is kaptak [321, 174, 68, 184].

Vegyiik észre, hogy a termikus egyensily feltételében, kiilsé vonatkoztatasi
rendszerbol nézve négy sebesség jelenik meg: vy, vo, wi és we. Egy Lorentz-
transzformacidval, az egyik testet vilasztva vonatkoztatdsi rendszernek csak az egyik
sebességet tudjuk kikiiszobolni. A maradék harom sebesség fizikai feltételt jelent a
termodinamikai rendszerre vonatkozban. Bevezetve a v = (v2 — v1)/(1 — viva) relativ
sebességet, a fenti feltételek a kovetkezo formaba hozhatdak:

v+ wo V1 —v?

- _ T =Ty — . D.12
w1 1+vw2’ 1 2 1—|—vw2 ( )

A hémérsékletre tehét egy altaldnos Doppler-formulat kaptunk, hasonléan, mint [51,
172, 173, 35, 223, 56].

Erdemes megvizsgdlni ezt a formuldt a mésodik, megfigyelt termodinamikai test
belsO energiaaramanak sebességére, ws-re, vonatkozé kiilonféle feltevések mellett.
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D.2. dbra. A Planck-Einstein transzforméaciés szabaly téridé vektoros szemléltetése.
Nincs energiadram a megfigyelt testben (w§ = 0), ezért az uj négyessebesség parhu-
zamos a gf és gy négyesvektorokkal. A hémérsékletek aranya 77/T» < 1.

1. wo = 0: nincs energiadram a megfigyelt testben. Ekkor wy = v, az energiaaram-
sebesség megegyezik a test sebességével, és T1 = Thv/1 — v2 < Ty. A mozgd test
hidegebbnek latszik, mint 4116 esetben lenne [260, 261, 69] (D.2. dbra).

2. w1 = 0: nincs energiadram a hoémérében. Ekkor wy = —v és
TQ /V1—0v?> T, tehdt a mozgd test melegebbnek latszik [26, 254, 285,
266] (D.3. abra).

3. w1 +ws = 0: a teljes rendszerben nincs energiadram, a két test aramai kompen-
zaljdk egymaést. Ezt specidlis energiadram-sebességekkel érhetjiik el: wy = —w,
wp =w és w= (1 —+1—v2)/v. Ekkor a latsz6lagos hémérsékletek egyenléek :
T, =Ty [170, 171] (D.4. 4bra).

4. wy = 1: egy tisztdn sugarzast tartalmazo test mozog. Ekkor w; = 1, és a
1+v Tehat 77 < T ha v > 0, a
tavolodd test hémérséklete Doppler voroseltolédottnak latszik (D.5. abra). Ha

pedig 11 > Tb, v < 0, akkor megkapjuk a kozeledd testek Doppler kékeltolodott
hémérsékletét.

homérsékletekre azt kapjuk, hogy T7 = Tb

A (D.2)-(D.5) abrakon a vonatkoztatdsi rendszert a héméréhoz rogzitettiik, te-
hat u§ = (1,0). Az energiadram térszeri sebességei merélegesek a megfelel6 né-
gyessebességekre, azaz az abrakon a fénykipra szimmetrikusan helyezkednek el.
A négyessebesség-vektorok végpontjai az idészeri hiperboldkon vannak, a térszerii
energiadram-sebességek pedig beliil vannak a térszert hiperbolakon.
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D.3. dbra. A Blanusa-Ott transzformécios szabdly téridé vektoros szemléltetése. Nincs
energiadram a hémérében (w§ = 0), ezért az uf négyessebesség parhuzamos a gf és
g9 négyesvektorokkal. A hémérsékletek aranya 77 /T > 1.

D.4. abra. A Landsberg-szabaly téridévektoros szemléltetése. Nincs energiadram az
Osszetett rendszerben, ezért a g és g§ négyesvektorok egyenléek. A homérsékletek
ardanya 17 /Ty = 1. Itt wy = 0.33, we = —0.33.
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D.5. dbra. A Doppler-voroseltolédas két termodinamikai egyensilyban levé test ko-
zOtt. A megfigyelt test energiadram sebessége a fénysebességgel egyenld, wo = 1, ezért
wi = 1 és az energiaimpulzushoz tartozé intenziv mennyiségek, g{ és g5 fényszertiek.
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