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OSSZEFOGLALO: A forgblézeres szintezémiiszer 1ézerfényének méréskor mindig
vizszintes sikban kell kérbeforognia, ettdl valo eltérése csak korlatok kozt (pl. £0.5
mm/m) megengedett. Az irdnyzasi szintezOmiszer helyzeti hib4jat a
horizontferdeség és a kuphiba okozhatja. A korabbi vizsgalatok soran nem tudtak
elkiiloniteni a két szoghiba hatasat, de geometriai modellezéssel sikeriilt
kimutatnunk, hogy specialis helyzetii skala-poziciokkal a két szoghiba a skalaknal
detektalt magassagi hibak alapjan elkiiloniilten meghatarozhato.

ABSTRACT: During the measurement procedure, the laser beam of the rotary laser
level equipment always have to roll over horizontally. The tail swing of the
horizontal roll over is limited, and only about + 0.5mm/m allowed. Positional error
of the rotary laser level equipment can be caused by horizon-skewness and cone
error. Previous studies could not separate the effect of the mentioned angle errors,
but our geometric modeling made it possible, that the angle errors can be separately
determined by special located foot rules. In order to determine separetely the angle
errors, it is necessary to use the height errors detected at this special located foot
rules.

Intézetiink Tarczy-Hornoch Antal mér6csarnokéban geodéziai miiszerek kalibraldsa folyik,
azaz szabatos mérésekkel megallapitjak, hogy a vizsgalt miiszerek pontossaga teljesiti-e a
gyarto altal vallaltakat — ha nem, akkor sziikség van a miszer szakszervizben vagy gyartonal
torténd beszabalyozasara.

A forgolézeres szintezOmiiszer (1. abra) belsé szerkezetét sajnos nem ismerjiik.
Feltételezhetd, hogy a miiszerben van egy alldtengely, melyet a miszer felallitasa utan egy
elmés szerkezet automatikusan fiiggdlegesre allit. A 1ézer fényforras az allotengely belsejében
van felszerelve. Az allotengely felsé végére derékszogli prizmat helyeznek, amely az
allotengely koriil forgathato, és amely az eredetileg fiiggélegesen halado 1ézer-fényt 90 fokkal
megtorve vizszintes iranyba tereli. Forgas kozben a prizma altal kivetitett 1ézerfény vizszintes
sikot tliz ki.



DIMENZIOK 2
Matematikai K6zlemények
VII. kotet, 2019

Leica Rugby 640 csomagban
Jelfogo+allvany+5 m léc

1. abra. Egy nivés Leica forgélézer szintezo szet

2. Aszintez6mdszer kalibralasa

Vizsgalatainknal a miiszert a 30 m hossza és 4,6m széles laboratoriumunk kézepén
allitottuk fel (2. abra), egy vizszintesre szintezett felilleten. A terem 4 faldra egy-egy
fiiggblegesre allitott, mm osztasu lécet (skalat) helyeztink el, amelyeknek kezddpontjat
egyforma magassagura allitottuk.

A legegyszeriibb vizsgalatokndl csupan azt figyeljiikk, hogy a kivetitett fény egyforma
magassagban pasztazza-e a léceket, (az elkeriilhetetlen miiszerszabalyozasi hibak miatt ez még
sohasem fordult el6), illetve, hogy mekkora a léceken leolvasott értékek egymastol valod
eltérése. Ez csupan tajékoztatd adatokat szolgédltat az adott tdvolsigokon a miuszer
pontossagarol.

Részletesebb vizsgalatoknal meghatarozhatjuk az adott mliszermagassagban vizszintesen
halad6 fény helyes leolvasasi értékét is (Kell érték) a kovetkez6 modon:

Tekintsik miszermagassagnak a muszer iiveg-falan megjelend kor-alaku fényfolt
kozéppontjat. Ez a tovabbi miiveletek részére ugy jelenitheté meg, hogy a kilépd fény utjat
vékony papirlappal zarjuk el. Ezen az ernyon megjelend kor-alaku fényfolt kézéppontja a
felsérendii szintezés szabalyai szerint a lécre vetithetd. Az igy kapott 1écpozicio lesz a
miuszerbdl kilépd és vizszintesen haladd fény helyes leolvasasi, vagy Kell értéke mind a 4
skalan.

A tovabbi vizsgalatok alatt a forgd 1ézer az muiszerhibakkal terhelt értékeket vetiti a lécekre.
Ezek a Van értékek. A Van - Kell kiilonbség értékei az s skala pozicidjatol fiiggd 6(s)
muszerhibak.
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Az r tavolsag és a  hiba ismeretében a miszer hibaja y szogértékben is kifejezhetd. A hiba
ismert y szoge viszont lehetvé teszi, hogy korrekcio céljabol a gyakorlati munkdknal barmely
r léctavolsagra kiszamithato legyen a 6 miiszerhiba [1].

Legyen adott r és 6 ugyanazon mértékegységben (pl. mm), akkora a szogmasodpercben
kifejezett y szoghiba kis szogekre felirhaté y =~ p - & / r alakban, ahol p=180-60 - 60/ =
~206265”.

A 0 hiba adott r tdvolsagon ezért felithato a d =1 - v / p képlet alapjan.

(EzGton mondunk koszonetet Horvath Attila munkatarsunknak Kalibralé Laboratoriumunk
kialakitasanal nyujtott segitségért, a kalibralasi jegyzokonyvek és bizonyitvanyok kiadasanal
végzett informatikai munkakért, valamint a mérésekben valo részvételéért.)

A forgolézeres szintezOmiiszer fobb szerkezeti és igazitasi hibaforrasai a kdvetkezok:

Horizontferdeségrol akkor beszéliink, ha az alldtengely nem fiiggéleges (a szdghiba).
Ebben az esetben a 1ézerfény forgas kozben nem vizszintes, hanem ferde sikot tiiz ki, amely
egy adott iranyban a vizszint alatt, ellenkez6 iranyban a vizszint felett halad.

Kuphiba akkor 1ép fel, ha a forgd prizma a fiiggdleges fényt nem derékszdgben tori meg
(B szoghiba). Ekkor a lézerfény allotengely szimmetria-tengelyli tolcsérszerti kup-palastot
pasztaz forgas kozben, amely mindig vagy a vizszint felett, vagy az alatt all.

A kalibralaskor a laboratorium kozepén felallitott miiszerrel kormérést végeztiink a 4 1écen,
majd a miszert felemelve a vizszintes laprol 90 fokonként elforgattuk, és megismételtiik a
korbemérést. A mérési értékeket tablazatba foglaltuk és meghataroztuk a miiszerhibak atlag-
értékét és maximalis értékét.

Eddigi méréseink soran a két hiba szétvalaszthatatlan volt, tehat a laboratériumban adott r
tavolsagon kapott & miiszerhiba a horizontferdeség és a kuphiba egytittes hatasat tiikrozte.

hiba

r

m(iszer

2. abra. A lézerfényveté tengelyhibai

Ha r(s) jeloli a miiszer és az s skala tavolsagat, akkor a d(s)/r(s) (mm/m) fajlagos skalahibak
meghatarozasaval hitelesitjiik a miiszert, €s a hiba okat is megnevezhetjiik, ha csak egyik tipusa
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fordul el6. A valdsdgban azonban a horizontferdeségi hiba és a kiiphiba egyidejiileg is
megjelenhet, egyes skalapoziciokban kiolthatjak vagy felerdsithetik egymast, ezért kivanatos
lenne hatasuk és nagysaguk elkiilonitése és meghatarozasa még a kalibralas soran, ami a miiszer
beszabalyozasat is megkonnyitené.

A 2. abra jeldlései szerint a miiszertdl a skala r vizszintes tavolsagra van, a fényveto és a
skala definialta sikban (2. dbra), az allotengely eltérése a fiiggélegestdl a (horizontferdeség), a
fényveto eltérése pedig az allotengelyre merdlegestdl B (kiiphiba), akkor a mért 6 miszerhiba
az alabbi képletekkel szamolhato (a és B kicsi szoghibak)

S=r-tg(a+P)=r-(a+p) 6]

Lathato, hogy a 6 miiszerhiba akkor is lehet nulla, ha mindkét szoghiba Iétezik, de ellenkezd
nagysagu, ezért egyetlen skalapozicioval (méréssel) a miiszer nem mindsithetd. (1) miatt
felirhat6 az alabbi egyszerti alakban:

B=dr—a 2)
Hasonl6 6sszefiiggések érvényesek az atellenes skdlapozicioban: 1’ =r
8 =r-tg(-a+tp)=r-(-a+p) 3)
B=&/r+a 4)

A B ktiphiba konstans, ezért (2) = (4) miatt:
a=(3-9")2/r (5)

€s (2)-be a-t (5) alapjan visszahelyettesitve kapjuk:
B=or—a=(d+0")2/r (6)

A (6) képlet alapjan lathato, hogy a [ kuphiba mar két, atellenes skalapozicion mért
muszerhibabdol meghatarozhat6, de o horizontferdeség (5) nagysaga a fényvetd iranyitasatol
fiigg, mert az allotengelynek a lézerfény sugara és a fényvetd prizman at huzott figgéleges
egyenes altal kifeszitett sikra esd merdleges vetiilete fogja definialni a pillanatnyi értékét.

Az allotengely horizontferdeségét egyetlen a szoggel nem tudjuk jellemezni, sziikség van
a fényvetd iranyara is, de mindkettd helyettesithet6 az allotengely a = (xy, yi, 1) iranyvektoraval.
Ha az allotengely hibamentes, vagyis fiiggoleges helyzetii, akkor x; = y; = 0.

A skalan a Kell pozicido (ahova a lézerfény hibamentes miszer esetén vilagitana) b
iranyvektora a miiszer fényvetd origdju koordinatarendszerében

b = (xs, ¥s, 0) lesz, és jeldlje r = (x> +ys?) ”
a miiszer és a skala (mérdléc) tavolsagat. Ismert, hogy

a‘b=x Xty ys= |a|'|b|'cos(a+90°)=—|a|'|b|'sin(a)
ahol |a|=(x&+y2+1)"2¢és |b| =r, ezért

sin(o) = -( X" Xs +ye " ys)// | a | (7)

A (X XsFyeys)r/ | al ®)

Az allotengely iranyvektoranak, vagyis a horizontferdeség meghatarozasahoz tovabbi
mérésekre van sziikség, mert (5) = (8) csak egy egyenletet ad az allotengely keresett (xi, yi)
koordinataira.

Az i) magassagi mérések az elso két mérés tengelyére merdlegesen torténjenek (3. abra).
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3. abra. A miiszer kalibraldsanak skalapozicioi

A merdleges tengelyen a skalak helyvektorai:
b2 = (ys, -Xs, 0) és by’ = - by lesznek, amivel aktualizaljuk az (5) és (8) képleteket:
a2 = (32— &2)/2/r 9)
W~ -(Xe ' ys -y xs)/ | al (10)

A allotengely a iranyvektoranak (xi, yt) koordinatait ezutan az (5) = (8) és a (9) = (10)
egyenletek megoldasaként kapjuk:

X Xs-yiys = |a] @-8)2 (1)
X ys Yy xs = [a] (G2 -&)2  (12)

A (11) — (12) egyenletek | a | jelentése miatt egy két-ismeretlenes masodfoku
egyenletrendszerhez vezetnek, aminek 1étezik ugyan algebrai megoldasa, de tl bonyolult.

Egyszerisitsiink annyit a skalak elrendezésén, hogy az elsd (8 miiszerhibdji) miiszerallas
X tengelyiranyu legyen, ezért xs =1, és ys = 0, tovabba vezessiik be a

d12=20" -9, illetve 834 = 62 — 82 jeloléseket;
akkor a (11) — (12) egyenletrendszer a kovetkezoképpen néz ki:

x=|a| /2812 (13)
ye=|al| /2 8 (14)
A (13)-(14) egyenletrendszert egyvaltozosra vezethetjiik vissza, ha az (x, yt) koordinatakat
Xt=( " 012, Vi=( " 034 (15)
alakban keressiik. Helyettesitsiik (15)-6t pl. (13)-ba, akkor kapjuk, hogy
q==1/(4 12 - 812% - 334%) (16)

Mi nem csak az allotengely iranyvektorat, hanem annak a fiiggélegestol vald oimax eltérését
is keressiik, amit az alabbi képlet szolgaltat:
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sin(amax) = (x& +y?)"%/ | a | (17)
(X, yo) (15) — (16) megoldasat behelyettesitve és egyszertisitve kapjuk:
sin(omax) = (8122 + 834%) 12/2/r (18)

A (18) képletbdl a szinusz fliggvényt argumentumaval helyettesithetjiik, mert varhatdan kis
Omax hibaszogrél van szo.

A fényvet6 B kuphibajanak (6) képlete uigy interpretalhato, hogy két atellenes miiszerhiba
atlagat osztjuk a skalak r mdiszertavolsagaval. Az allotengely iranyvektoranak
meghatarozasahoz viszont négy skala-poziciora volt sziikség, ezért a 062, &2’ atellenes
miuszerhibak alapjan is felirhato B egy becslése. Végeredményben a négy skalapozicié miatt a
miuszer B kiiphibgjara két becslésiink lesz, ezeket atlagolva a statisztikailag robusztusabb

B=(3+8 +8 +8)dhr (19)

kaphiba becsléshez jutunk, azaz vessziik a négy miszerhiba atlagat, és elosztjuk azt a
miuszer €s a skala tavolsagaval. Vegyliik észre, hogy a (18)-(19) képletek jol interpretaljak a
szOghibak alapeseteit:

- A miszernek csak horizontferdeségi hibaja van. Az atellenes miiszerhibak egyformak,

de ellentétes eldjeliiek: & + & =0, d2 + 82” =0, tehat B = 0, vagyis nincs kuphiba.

- A miszernek csak kiiphibaja van. A miszerhibak egyformak: 6 = 8’ = 62 = 92’, ezért

B = 6/, de &/r = tg(B), ami kis szogeknél jo kozelitd értéke B-nak. Ezen megfontolas
alapjan B (19) becslését tovabb élesithet;jiik:

tg(B) = (5 + & + 82 + 82" )/4/r (20)

4. A szoghibdk becslése modellezett miszerhibak alapjan

Kiilonboz6 a allotengely iranyvektorokat, vagyis amax horizontferdeségeket és f kiphibakat
modelleztiink. Adott b iranyvektor skalapozicidhoz (7) alapjan kiszamitottuk az allotengely
vetiiletének o eltérését a fiiggdlegestol, és az r = |b| léctavolsag ismeretében (1) alapjan
kiszamitottuk a 6 miiszerhibakat. Megvizsgaltuk, hogy a (15), (16) képletek milyen pontosan
adjak vissza az allotengely iranyvektorat, illetve a (18), (19) képletek a modellezett
szOghibakat. Kideriilt, hogy a becslések csak a harmadik értékes jegyben térnek el a modellezett
értekektol (1. tablazat).

modellezett a allotengely iranya horizont-ferdeségi skalapoziciok modellezett
kuphiba (B) Xt Yt hiba (Olmax) Xs Vs 3 miiszerhiba
3° 0,06 0,08 5,7105931° 3 0 -0,02213403
becsiilt a allotengely becsiilt iranya | horizont-ferdeségi -3 0 0,33770862
kuaphiba (B) Xt Yt becsiilt hiba (Olmax) 0 -3 0,39846009
3,0149449° 0,060276 0,080481 5,7418185° 0 3 -0,08200263
1. tablazat. A szoghibak becslése a modellezett miiszerhibak alapjan

Ezen csekély hiba forrasa is megmagyarazhato: a képletek levezetésekor a szinusz é€s
tangens szogfiiggvényeket argumentumukkal helyettesitettiik, ami 0 kdzelében elfogadott
egyszer(sités. A modellezett szoghibak viszont 3 — 6 fokosak voltak, amik mar elég tavol
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vannak az origotol ahhoz, hogy becslési hibat okozzanak — a gyakorlatban a megfeleld
pontossagu miiszerek szoghibai 1 szdgperc alatt vannak, vagyis két nagysagrenddel kisebbek.

A levezetett becslo képletek csak a skalak €s a miiszer r tavolsagat illetve a & miiszerhibakat
tartalmazzak. Megvizsgaltuk, hogyan valtoznak a szamitasi eredmények, ha nem standard
skalapoziciobol (az elsé mérdléc az x tengelyhez képest y = 70° szdggel elforgatott pozicidban
van) indulunk ki (2. tablazat).

modellezett a allotengely iranya horizont-ferdeségi skalapoziciok modellezett
kaphiba (B) Xt Yt hiba (Omax) Xs Vs d miiszerhiba
30 0,06 0,08 5,7105931° 1,026 2,819 -0,1290985
becsiilt a allotengely becsiilt iranya | horizont-ferdeségi -1,026 -2,819 0,4464304
kuaphiba (B) Xt Yt becsiilt hiba (Omax) | 2,819 -1,026 0,0704527
3,0149908° 0,096407 -0,02911 5,7418185° -2,819 1,026 0,2442570
2. tablazat. A szoghibak becslése nem standard skalapoziciok esetén

Kideriilt, hogy a szoghibak (18) és (19) becslése invarians (nem valtozik) az elforgatasra
(elozetesen ezt vartuk), viszont az a allotengely iranyvektoranak (15) €s (16) alapjan becsiilt
(x¢, y1) koordinatait az elsé skalapozicidba forgatott x tengelyli koordinata-rendszerben kaptuk
meg. Mindezekbdl kovetkezben a valodi (x¢’, yi') koordinatakat gy szamithatjuk ki, hogy a
becsiilt koordinatakat ugyanolyan forgatasnak vetjiik ald, mint amilyen forgatassal (cos(y) = xs
/1, sin(y) = ys / 1) az elso6 (Xs, ys) miszerallast nyertiik a standard (r, 0) pozicidhoz képest:

X=Xt Xs- Yt ys)r, y© =X yst yiX)r (2D

5. Az eljards tesztelése miszervizsgalattal

A méréesarnokban korabban egy TOPCON forgolézeres szintezOmiiszer lett kalibralva,
vagyis meg lettek mérve a négy mérélécen a miiszerhibak. A mérés soran teljesiilt az atellenes
skalatengelyek merdlegessége, de a vizsgalohelyiség adottsdgai miatt a muszertdl a skalak
eltérd tavolsagra helyezkedtek el (3. abra, | b | =15m, | b> | =2,3 m). A mért d miiszerhibakat
ezért a haromszog hasonldsag alapjan 10 méter miiszer-skéla tdvolsadgra normaltuk, és az igy
korrigalt hibak alapjan szamitottuk ki a kuphibat és a horizontferdeséget (3. tablazat). A
miuszerhibakbol jol 1atszott, hogy a miiszer pontos, mérési hibaja nem haladta meg a 0,5 mm/m-
t, ezért csak kis szoghibakra szamitottunk.

Képleteinket alkalmazva az omax sz0ghibak atlaga 38 szogmasodperc, a § szoghibak atlaga
pedig 24 szogmasodperc lett, vagyis a miiszernek valoban csak elhanyagolhat6 irdnyhibaja van.
Azért beszélhetlink atlagrol, mert a miiszerrel tobb mérési sorozatot végeztiink gy, hogy
kdzben a miiszer helyzetét (allotengelyét) valtoztattuk, azimutjat a f8iranyokba (0°, 90°, 180°,
270°%) forgattuk. Az atlagolt eredmények hibajat a szoérasukkal jellemezhetjiik, és az max
szOghibak szorasa 5 szogmasodperc, a B kaphibak szorasa pedig 3 szogmasodperc lett, ami a
pontos mérések mellett a szamitott szoghibak (vagyis (18)-(19) képletek) jo becslésére utal.
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Miiszer | Skala | Hiba | Korrigalt | Skalatav | Sugar | 012= | 034= | Omax B Olmax B |Omax| P
azimut | pozicio | mm hiba méter m d'-0 | 02- &' | radian | radian | fok | fok | sec |sec
0° o' 1,5 1,00 15 10| 1,667| 3,913/0,00021|0,00011|0,0122]0,0061| 44| 22
&' 0,0 0,00 23
d -1,0 -0,67 15
R 0,9 391 2,3
90° ) 0,8 0,53 15 10| 1,200 3,043|0,00016 | 0,00014 | 0,0094 | 0,0079 | 34| 28
3’ 0,3 1,30 2,3
d -1,0 -0,67 15
R 1,0 4,35 2,3
180° o' -0,9 -0,60 15 10| -1,933| -3,4780,00020 | 0,00011 | 0,0114]0,0060| 41| 22
&' 0,8 3,48 23
d 2,0 1,33 15
2 0,0 0,00 23
270° o' -0,9 -0,60 15 10| -1,867| -2,609|0,00016 | 0,00013 | 0,0092]0,0072| 33| 26
&' 0,8 3,48 23
3 1,9 1,27 15
&2 0,2 0,87 2,3
Atlag 0,00018 | 0,00012 | 0,0105 | 0,0068 | 38| 24
Széras | 0,00003 | 0,00002 | 0,0015 | 0,0009 5|1 3

3. tablazat: a TOPCON miiszer kalibraliasanak eredménye

6. Osszefoglald

Geometriai modellezéssel sikeriilt kimutatnunk, hogy specidlis helyzetli méréléc
pozicidkkal a forgolézeres szintezOmiiszer horizontalis ferdesége és kuphibaja a 1éceknél mért
magassagi hibak alapjan elkiiloniilten meghatarozhato.

A (11)-(12) két ismeretlenes, masodfoku egyenletrendszer megoldasait feltinden egyszerti
(15)-(16) alakban sikertilt felirni, a szoghibak pedig a (18)-(19) képletek alapjan szamithatok.

Mind a kisérleti szammodellekben (1. és 2. tablazatok), mind a valos mérések (3. tablazat)
alapjan sikeriilt az elméleti eredményeket (képleteket) validalni.
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