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OSSZEFOGLALO. Az id6beli folyamatok jellemzése esetén gyakran a folyamat
tendencidjat vizsgdlva sziikségiink lehet bonyolultabb matematikai modellek
alkalmazisara. A szidmitégépes statisztikai programok altal felkinlt alap modellek
viszont erre nem adnak kielégitd valaszt, a felhasznalénak kell a speciélis modellt
megtaldlni, majd a gép adta lehetdség révén alkalmazni. Az alabbiakban két speciilis
kettds Gauss fliggvény keriil bemutatisra, annak rugalmassagat kiemelve, gyakorlati
példakon illusztralva.

ABSTRACT. To describe tendencies in time series processes we often need to apply
complex mathematical models. The basic models offered by statistical computer
programmes are usually not applicable, so the user must find the special model, apply
it and exploit the computers’ potentials. We present two special double-Gaussian
functions below, stress their flexibilities through practical examples.

1. Bevezetés

Az egyes 1dofiiggod folyamatok jellemzése soran, amikor azok, nem mutatnak hatarozott
tendenciat menetikkben (monoton novekedés ill. csokkenés), gyakran csak a mérési pontok
Osszekotésére hagyatkoznak ami persze egy meglehetdsen primitiv megoldas, nem beszélve
arrdl, hogy a fobb matematikai jellemzdk ezaltal nem vallnak ismerté. Ilyen esetekben, ha mégis
modellillesztésre keriil sor, akkor az alkalmasnak tiiné modell 4ltalaban - amit hasznilnak - egy
magasabb fokszdmu polinom fiiggvény. Ez a fliggvény persze szamos el6irhat6 és elvarhato
kritériumnak nem tesz eleget, tovabba az illesztésnél sziikséges kezddértékek megadasa
problémas, olykor sok iddt és energiat felemésztd feladat. Az emlitett kritériumok koziil a
legkézenfekvOobb a végtelenekben torténd viselkedése a polinom fiiggvénynek, ami a vizsgalt
idobeli folyamatokra egyaltalan nem jellemzd, igy az alkalmassag megkérddjelezhetd. Az
emlitett folyamatok esetében egyszeriibb a helyzet akkor, amikor lokélis széls6értékkel nem,
vagy csak egy ilyen jellemzd ponttal bir a leirand6 pontsorozat. Ezekben az esetekben altalaban
jol alkalmazhatdk az un. telitési fliggvények un. életfiiggvények és ezek linearis kombinéacidi,
bonyolultabb esetekben szuperponilt modelljei. Ennek f6 indokai a fiiggvények kedvezd
tulajdonsigaib6l fakadnak, igy a zérushelybdl torténd indithatdsagbol, a fiiggvény
korlatossagabdl illetve aszimptotikus tulajdonsagabol. Azokban az esetekben viszont, amikor a
folyamatot jellemzd adatsor tobb szélsdértékkel bir, inflexidés pontok megléte feltételezheto,
akkor az emlitett modellek mar nem alkalmasak a folyamat jellemzésére. Ez az illesztési
probléma 0sztonozte a gondolatot tjabb 0Osszetett modellek 1étrehozasara, melyek tobb
sz€ls6érték esetén is miikodoképes rugalmas modellek, melyekbdl igény esetén szamithatok a
matematikai jellemzok. Az alabbiakban bemutatésra keriilnek az 6sszetett modellek illetve azok
alkalmazasa két erdészeti vonatkozasban, a felhasznalt adatok a Koézponti Statisztikai Hivatal
adatbazisabol szdrmaznak.
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A vizsgalat targya:
e az 1996-2017 éves iddszakban évenként kitermelt tolgy, nyar és akic fa
mennyiségének idobeli valtozasa. 1. tdblazat: Kitermelt faanyag.
* az 1995/1996-2016/2017 ido6szak évenkénti fésitas-erddtelepités mértékének
idébeli valtozasa. 2. tdblazat: Erdotelepités.

A vizsgalt adathalmazok €s az alkalmazott modellek:

A lehetséges reprodukélhatdsag végett megadasra keriilnek a vizsgalt adatsorok.

FAKITERMELES 1000 m?/év
Ev TOLGY NYAR AKAC
(VAR1) | (VAR2) (VAR3) | (VAR4)
1 1996 980 1252 1370
2 1997 1009 1188 1331
3 1998 1033 1207 1266
4 1999 1104 1170 1344
5 2000 1184 1069 1496
6 2001 1158 1090 1425
7 2002 1161 976 1480
8 2003 1133 921 1527
9 2004 1119 933 1462
10 2005 1188 883 1401
11 2006 1157 898 1351
12 2007 1189 875 1206
13 2008 1166 921 1427
14 2009 1052 942 1480
15 2010 1102 980 1628
16 2011 1104 1212 1857
17 2012 1055 1113 1793
18 2013 1039 1115 1745
19 2014 941 1100 1541
20 2015 941 1072 1488
21 2016 938 1071 1429
22 2017 898 1020 1488

1. tablazat. Kitermelt faanyag
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Erdételepités hektar/év
TENY EV ELSO 0SSZ
IDOSZAK TELEPITES | TELEPITES
(VARI) (VAR2) (VAR3)
1 1995/96 1995 6610 7804
2 1996/97 1996 8289 9742
3 1997/98 1997 8183 9795
4 1998/99 1998 8661 9858
5 1999/00 1999 9790 10842
6 2000/01 2000 13150 15516
7 2001/02 2001 14830 17169
8 2002/03 2002 12015 15028
9 2003/04 2003 7574 11581
10 2004/05 2004 7657 9439
11 2005/06 2005 13989 15008
12 2006/07 2006 18948 20289
13 2007/08 2007 7332 9441
14 2008/09 2008 5168 6303
15 2009/10 2009 5096 5960
16 2010/11 2010 2803 3461
17 2011/12 2011 4537 5009
18 2012/13 2012 2530 3250
19 2013/14 2013 1287 1599
20 2014/15 2014 318 452
21 2015/16 2015 158 300
22 2016/17 2016 626 694
2. tablazat. Erdételepités
Az alkalmazott regresszios modellek:
+  Két Gauss fiiggvény kompoziciéja (GAUEGAU)
- matematikai alakja:
y= bo b, bo

B e(bs(X—b4))2 e(bz(X—b1))2

- szamitogépes alak:
var2=b6/exp((b5*(varl-1*b4))"2)+b3/exp((b2*(varl-1*b1))*2)+b0.

Kezd6érték valasztas altalanos (2 maximum vagy minimum) esetben az adatsor értékei
alapjan:

b6=var2eiss max.-Var2min. vagy b6=var2eiss min.-var2max.

b3=var2masod. max.-Varmin. vagy b3=var2masod. min.-Varmax.

b4=varleiss max. vagy varlelss min.

bl=varlmasod. max. vagy varl masod. min.
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b5~0,05
b2~0,05

+  Két abszolitértékes modositott Gauss fiiggvény kompozicija (ABGAUEABGAU)

- matematikai alakja:

S B S
Y Wy lx-behts © glbalx—bDP1 0

- szamitogépes alak:
var2=b8/exp((b7*(abs(varl-1*b6)))"b5)+b4/exp((b3*(abs(varl-1*¥b2)))*b1)+bO0.

Kezdoéérték valasztas altalanos (2 maximum vagy minimum) esetben az adatsor értékei
alapjan:
b8=var2eiss max.-var2min. vagy b8=var2eiss min.-var2max.
b4=var2masod. max.-Var2min. vagy b4=var2masod. min.-Var2max.
b6=var1eiss max. vagy varleiss min.
b2=varl masod. max. vagy varl masod. min.
b7~0,1
b3~0,1
b5~3
bl~3
bO=var2min.

A modellek rovid jellemzése:

Az alkalmazott GAUEGAU két transzformalt Gauss fiiggvény Osszegébdl all egy
fiiggbleges eltolassal, ez adja meg a két sz€lsOérték 1étezésének feltételét tovabba a lehetséges
asszimetriat. Az ABGAUEABGAU fiiggvény esetében a kitevd kitevéje nem kett, tetsz6leges
érték lehet, ami magaval vonja az abszolutérték sziikségességét. Az emlitett tetszoleges kitevd
kitevéje a modell rugalmasagat lényegesen noveli, akar torési pont is eléfordulhat a
szélsoértékek mellett a modellben.

Els6 esetben 7, masodik esetben 9 paraméter befolydsolja a fiiggvény alakjat, ezen értékek
kezddértékeinek megadasa viszont a mar emlitett médokon konnyliszerrel megadhato a
pontsorozat ismeretében.

2. Szamitott eredmények, kiértékelés

2.1. A fakitermelési adatsorok regresszios eredményei

Mind a hirom fa faj esetén elsOként az /}BGAUEABGAU alkalmazas eredményeit
tiintetjik fel majd kozvetlen utina a GAUEGAU eredményeit illetve azok grafikus

c 2z
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Model: var2=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))"b5)+b4/exp((b3*(abs(var1-1*b2)))*b1)+b0
y=(246,866)/exp(((0,210544)*(abs(x-1*(2001,59))))"(2,0693))+(169,664)/exp(((0,222374)*(abs(x-1*(2009,0
))"(6,16838))+(918,794)
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1. bra. Tolgy ABGAUEABGAU

Model: var2=b8/exp((b7*(abs(vari-1*b6)))*b5)+bd/exp((b3*(a... (TOlgy)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 11954,830685 R=,96584 Variance explained: 93,285%

N=22 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl | bo
Estimate 246,8658 0,210544 2001,592 2,069304 169,6643 0,222374 2009,035 6,168376 918,7937
3. tablazat. Tolgy ABGAUEABGAU
Model: var2=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(var1-1*b1))*2))+b0
y=((90,6119)/exp(((0,81849)*(x-1*(2000,08)))"2))+((428,332)/exp(((0,0834548)* (x-1(2005,18)))"2)) +(735,

1250 )
1200 |
1150 |
1100 |
3
T 1050 -
>
1000
950 p
900 |
850
1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018
VAR1
2. abra. Tolgy GAUEGAU
Model: var2=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(varl... (Tolgy)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 13732,520756 R= ,96066 Variance explained: 92,286%
N=22 b6 | b5 | b4 | b3 [ b2 | bt | ho
Estimate 90,61190 0,818490 2000,076  428,3321 0,083455 2005,182  735,0434

4. tablazat. Tolgy GAUEGAU
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Model: var3=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6))) b5)+b4/exp((b3*(abs(vari-1*b2)))*b1)+b0
y=(267,511)/exp(((0,280588)*(abs(x-1*(1997,51))))"(2,72306))+(184,438)/exp(((0,260717)*(abs(x-1*(2013,5
))N(4,32482))+(924,567)
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3. abra. Nyar ABGAUEABGAU

Model: var3=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))"b5)+b4/exp((b3*(...(Nyar)
Dep. var: VAR3 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 37826,017227 R=,93247 Variance explained: 86,950%

N=22 b8 | b7 [ b6 | b5 | b4 | b3 | b2 [ bl | bO
Estimate 267,5110  0,280588 1997,508 2,723063 184,4382 0,260717 2013498 4,324825 924,5673
5. tablazat. Nyar ABGAUEABGAU
Model: var3=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))"2))+(b3/exp((b2*(vari-1*b1))"2))+b0
y=((449,16)/exp(((-0,149969)*(x-1*(1996,08)))"2))+((354,9)/exp(((0,192803)*(x-1*(2013,26)))"2))+(783,23E
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4. abra. Nyar GAUEGAU
Model: var3=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(vari... (Nyar)
Dep. var: VAR3 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 31501,971245 R=,94410 Variance explained: 89,132%
N=22 b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl |  bO
Estimate 449,1599 -0,149969 1996,082 354,8996 0,192803 2013,259 783,2354

6. tablazat. Nyar GAUEGAU
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Model: var4=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6))) b5)+b4/exp((b3*(abs(var1-1*b2)))*b1)+b0
y=(153,818)/exp(((0,340828)* (abs(x-1*(2002,16))))"(4,04951))+(512,168)/exp(((0,374337)* (abs(x-1*(2011,¢
))))"(1,73916))+(1331,97)
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5. abra. Akic ABGAUEABGAU

N=22

Model: var4=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))"b5)+b4/exp((b3*(...(Akac)
Dep. var: VAR4 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 70028,264512 R=,93340 Variance explained: 87,123%

b8 | bz | b6 | b5 | b4 | w3 | b2 [ bt [ bO

Estimate

153,8184  0,340828 2002,158  4,049508 512,679  0,374337 2011,821  1,739160  1331,966

7. tablazat. Akic ABGAUEABGAU

Model: vard=(b6/exp((b5*(vari-1*b4))12))+(b3/exp((b2*(var1-1*b1))A2))+b0
y=((168,093)/exp(((0,42585)*(x-1*(2002,4)))"2))+((490,165)/exp(((0,386994)*(x-1*(2011,81)))A2))+(134!
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6. abra. Akic GAUEGAU

N=22

Model: vard=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))"2))+(b3/exp((b2*(varl... (Akac)
Dep. var: VAR4 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 75839,028602 R=,92766 Variance explained: 86,054%

b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1t | bo

Estimate

168,0929  0,425850 2002,404  490,1647 0,386994 2011,807  1345,100

8. tablazat. Akaic GAUEGAU
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2.2. Az erdételepitési adatsorok regresszios eredményei

Mind a két erddtelepitési adatsor esetén az illesztési sorrend valtozatlan (2.1)

Model: var2=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))*b5)+b4/exp((b3*(abs(var1-1*b2)))*b1)+b0
y=(43681,5)/exp(((0,0150692)*(abs(x-1*(2000,68))))"(0,491715))+(12821,5)/exp(((1,06778)*(abs(x-1*(200&

))))"(2,68507))+(-26373,1)
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7. abra. Elsé telepités ABGAUEABGAU

Model: var2=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))*b5)+b4/exp((b3*(a... (Fasitas)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 15386487,604 R=,98577 Variance explained: 97,174%

N=22 b8 | b7 [ b6 | b5 | b4 | b3 [ b2 | bl

| bo

Estimate

43681,49 0,015068 2000,683 0,491715 12821,50 1,067781 2005,798

2,685068

-26373,1

9. tablazat. Elsé telepités ABGAUEABGAU

Model: var2=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(var1-1*b1))*2))+b0
y=((10902,3)/exp(((0,126154)*(x-1*(2000,87)))"2))+((13071,7)/exp(((1,32969)*(x-1*(2005,72)))"2))+(405,!
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8. abra. Elsé telepités GAUEGAU

Model: var2=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))"2))+(b3/exp((b2*(var1... (Fasitas)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 40639234,125 R=,96196 Variance explained: 92,536%

N=22 b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1 |

b0

Estimate 10902,33  0,126154/ 2000,868 13071,70  1,329690  2005,723

405,5694

10. tablazat. Elsé telepités GAUEGAU
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Model: var3=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6)))*b5)+b4/exp((b3*(abs(var1-1*b2)))*b1)+b0
y=(35402,2)/exp(((0,040284)*(abs(x-1*(2000,85))))"(0,613107))+(12563,4)/exp(((1,03908)*(abs(x-1*(2005,¢
))N2,70771))+(-16290,4)
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9. abra. Osszes telepités ABGAUEABGAU
Model: var3=b8/exp((b7*(abs(var1-1*b6))) b5)+b4/exp((b3*(a... (Fasitas)
Dep. var: VAR3 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 16064995,504 R=,98825 Variance explained: 97,663%
N=22 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl__| b0
Estimate 35402,21 0,040284 2000,848 0,613107 12563,43 1,039083 2005,872 2,707708 -16290,4
11. tablazat. Osszes telepités ABGAUEABGAU
Model: var3=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(vari-1*b1))22))+b0
y=((13396,6)/exp(((-0,129395)*(x-1*(2001,19)))"2))+((11378,2)/exp(((1,25856)*(x-1*(2005,82)))"2))+(43¢
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10. dbra. Osszes telepités GAUEGAU
Model: var3=(b6/exp((b5*(var1-1*b4))*2))+(b3/exp((b2*(varl... (Fasitas)
Dep. var: VAR3 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 42254557,076 R= ,96878 Variance explained: 93,854%
N=22 b6 | b5 [ b4 [ b3 [ b2 | bl | b0
Estimate 13396,60 -0,129395 2001,191/ 11378,23 1,258563 2005,819 438,3610

12. tablazat. Osszes telepités GAUEGAU
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2.3. Elemazés, értékelés

A fakitermelési adatok regresszios vizsgdlatdnak elemzése fafajonként:

- Tolgy

A kapott R értékek alapjan az ABGAUEABGAU pontosabb illesztést eredményez, amit
jOl igazolnak az illesztési abrak. Bar a széls6értékek szama a két modell esetén megegyezo, a
pontsor kovetése az elsd esetben sokkal szorosabb.

- Nydr

A Kkapott R értékek alapjan itt a GAUEGAU mutat szdzad nagysagrendben nagyobb
értéket. Az adbrak vizsgélatabdl az tlinik ki, hogy az emlitett modell hatarozottabb lefutasu a
sz€lsoértékekre nézve, ennek oka a pontsorozat jellegébdl adodik.

- Akdc

A R értéke ennél a fafajnil az ABGAUEABGAU esetében nagyobb. Bar hasonlé jelleget
mutat a két modell grafikonja a jobb illesztés észlelhetd. A kettés Gauss esetében az egyes
sz€lsOértékekhez tartozé hullamokat szimmetria jelzi mig a mddositott kitevd esetén az
asszimetria is fellelhetd, ami indokolja a mar emlitett nagyobb R értéket.

Mind a harom fafaj esetében az egyes illesztések eredményeibdl meghatarozhatok a
novekvo, csokkend iddszakok intervallumai mind a fiiggetlen mind a fiiggd valtozora,
meghatarozhatdok a szE€lséérték helyek és értékek. Az abra alapjan kozelitéleg a modell alapjan
pontosan megadhatok az inflexids helyek és értékek, melyek a valtozasi sebesség meghatarozo
pontjai, valamint megadjak a modell konvex illetve konkav intervallum hatéarait.

Ertékelés:
A felsoroltak igazoljak, hogy az alkalmazott modellek hasonl6 jellegli adatsorok
vizsgalatara alkalmasak, konnyen hasznalhatok és részletes tijékoztatok.

Az erddtelepitési adatok regresszios vizsgdlatdnak elemzése telepitési tipusonként:

- Elso telepités

Az adatsor értékeinek jelentSs ingadozasat itt az ABGAUEABGAU modell koveti kell6
pontossaggal, amit a R=0,9857 érték is fémjelez, mig ugyan magas R értéket jelez a
GAUEGAU modell R=0,9619 a pontsorozat kivetése ennél azonban 1ényegesen pontatlanabb.

- Osszes telepités

Az adatsor hasonld jellegli az els6 telepités adatsordhoz. Az eredmény itt is azt mutatja,
hogy az ABGAUEABGAU modell rugalmasan koveti a pontsorozatot, amit aldtdmaszt az R
érték, ami itt eléri a 0,9882-t. A kettds Gauss kovetési pontossaga lényegesen gyengébb még az
R=0,9687 magas értéke ellenére is.

Ertékelés:
A fenti adatsorok igazoljak a két modell kozotti jelentds rugalmassagi tulajdonsagi eltérést.
Bizonyos esetekben lehet elegendd a kettds Gauss alkalmazasa is, ha eltekintiink az adatsor

/////

modositott kitevd révén kapott modell kelld pontossaggal irja le a folyamatot
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3. Osszefoglalo

A gyakorlati €letbdl, az erdészet teriiletérdl valasztott adatsorok nem hasonlithatok egy
klasszikus fizikai, kémiai mérési sorozathoz, ahol a tendencia varhatd, a mért értékek
szélsOséges ingadozasa nem jellemzd. Az itt vizsgdlt adathalmazok valtozékonyak, tobb
maximum vagy minimum értékkel birhatnak, novekedési vagy csokkenési sebesség
valtozasa mellett. Jellemzésiikre nem alkalmasak a hagyomanyos egyszerii modellek. A
bemutatott két modell, a kettés Gauss GAUEGAU valamint a kitevékben médositott
ABGAUEABGAU rendelkezik azzal a rugalmassaggal melyre az illesztésnél sziikség lehet.

Az eredmények igazoljak, hogy kiilondsen az utobbi fiiggvény alkalmas ehhez hasonld
szélsOséges adatsorok jellemzésére megfelelé pontossaggal. A fiiggvény jol mutatja az
adathalmaz szakaszainak menetét, szE€lsoértékeit, konvexitasat, inflexids pontjait,
ugyanekkor magas korrelacids értéke jelzi az illesztés pontossagiat. Mindez indokolja a
fiiggvény alkalmazasat szélsoséges adatsorok esetén.
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