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SIS TIPUSU JARVANYTERJEDES VIZSGALATA HIPERGRAFOKON

BODO AGNES

Hipergrafokon torténé jarvanyterjedés matematikai vizsgdlata keriil be-
mutatdsra. A cél, hogy a modellezés sordn egyrészt figyelembe lehessen ven-
ni, hogy &ltalaban a populédcié aprobb kozosségekbdl all, mésrészt, hogy a
terjedést meghatdrozé fertézési rata nem feltétleniil linedrisan fiigg a be-
teg szomszédok szamatdl. Levezetésre keriil a jarvanyterjedésre vonatkozd
alapegyenlet tetsz6leges hipergraf esetén. Ennek segitségével bevezethets az
atlagtér kozelités, mint az alapegyenlet egy lehetséges egyszeriisitése, amely
a sztochasztikus szimuldcié eredményeivel Gsszevethetd. A szimuldcié so-
ran mind a hipergraf szerkezete, mind a matematikai leirdsban alkalmazott
paraméterek hatdsai vizsgalhatdak.

1. Bevezetés

Torténelmiink sordn szamos sulyos jarvany sujtotta a vilag népességét, tobbek
kozott a fekete haldlnak emlegetett pestis, amely mar az 5. szdzadban jelen volt,
és azdta folyamatosan szedi dldozatait a vilag kiillonb6zo teriiletein, vagy példaul
az 1918-ban felbukkand spanyolndtha, amely a Fold teljes lakossdganak 2-4%-at
betegitette meg, és amely csak az 1918-as évben t6bb aldozatot kovetelt, mint az
egész elsé vildghaboru. Az orvostudomany elérehaladasaval folyamatosan fejlodik
a jarvanyokkal vivott kiizdelem, amelyben nagy szerepet kapnak a jarvanyterjedési
modellek.

A jérvényterjedés matematikai modellezésének kezdetei a 20. szazad elejére
nyulnak vissza, az els6 ilyen jellegli mii Kermack és McKendrick 1927-ben meg-
jelent munkéja. Az ebben a dolgozatban megjelend modell még igen kezdetleges
volt, azonban az évek soran a tudomanyag folyamatosan fejlédott és az alkalma-
zott matematika egyik fontos kutatdsi teriiletévé valt. Ezen modellek segitségével
olyan kérdések valaszolhatéak meg, mint példaul el fog-e terjedni a jarvany egy
adott populdcion beliil, és ha igen, akkor varhatdéan a populdcié hanyadat fogja
érinteni a fert6zés, de meghatdarozhatéak olyan mennyiségek is, mint példaul a
reprodukcids szam vagy a kritikus oltdsi kiiszob [3].
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2. A modell

A jarvanyterjedés leirasara szamos dinamika létezik, az egyik legegyszeriibb az
ugynevezett SIS tipusu jarvanyterjedés, amely olyan fertézések leirdsara alkalmas,
ahol a betegségen atesett egyedek nem nyernek immunitast, hanem djra fertoz-
hetévé valnak. Ilyenek altalaban a nemi uton terjedd betegségek, mint példaul a
kanké. Ezen betegségeknél az egyedek kétféle allapotban lehetnek: egészséges és
fert6z6, amelyeket a tovdbbiakban jelsljon S és I (az angol susceptible és infected
szavakbol). Egy cstcs édllapota kétféleképpen véltozhat: egy egészséges egyed a
fert6z6 szomszédai hatdsdra fert6zotté valhat, ez a fertézés folyamata (S — I),
illetve egy fert6z6 egyed meggyégyulhat, ez a gyégyulds folyamata (I — S). Mind
a fertézés, mind a gydgyulas folyamatat Poisson-folyamattal irjuk le, amelynek
értelmében annak a valészintisége, hogy kis At id6 alatt egy egyed S allapotbol
I allapotba keriil 1 — exp (7kAt), illetve annak, hogy I dllapotbdl S &llapotba
1 — exp (yAt), ahol k jeloli az adott egyed fertdzott szomszédai szamdt, és 7, v
pozitiv szamok. A tovébbiakban a Tk és v szdmokat a fertézési és gydgyulasi
folyamatok ratainak nevezziik.

A betegségterjedés matematikai leirasahoz célszeri megallapitani a kapcsolati
strukturat, amelyet hagyomanyosan grafokkal szoktak jellemezni. Legyen tehat
adott egy N csdcsu iranyitatlan, egyszertt graf, ahol a graf csicsai a populacié
egyedeinek felelnek meg. Tovdbbda két csics kozott akkor van él, ha a fertozés
terjedhet koztiik, ami a kiilonboz6 betegségek esetében mas és mas lehet, attol
fliggben, hogy példaul cseppfertézéssel vagy nemi 1ton terjedé betegségrol van
s76.

Megfigyelhetd, hogy a betegségterjedés egyes csoportokon beliil jéval erésebb,
mig a kiiloénféle csoportok kozott kevésbé meghatarozo, ilyen csoportra termé-
szetes példa egy csaldd vagy egy munkahelyi kozosség. FEzen folyamatokat ta-
nulményozzdk az tgynevezett haztartds tipusi hélézatok segitségével [2]. Ezen
kutatasok alapjan a jarvanyterjedés sordn a populdciét nem graffal, hanem ugy-
nevezett hipergraffal, vagy més néven altalanositott gréffal reprezentaltuk. A
hipergréf egy (V,€) par, ahol V = {v1,va,...,vn} a hipergraf csicsait jeloli,
E ={ey,ea,...,en} pedig a hiperéleket, ahol e; C V teljesiil mindeni = 1,2,..., M
esetén. Hagyomanyos értelemben vett grafoktdl eltéréen hipergrafokndl egy él ket-
ténél tobb cstcsot is 6sszekothet.

A tovabbiakban célunk az SIS tipusu jarvanyterjedés hipergrafokon valé vizs-
galata. A hipergraf csicsai tehat kétféle dllapotban lehetnek: S, illetve I. A
gyogyulas ratdja a grafos esethez hasonléan v maradt, azonban a fertozés ratajat
az aldbbiak szerint moédositottuk:

)\SI ZTZf(k?h)7 (1)
h

ahol az Osszegzés azon h € £ hiperélekre torténik, amelyek tartalmazzék az adott
csucsot, ky, jeloli a fert6zott cstcsok szamét a h hiperélben, és f adott fliggvény. A
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hagyomanyos grafos megkozelitésben, ha f az identitésfiiggvény, akkor visszakap-
juk a kordbban emlitett k7 ratat, ahol k = ), kj, a fert6z6tt szomszédok szama. A
modellezés soran fontos kérdés volt, hogy az (1) ratdban milyen f fliggvénnyel dol-
gozzunk. A hipergrafokon valé vizsgédlat mellett egy maésik jelentOs valtoztatas volt
ezen f fiiggvény bevezetése, amivel azt a jelenséget szerettiik volna figyelembe ven-
ni, hogy sok esetben a fert6zés ratdja nem linearisan fiigg a fert6zott szomszédok
szamatol. Példanak okaért bioldgiai neurdlis hélézatok modellezésénél egy inaktiv
neuron aktivvd valdsanak ratdja nem linedrisan fligg az aktiv szomszédok szaméa-
tél, hanem a tangens hiperbolikusz fiiggvényhez hasonld telitédés szerint. Tehéat
nagyon sok szomszéd nem noveli az atmenet valoszinliségét, ami betegségterjedés
sordn is életszerti. Az [1] cikkben a szerzék arra jutottak, hogy a folyamat meg-
értéséhez elegendd a tangens hiperbolikusz fiiggvénynél numerikusan kénnyebben
kezelheto fiiggvény alkalmazdsa, nevezetesen

Fa) = x, ha0 <z <eg, (2)

c, ha z > ¢,

amelyet csupan a c kiiszobértéknek nevezett paraméter jellemez.

3. Eredmények
3.1. Alapegyenlet és varhaté értékre vonatkozd egyenletek

Célunk volt grafokhoz hasonléan az allapotvaldszintiségekre vonatkozo linearis
differencidlegyenlet-rendszer levezetése [5], amelyet alapegyenletnek neveznek. Egy
N csticst hipergréf soran az allapottér az {S, I}V halmaz, ugyanis barmely cstics
ezen kétféle allapotban lehet. Célszerii ezt a halmazt N + 1 részhalmazra osztani
a fert6z6 csicsok szdma szerint. A tovdbbiakban legyen S = (SSS...S) az
az allapot, ahol a hipergrafban nincs fertézé csics. Hasonléan jellie S* azon
allapotokat, amelyeknél k fertéz6 csics talalhato a hipergrafban. Végezetiil legyen
SN = (III...1) az az &llapot, ahol minden cstcs fert6z6. Az S* halmaz elemeit
jelolje SF, S§, ..., ka, ahol ¢, = (JZ) Ezen jelolések segitségével felirhaté a
fert6zés és a gydgyulds folyamata, lasd [1].

Az alapegyenlet felirdsdhoz jelslje Xjk(t) annak a valdszintiségét, hogy a rend-
szer a t idopillanatban Sf allapotban van. Tovabba legyen

XF(t) = (X0 (1), Xa(t), ..., X (1), k=0,1,...,N

a k beteget tartalmazoé dllapotok valdsziniliségeibol 4116 vektor. A fenti dtmenetek
az Xf(t) valtozdkra az aldbbi linedris, dllandé egyiitthatds differencidlegyenlet-
rendszert hatarozzak meg:

Xk = Akxk=1 L Bkxk L ckxktl L —01,... N,
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ahol A° és CN nulla matrixok. Az AF métrixok a fertézés, a C* métrixok a
gybgyulas folyamatdt irjik le, amelyek részletes leirdsa megtalalhaté az [1] cikkben.
Az egyenlet az alabbi alakban is irhato:

X =Px, (3)

ahol P blokk-tridiagonélis matrix, amelynek f6atléjaban a B* métrixok szerepel-
nek, a f6atlé alatt az A*, a f64tl6 felett pedig a C* matrixok.

A (3) alapegyenlet nagy N esetén kezelhetetlenné valik, ezért célszerti az alap-
egyenletet leegyszeriisiteni, amelynek egyik médja az tigynevezett atlagtér kozeli-
tés. Ilyenkor nem az egyes allapotvaldszintiségekre {runk fel differencidlegyenlete-
ket, hanem bizonyos varhato értékekre, jelen esetben a fert6z6 és egészséges tipusu
csucsok szamdnak vdrhaté értékeire, amelyeket [I] és [S] jelol, ahol

N N Ck
1) =D kY XF@),  [SI) =D _(N—k) > XF(D)
k=0 j=1 k=0 j=1

Az egyenletek felirdsahoz vezessiik be a kovetkez6 mennyiségeket: jelolje Ny, (Sjk)
a h hiperélben 1év6 fert6zott csticsok szamat az S]’.C allapotban, tovabba legyen

NEshH= ST T r(Nush)

1:Sk(1)=8 h:l€h

azaz az S§ allapotban 16v6 egészséges csticsokra vonatkozd Y, o, f (Ni(SF))
értékek osszege. Ekkor az [I](t) és [S](t) fiiggvényekre az aldbbi differencidlegyen-
letek irhatéak fel.

3.1. TETEL. Az [I](t) és [S](t) vdrhaté értékek az aldbbi differencidlegyenlete-
ket elégitik ki tetszéleges hipergraf esetén:

(8] =11 - 7(s1], (4)
(1] = 751 = 1], (5)

ahol

N ¢k
=Y NL(SHAS(®).

k=0 j=1
A bizonyitds megtalalhat6 az [1] cikkben.
3.2. Szimuléicick

A (4), (5) tipusi egyenletek korlatozottak abban az értelemben, hogy nem
tudjak figyelembe venni a fertézés utjat, azaz hogy a betegség pontosan melyik
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egyedrol melyik egyedre jut at. Ennek lefrasahoz célszerii megéllapitani a kapcso-
lati struktirat. A hélézat szerkezetének ismeretében Monte-Carlo-szimulacidval
lehet vizsgdlni a betegség terjedésének folyamatat, példdul 1asd [4].

A gyakorlatban a pontos kapcsolati struktura feltérképezése altalaban nehezen
kivitelezheto, ezért gyakran alkalmaznak véletlen grafokat a folyamatok leiraséara.
Ebbol fakadéan a szimulédcidkat kiilonféle véletlen hipergrafokon végeztiik. Az elsd
hipergraftipus a valds életnek egy nagyon leegyszeriisitett modellje, ahol feltéte-
lezziik, hogy minden egyednek van otthona és munkahelye, tehat minden cstics
pontosan két hiperélben szerepel. A madsodik hipergraftipus soran a konfigura-
ciés modell segitségével generdltunk véletlen hipergrafokat. A pontos részletek
megtaldlhatéak az [1] cikkben.

700 700
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(a) A teljes gréfos és a hipergrafos megko-
zelités az (1) rdtdban szerepl§ fiiggvény c
kiiszobértékének kiilonb6zé megvalasztasai
esetén 16 nagysagu, 500 hiperéllel rendel-
kez§ véletlen hipergrafon 7 = 0,02, v = 1
paraméterek esetén.

(b) A hipergrafos megkéozelités ¢ = 7 kii-
szobérték valasztassal, és az atlagtér ko-
zelitésnek megfeleld (6) egyenlet megolda-
sa kiilonboz6 otthon (H) és munkahely
mérettel (W) rendelkezd hipergrafokon
T =0,18, v = 1 paraméterek esetén.

1. 4bra. A fertdzott cstcsok szaménak idébeli valtozdsa N = 1000 esetén.

A szimulécidk soran a folyamatot meghatarozé mennyiséget, azaz a betegszam
id6beli véltozasat kovethetjiik nyomon. Egyrészt megvizsgaltuk a (2)-ben definidlt
f fiiggvény hatédsat, azaz azt, hogy a kiiszobérték véltozasa milyen hatassal van
a betegszamra. Kétféle megkozelitést hasznaltunk: teljes grafok és hipergrafok.
A teljes gréfos megkozelitésben minden hiperélt teljes gréaffal helyettesitettiink.
Azt az eredményt kaptuk, hogy hipergraftipustdl fiiggetleniil a kiiszobérték elég
nagy értékére a teljes grafos és a hipergrafos szimulacié kozelitleg megegyezik,
lasd az la. abrat. Masrészt megvizsgaltuk a struktiura hatasat, azaz azt, hogy a
hipergrafok homogenitasat valtoztatva hogyan alakul a betegszam idéfiiggése. Ho-
mogenitéds alatt azt értjiik, hogy a hipergraf uniform és reguldris. Hipergraftipustol
fliggetleniil arra az eredményre jutottunk, hogy minél homogénebb a folyamatot
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leir6 hipergraf, anndl lassabb kezdetben a jarvény terjedése (azaz anndl kevesebb
kezdetben a betegszam), azonban anndl hatékonyabban terjed el id6vel a jarvany
(azaz a betegszdm kelld id8 elteltével nagyobb lesz). A homogenitds hatédsa az [1]
cikkben van illusztralva. Végiil pedig Gsszehasonlitottuk a szimulaciét a varhaté
értékre vonatkozd egyenlettel, lasd az 1b. abrét, ahol az els6 hipergraftipusnél az
(5) egyenletre az aldbbi kozelitést irhatjuk fel:

)] 1] ) B L

I - P)/I, (6)

ahol H az otthonok, W a munkahelyek méretét jeloli.
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SIS EPIDEMIC PROPAGATION ON HYPERGRAPHS

AGNES Bobpd

Mathematical modeling of epidemic propagation on hypergraphs is considered in this paper.
The goal is to model the community structure with greater accuracy and to describe the depen-
dence of the infection pressure on the number of infected neighbours with a nonlinear function.
The master equation describing the process is derived for an arbitrary hypergraph. The mean-
field equations are introduced as an approximation to the master equation and are compared
against the stochastic simulations. Simulation results can be used to analyze the effects of the
hypergraph structure and the model parameters.
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