A T 037202 sz. OTKA palyazat eredményei az el6z6 T 025029 sz. OTKA palyazatban elért
eredményekhez szorosan kapcsolodnak, az elkezdett kutatasokat folytattuk. A kutatas {6
iranyai: a csoportalgebra egységcsoportja és reprezentacidoelméleti kérdések.

A csoportalgebra egységcsoportjanak vizsgéalata a mult szdzad 40-es éveiben az algebrai
topologia hatasara kezdddott, mivel a fundamentalis csoport kutatdsdhoz az egész szamok
feletti csoportgytiri egységcsoportjanak a struktaraja kellett. A 90-es években a kutatasok
attevodtek a FG modularis csoportalgebra (azaz olyan csoportalgebra, ahol F karakterisztikaja
osztja a G csoport valamely elemének a rendjét) V(FG) normalizalt egységcsoportjanak a
vizsgalatara. A 70-es években elért eredmények a csoportalgebra Lie tulajdonsdgairdl, mint
késdbb kideriilt, szorosan Osszefiiggnek az egységcsoport tulajdonsdgaival, igy a Lie
modszerek nagyon hasznosnak bizonyultak. El6szor ezt a témavezetonek sikeriilt alkalmazni.
A kutatomunka a kovetkez6 iranyokban folyt:

1. Az egységcsoport nilpotecia foka szorosan Osszefiigg a csoportalgebra Lie
struktirdjaval a csoportalgebra Lie nilpotencia indexén keresztiil. Vizsgaltuk, majd
teljes leirasat adtuk a maximalis és majdnem maximalis indext Lie nilpotens
csoportalgebraknak, amelyek Shalev eredményeinek altalanositésai.

2. A G véges p-csoportok esetén vizsgaltuk a modularis csoportalgebra V(FG)
normalizalt egységcsoportjanak a konjugalt osztalyait. Altalanositottuk Rao és
Sandling eredményét, miszerint p* osztja a nem egyelemii konjugélt osztalyok rendjét,
tovabba bizonyos feltételek mellett megadtuk egyes konjugalt osztalyok rendjét.
Minden véges p-csoport tartalmaz olyan H normadlis részcsoportot, hogy a G/H
faktorcsoport kommutator részcsoportja p-rendii. Bebizonyitottuk, hogy ha G/H
centruméanak az indexe pk, akkor a moduléris csoportalgebra V(FG) normalizalt
egységcsoportja tartalmaz pk rendii konjugalt osztalyt.

3. Kiterjesztettiik a kutatdsokat az egységcsoport hatvanyteljes struktardjanak a
vizsgalatara ¢és leirtuk az U(FG) egységcsoport strukturajat p-elemii F test felett, ha G
véges p-csoport ciklikus Frattini részcsoporttal. A maximalis osztalyli 2-csoportok
csoportalgebraja egységcsoportjadban a masodrendii elemek struktardjat vizsgaltuk és
megadtuk azok szdmat. Brauertdl szarmazik a kérdés, hogy egy véges p-csoport
csoportalgebraja egyértelmiien meghatarozza-e a csoportot, melyre eddig csak pozitiv
megoldasok ismertek. Berman sejtése, hogy a véges p-csoport csoportalgebrajanak
egységcsoportja egyértelmiien meghatarozza a csoportot, sokkal nehezebb probléma
mint az el6bbi és Berman igazolta, hogy a sejtés érvényes véges Abel p-csoportokra.
Megkezdtiik a vizsgalatokat nemkommutativ csoportokra és az elért eredmények
alapjan megmutattuk, hogy a sejtés érvényes, ha G véges p-csoport ciklikus Frattini
részcsoporttal, illetve maximalis osztaly 2-csoport.

4. A gytrtelméletben a kutatdsok egyik fOirdnya lett a csoportazonossdgok vizsgalata.
Kiterjesztettiik kutatdsainkat a csoportazonossagok vizsgélatara a csoportalgebra
egységcsoportjan, melynek eredményeképpen megoldast nyert két nagyon nehéz,
Zassenhaustol szarmazo probléma, amelyek S. K. Sehgal ,,Topics in Group Rings”
cimli konyvében vannak ismertetve: a korlatos Engel, illetve feloldhato
egyseégcsoporttal rendelkezd a csoportalgebrak jellemzése.

e Az FG moduléris csoportalgebra U(FG) egységcsoportja n-Engel akkor és csak
akkor, ha FG korlatosan Engel algebra, tehat a G nilpotens csoportnak van
olyan normalis részcsoportja H, hogy G/H és a H kommmutator részcsoportja
véges p-csoportok.

o Jellemzést adtuk a feloldhato U(FG) egységcsoporttal rendelkezd
csoportalgebraknak, kivéve azt az esetet, mikor G torziomentes. Valaszt
adtunk arra, hogy egy Lie feloldhatd csoportalgebra egységcsoportja mikor
feloldhato.
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6.

Teljes leirast kaptunk az x"+y"=z" Fermat egyenlet megoldasairol a GL(2,Z)
matrixcsoportban és a matrixgytirli irreducibilis elemeinek halmazéban.
Reprezentacioelméleti probléma a csoportalgebra filtracidos bazisanak létezése. A
kérdést R. Bautista, P. Gabriel, A. Roiter és L. Salmeron vetették fel. Eddig csak
példak voltak filtracids bazis 1étezésére. Sikeriilt igazolni, hogy ha G nemkommutativ
metaciklikus p-csoport, a FG csoportalgebraban akkor és csak akkor létezik filtracios
bazis, ha G vagy diédercsoport, vagy a nyolcadrendii quarternidcsoport és az F test
tartalmaz harmadfoku egységgyokot. Nemkommutativ hatvanyteljes G p-csoport
esetén FG-nek nincs filtracids bazisa; tovabba sikeriilt a filtracids bazis leirdsa abban
az esetben ha G-nek van p” indexii ciklikus részcsoportja, illetve a 2-csoport rendje
nem nagyobb mint 2°. Valdsziniileg filteres bazis csak akkor létezik az FG
csoportalgebraban, ha G 2-csoport.

7. A reprezentacid elméleti kutatasokat kiterjesztve foglalkoztunk a kristalycsoportok

kutatdsaval. A klasszikus kristalycsoportok osztalyat kibdvitettiik a kovetkezdképpen,
¢s e csoportokat altalanos kristdlycsoportnak neveztiik el: Legyen K egy foideal
gylirli, amely az F test részgytriije és tegylik fel, hogy a G véges csoportnak van egy
hii matrix K-reprezentacioja az FG feletti M modulusban. Kivélasztunk az F test felett
egy olyan FM vektorteret, amelyben az M teljes racsot alkot. Az FM vektortéren
definidlt a G csoport hatdsa és mivel az additiv csoportja tartalmazza az M additiv
csoportjat az L=FM/M faktorcsoportban definialva van egy G-beli elemmel vald
SZOTZzA4s.

Legyen t a G-nek olyan 1-kociklusa, amelynek értéke a L csoportban van. Ha
Crys(G; M;t)={(g,x)| geG, xet(g)} halmazon a szorzast Ggy értelmezziik, hogy
(g,x) * (g'x")=(gg',g'x+x"), akkor egy altalanos kristalycsoportot kapunk. Vildgos,
hogy ha K=Z ¢s F az R valds szamtest, akkor a Crys(G; M; t) csoport a klasszikus n-
dimenzids kristalycsoporttal izomorf, ahol n a ZM modulus rangja. A Crys(G; M; t)
csoportot irreducibilisnek, illetve felbonthatatlanak nevezziik, ha M KG-modulus
megfeleld tulajdonsaggal rendelkezik, azaz irreducibilis, illetve felbonthatatlan és a t
kociklus nem kohomologikus zérussal.

Az éltalanos kristalycsoportok tulajdonsdgait vizsgaltuk és az elért eredmények
alapjan Uj struktura tételeket kaptunk a klasszikus kristalycsoportra.

Részletesen tanulmanyoztuk az olyan felbonthatatlan Crys(G; M; t) csoportok
struktarajat, amelyben G egy p" rendii ciklikus csoport vagy két p-rendl ciklikus
csoport direkt szorzata. Legyen G két p rendi csoport direkt szorzata és K vagy p-
egészek a Z, gylirlije vagy a p-adikus egészek gytiriije. Bebizonyitottuk, hogy a G
csoportnak van egy olyan hii felbonthatatlan K-reprezentacioja a KG feletti M
modulusban, hogy a Crys(G; M; t) csoport felbonthatatlan torziémentes és dimenzidja
(3p-2)n+p’.

Leirtuk az M felbonthatatlan KG-modulus és egy nem trividlis t kociklus altal
meghatarozott Crys(G; M; t) altaldnos kristalycsoport felépitését. Igazoltuk: (i). G
ciklikus csoport esetén létezik d-dimenzids torziomentes Crys(G; M; t) altaldnos
kristalycsoport, ahol d=m|G]| és (|G|,m)=1; (ii). a G=CpxCp csoport esetén a Crys(G;
M; T) altalanos kristalycsoportnak a dimenzi6éi nem korlatos halmazt alkotnak; (iii).
1étezik végtelen sok nem izomorf felbonthatatlan klasszikus kristalycsoport, melynek
a holonomia csoportja As.

A kutatasok egy részét a kristdlycsoportok szerkezetérdl az argentin Cordoba-i
egyetem munkatarsaival kozdsen végeztiik és tovabb folytatjuk egy nemzetkdzi
palyazat keretében.
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Elkészitettiik és publikaltuk a LAGUNA programcsomagot, amely segitségével
csoportalgebrakban ¢és azok egységcsoportjaban végezhetliink szamitasokat a GAP
rendszer alatt. A programcsomag a http:/www.gap-system.org illetve a
http://www.ukrgap. exponenta.ru/laguna.htm oldalakrol tolthetd le. 2004-ben
kibovitettiik ezt tovabbi fliggvényekkel, amely verzié a http://www-gap.dcs.st-
and.ac.uk/~gap/Manuals/pkg/ laguna/doc/chap0.html cimen talalhat6. A LAGUNA {6
célja szamitasokat végezni barmely csoportalgebra asszocidlt Lie algebrajaban. A
LAG részével lehetéségiink van bizonyos Lie tulajdonsagok ellendrzésére, Lie
invariansok  hatékony meghatdrozasara. A  programcsomag fliggvényei jol
hasznalhatok a moduléris csoportalgebrak egységcsoportjaiban is. Példaul alkalmas
annak ellendrzésére, hogy egy csoportalgebrabeli elem egység-e.

Zassenhaus elsé sejtését vizsgaltuk szamitogép segitségével, azaz minden torzid
egysége az egész szamok csoportgyliriijének raciondlisan konjugélt az alapcsoport
valamely elemével. A vizsgalat targya az 1 S. Luthar és I. B. S. Passi altal adott
szamitdsi modszerek felhasznalasaval bebizonyitani, hogy a 3 dimenzids
kristalycsoportok holondémia csoportjaira illetve az S;xA,4 csoportra a sejtés igaz.
Sikeriilt igazolni, ha egy G csoportra igaz az els6 Zassenhaus sejtés, akkor GxC,-re is
igaz.

Eloadasok: A kovetkezd konferencidkon vettiink részt és tartottunk eléadast:

1.

Workshop "Discrete Groups and Geometric Structures, with Applications".
K.U.Leuven, Kortrijk, Belgium, 2002, majus 22-24. Bodi Viktor ' 'Generalized
crystallographic groups".

Algebra Conference, Venezia-2002, junius 2-8. Bodi Béla " Units in modular group
algebras".

International Workshop "Polynomial Identities in Algebras", Memorial University of
Newfoundland. 2002, augusztus 29 -- szeptember 3. Bodi Béla "Applications of the
group identities theory to the group of units of group algebras"; Bodi Viktor
"Symmetric units and group identities".

International Algebraic Conference dedicated to the memory of Borevich. St.
Peterburg, Russia. 2002, szeptember 17--23. Bdédi Béla " Conjugacy classes of
modular group algebras of finite p-group", Bodi Viktor "Group algebras whose unit
group are powerful", Patay Zoltdn és Szakdcs Attila "On Fermat problem in matrix
rings and groups".

International Conference on Group Theory:combinatorial, geometric, and dynamical
aspects of infinite groups, Gaeta, Italy, 1-6 June 2003. Bodi Béla "Group algebras with
an Engel group of units"; Bodi Viktor "On elements in algebras having finite number
of conjugates".

Special Year on Algebraic Geometry and Topology, Workshop on Representation
Theory, Canberra, Australia, 30 June -4 July, 2003. Bodi Viktor "Crystallographic
groups with indecomposable point groups".

International Conference on Algebras, Modules and Rings, Lisboa, 14.-18. July 2003.
Bodi Béla "Applications of the group identities theory to the group of units", Bodi
Viktor "Generalized crystallographic groups with indecomposable holonomy groups".
Groups and Group Rings X — 2003, Ustron, Poland,10 - 14 June 2003. Eldadés: Bodi
Béla "Group identities on units of rings" (meghivott eléado).

International Algebraic Conference, Warwick,UK, December, 2003. B6di Viktor "On
a filtered multiplicative basis".
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Ischia group theory 2004, in honour of Marcel Herzog, Jolly Hotel, Ischia (Naples,
Italy) March, 31st - April, 3rd, 2004. Bodi Béla ,,On the power structure the group of
units”’; Bodi Viktor ,,Modular group algebras with maximal Lie nilpotency indices”.
International Conference ,,XVIII ESCOLA DE ALGEBRA”, Campinas, july 79 — 23,
2004 Bodi Viktor ,,Modular group algebras with maximal Lie nilpotency indices”.
International Workshop, Groups, Algebras and Geometries, Alden Biesen, Belgium,
August 23-29, 2004, Bédi Viktor ,,Modular group algebras with maximal Lie
nilpotency indices”

GROUPS in Bressanone —Brixen, June, 2-5, 2004.

Summer School on General Algebra and Ordered Sets. Czech Republic, Mala
Moravka, 2004. Bodi Béla ,,Units in modular group algebras.”

Seminar of the Dipartimento di Matematica ,,E. DeGiorgi”, Universita degli Studi di
Lecce Via Provinciale Lecce-Arnesano, 73100-LECCE, Italy, Szeptember, 2004. Bodi
Viktor ,,0On a Filtered Multiplicative Bases of Group Algebras”.

Seminar of the Faculty of Mathematics (FAMAF--CIEM), Universidad de Cordoba,
Cordoba, Argentina, December, 2004 Bodi Viktor ,,Torsion free crystallographic
groups with indecomposable point groups”.

International Conference "Groups and Group Rings XI - 2005", Bedlewo-Poznan,
Poland, 4--11, June 2005. Bodi Béla ,,Conjugacy classes in modular group algebras.”
Balogh Zs., Group algebras with unit group of class p,

International Conference and Workshop: "Lie Algebras, their Classification and
Applications", University of Trento, Italy, 24-28 July, 2005. Bodi Viktor ,,Modular
group algebras with almost maximal Lie nilpotency indices”.

International Conference and Workshop: "Summer School on General and Ordered
Sets", Dep. of Algebra and Geometry, Palacky University of Olomouc, Mala
Moravka, Czech Republic, September 4-10, 2005. Bodi Béla ,,n-Engel modular group
algebras.”



