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Osszefoglalds

A P parallelotop egy olyan konvex politdp, melynek eltolt példa-
nyai a tér egy kévezését adjak és lapjai lap-lap mentén csat-
lakoznak. Legyen F az n-dimenziés P parallelotép egy (n —
— 3)-dimenzios lapja. Tekintstnk egy S 3-dimenzids teret, mely
transzverzalisan metszi az F' lapot. Az F' lap egy kis kbrnyezeté-
ben a P parallelotop kévezésének az S térrel vett metszete ad-
ja a kbvezés 3-dimenzids poliéder alakzatat, melyet az F lap 3-
dimenzios hiper alakzatanak neveziink. Ebben a cikkben az (n—
— 3)-dimenzios lapok 3-dimenzios hiper alakzatanak és az FS
szabad tér dimenzdjanak a kapcsolatat vizsgaljuk.

Abstract

The parallelotope P is a convex polytope which translated co-
pies tile the space in a face to face way. Let F' be a (n —3)-
dimensional face of the n-dimensional parallelotope P. Consider
a 3-dimensional space S that intersects the face F' transversally.
In a small neighbourhood of the face F' the section of a tiling of
the parallelotope P by the space S gives the 3-dimensional poly-
hedral fan which is called the 3-dimensional fan of the face F'. In
this paper the connection of the 3-dimensional fan of the face F
and the dimension of the free space F'S is investigated.

1. Bevezetés

1.1. Parallelotopok

A parallelotop egy olyan konvex poliéder, mely hézagmentesen és egyrétiien kitdlti a teret ugy,
hogy eltolt példanyai lap-lap mentén csatlakoznak. A parallelotop tetszdleges pontja az eltolt pél-
danyokra nézve racsot alkot, igy a parallelotopok kézéppontjai is racsot alkotnak. H. MINKOWSKI
[11] bizonyitotta, hogy a parallelotépok kézéppontosan szimmetrikus poliéderek, tovabba igazolta az
alabbi szikséges feltételeket, melyek elégségességét 1954-ben B.A. VENKOV [12] lattott be. 1980-
ban P. MCMULLEN [10] bizonyitotta az allitast B.A. VENKOV eredményétdl fliggetlendl.

1. Theorem. (B.A. VENKOV, P. MCMULLEN) A P politép, akkor és csak akkor parallelotdp, ha

a) P centralszimmetrikus,

b) P minden (n-1)-dimenziés lapja is centralszimmetrikus,
c) 'P-nek valamely (n-2)-dimenzids lap mentén vett vetiilete parallelogramma vagy centralszim-

metrikus hatszdg.

*Kapcsolattart6 szerzo.
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Az 1. és 2. abran 3-dimenzids eseteket dbrazoltunk, ekkor az (n-2)-dimenzios lap egy él, e mentén
vett vetllet a fenti tétel alapjan az egyik esetben parallelogramma, a masikban centralszimmetrikus
hatsz6g. A poliéder azon lapjai, melyek vetilete parallelogramma, illetve centralszimmetrikus hat-
sz0g a parallelotop egy 4-, illetve 6-6vét hatarozzak meg. Tehat a c) feltétel ekvivalens azzal, hogy
parallelotép esetén csak 4-, illetve 6-6v fordulhat eld.

1. abra. 4-6v 2. abra. 6-6v

A sikban 2 parallelotop létezik, a parallelogramma és a centralszimmetrikus hatszdg. A térben
Osszesen 5 parallelotop van, melyek kombinatorikus osztaklyait E.S. FEDOROV [5] irta le: a kocka, a
hatszdg alapu hasab, a rombdodekaéder, a nyujtott rombdodekaéder és a csonkolt oktaéder.

1.2. Dirichlet-Voronoi cellak

Legyen adva egy L diszkrét ponthalmaz az n-dimenzids euklideszi térben. Az L halmaz egy
P pontjanak Dirichlet Voronoi celldja, réviden DV cellgja a tér azon pontjainak halmaza, melyek a
P ponthoz legaldbb olyan kdzel vannak mint az L ponthalmaz barmely mas pontjahoz. A 3. ab-
ra egy altalanos pontrendszer DV cellajat dbrazolja, a 4. abran egy racs, mégpedig a szabalyos
haromszdg-racs DV cellai lathatdék. A tovabbiakban mi csak racsok DV cellait vizsgaljuk, ebben az
esetben kénnyen lathato, hogy a DV cella egy parallelotép.

3. abra. DV cella 4. abra. Racs DV cellaja

Elészér 1850-ben G.L. DIRICHLET [1] vizsgalt ilyen alakzatokat, majd 1908-ban G. F. VORONOI
[14] parallotépokkal kapcsolatos munkaja soran fogalmazta meg hires sejtését, mely azt allitja, hogy
minden parallelotép egy racs DV cellajanak affin képe. A sejtést maig sem sikerilt igazolni, de sza-
mos eredmeény szlletett. Ehhez a témakdrhéz kapcsoldéddan (n — 3)-dimenzids lapok 3-dimenzids
hiper alakzatait vizsgalom. E révid bevezetés utan a kdvetkez6 fejezet a legfontosabb fogalmakat
targyalja, majd az allitdsunk bizonyitdsa utan, 6sszegzés zarja a cikket.
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2. Fogalmak

2.1. k-dimenzids hiper alakzatok

Legyen L egy n dimenzids racs. Az S(x,r) = {y € E?: |y —x| = r} gbmbot Gresnek nevezziik,
ha |z — x| > r teljestl minden z € L-re. Ha S(x,r) egy Ures gdmb és dim(S(x,r)N L) = n, akkor
conv(S(x,r)N L) ponthalmazt nevezzik a racs Delaunay n-cellajanak. A DV cella felbontés és a
Delaunay felbontas kdzott dudlis kapcsolat van: A DV cellanak a kézéppontja a Delaunay felbontas
cslcsa. Legyenek F és F’ a DV cellanak a lapjai, és D(F'), D(F’) a Delaunay felbontas megfeleld
celldi. F' C F, akkor és csak akkor ha D(F) c D(F’). A Delaunay felbontas motivalta a P paralelotop
(n—k)-dimenzids lapjahoz tartozé k-dimenzids hiper alakzat definiciojat:

1. Definicié. Legyen F' a P paralelotop egy (n—k)-dimenzios lapja. Tekintsiik az F-et transverzalisan
metsz06 k-dimenzids S sikot. F-nek egy kis kérnyezetében a P paralelotop kévezésnek az S sikkal
velt metszete adja az F' lap k-dimenzios hiper alakzatat, melyet Fan(F)-fel jel6liink.

5. abra. k-dimenzids hiper alakzatok

Fan(F) és D(F) kélcséndsen egyértelmiien megfeleltethetdk egymasnak, mint azt az 5. dbra
is mutatja. A fligg6leges élhez tartozé Delaunay cella a négy kocka kdzéppontja altal meghataro-
zott négyzet, mig a 2-dimenzidés alakzat 2 egymast metszd szakasz, mely a négyzet oldalainak a
felezbpontjait kéti 6ssze.

B.N. DELAUNAY [2] megadta a 2- és 3-dimenzios hiper alakzatokat. 2-dimenziés hiper alakzat-
bél 2 killbnb6z6 (6. abra), 3-dimenzids hiper alakzatbdl 5 kilénbdz6 (7. abra) kombinatorikus tipus

létezik:

a) b)

6. abra. 2-dimenzids hiper alakzatok
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a) b) c)
v 4\
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7. abra. 3-dimenzids hiper alakzatok

2.2. Kihuzas és szabadsagi foka

Tekintstk az n-dimenziés P és Q parallelotépokat. S(z)-vel jeléljik a z irdnyl és z hosszusagu
szakaszt. Ha létezik olyan z irdny, melyre P+ S(z) = Q, ahol + jeldli a Minkowski 6sszeget, akkor
P-t a Q 6sszenyomottjanak és 9Q-t a P kihuzottjdnak nevezzik. V. GRISHUKHIN a z vektort szabad
vektornak nevezte, ha a P z irdnyban kihtuzhato.

V. GRISHUKHIN [6] 2004-ben fogalmazta meg az alabbi tételt, mely egy j6l hasznalhat6 sziikséges
és elégséges feltételt ad arra, hogy mikor huzhatd ki egy parallelotop, bizonyitdsat 2014-ben M.
DUTOUR [4] egészitette ki:

7 7

2. Theorem. (V. GRISHUKHIN, M. DUTOUR) A kdvetkezé allitasok ekvivalensek egy P parallelotépra:
(a) a’ P®S(z) Minkowski 6sszeg parallelotop,
(b) a z vektor meréleges a P parallelotép minden 3-6vének legalabb egy lapvektorara.

A parallelotop tetszdleges (n—1)-dimenzids lapjahoz tartozik egy racsvektor, mely a laphoz tarto-
z6 két parallelotop kdzéppontjat kéti 6ssze. Ezt a vektor meghatarozé vektornak nevezziik [3]. A. G.
HORVATH [8] igazolta, hogy egy 4-6vhoz tartozd (n — 2)-dimenzids lap mindig centralszimmetrikus,
igy természetesen adodik, hogy az ilyen (n — 2)-dimenzids lapokhoz is tartozik egy racsvektor.

Legyen P egy parallelotop és ennek egy (n — 2)-dimenziés lapja F. Ekkor létezik két (n — 1)-
dimenzids lapja a parallelotépnak, mely tartalmazza az F' lapot. E két lap racsvektorai legyenek t; és
to. Ha az F' lap egy 4-6vet hatdroz meg, akkor a t = t; +to vektort nevezzilk az F' lap meghatarozé-
vektoranak.

Az igy definialt meghataroz6-vektorok segitségével tetszbleges z iranyhoz hozzarendelhetiink
egy racsot [7], [13], mely a parallelotépot meghatéarozo racs egy részracsa lesz.

2. Definicio. Legyen P az L racs egy parallelotopja és z egy adott irany a térben. L,-vel jeldljlik
az L racsnak azt a részracsat, melyet a P parallelotop z iranyu arnyékhatarahoz tartozé maximalis
lapok meghatarozo-vektorai feszitenek ki. Ezt a racsot nevezziik a P parallelotop z iranyu Venkov-
racsanak, ahol a P parallelotdp z iranyu arnyékhatara P-nek azokbdl az x hatarpontjaibdl all, me-
lyekre az {x+ \z|\ € R} egyenes P-nek egy tamasz egyenese.

Ha a parallelotop z iranyban kihuzott (nem nulla kdvérségii), akkor a Venkov-racs (n — 1)-
dimenziés és megegyezik a Venkov altal definialt raccsal. A szabad vektorokbél kiindulva A. MA-
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GAZINOV [9] is definidlja a szabad teret, melynek dimenzidja megegyezik az altalam definiélt kinuzas
szabadsagi fokaval és megadja a 3-dimenzios hiper alakzatok esetén a szabad terek helyzetét.

3. Definicio. Legyen P egy parallelotdp, z és z' szabad vektor. Ha a z és z' vektorokhoz tartozo
arnyékhatar megegyezik, azaz L, = L,/, akkor a z és 7' vektorokat egy osztalyba soroljuk. A z-vel
egy osztalyba tartozo vektorok terét szabad térnek, ennek a térnek a dimenzidjat z iranyu kihiuzas
Sszabadsagi fokanak nevezzUk.

3. 3-dimenzids alakzatok és a kihuzas szabadsagi foka

1. Allitas. Ha a P parallelotop esetén a z irdnyu kihtizas szabadségi foka 2, akkor z-hez transzver-
zalis, arnyékhatarhoz tartozé (n — 3)-dimenzios lapok 3-dimenzids hiper alakzatai csak a 7. abran
szereplbk kézil a d) vagy e) tipustak lehetnek.

A 3-dimenzios alakzat definiciéja miatt a 7. abran szerepld alakzatok kdzéppontja a P parallelotép
egy (n—3)-dimenzios lapjanak metszete a transzverzdlis 3-dimenzids térrel, a kdzéppontbdl kiinduld
élek pedig (n — 2)-dimenziés lapok metszetei és értelemszerlien a kdzéppontbdl kiinduld élek altal
hatarolt lapok pedig (n—1)-dimenzids lapok metszetei. Jeldljik az (n—1)-dimenzids lapokat F;-vel, a
metszeteit F}-vel, az (n—2)-dimenziés lapokat G;-vel, a metszeteit G}-vel, az (n—3)-dimenzids lapot
O-vel, a metszetét O’-vel. Az allitas feltétele miatt z transzverzalis az (n — 3)-dimenziés lappal, igy
benne van a 3-dimenziés metszd térben, tehat z = z’. Ha z ebben a 3-dimenzids térben valamely
G, él iranyaba esik, akkor a kihlizas szabadséagi foka 1. Nézzlk azt az esetet a tovabbiakban, hogy
nem G’ él iranyd a z kihlizas. A 7. abra a), b), c) tipusu alakzatain az &sszes G/, él kivéve a c) abra
flgg0leges élét olyan, hogy a nekik megfeleld G; (n —2)-dimenzids lapok 6-6vhéz tartoznak. Ezek
a G; (n—2)-dimenzios lapok nem lehetnek maximalis dimenziés arnyékhatarbeli lapok, mert akkor
a z iranyu kihtzas utan 8-dvet is tartalmazna a poliéder, tehat nem lenne parallelotép. Igy a z irany
benne van olyan sikokban, melyek 6-6vhéz tartoz6 G éleket tartalmaznak. A c) tipus esetén 3 kildn-
bdz6 eset lehet: vagy a négy flggdleges sikban van a 6-6vhdz tartozé G, él, tehat ezek flggdleges
metszetében, ami a flggodleges él, ez ellentmondas. Vagy egy 6-6vhéz tartozo élt tartalamz6 flg-
gbleges sikban és a vele szemkdzti élt tartalmazé két ferde sik metszetében, de ez is egy él, tehat
ellentmondas. Végiil lehetne a 8. abran jeldlt két ferde sikban a z, de akkor ezek metszetébe kell
esni, ami megint ellentmondas, mert a kihlizds szabadsagi fokdnak 2-nek kell lenni. Tehat a c) tipus
esetén nem lehet a kihizds szabadséagi foka 2.

8. abra. c) tipus vizsgalata

Az a) és b) esetekben is kdnnyen latszik, hogy legalabb 2 G/ éleket tartalmazé sik metszetében
benne kell lenni a z-nek, tehat nem lehet a kihlizas szabadsagi foka 2.

4. Osszegzés

Tehat dsszefoglalva megallapithatjuk, hogy ha egy P parallelotép esetén a z iranya kihlzas sza-
badsagi foka 2, akkor a z iranyu arnyékhatarhoz tartoz6 transzverzalis (n — 3)-dimenziés lapok 3-
dimenzids hiper alakzatai nem lehetnek a), b), c) tipustak. Tehat csak d) vagy e) tipusu 3-dimenziés
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hiper alakzatok tartoznak az arnyékhatar (n — 3)-dimenziés lapjaihoz. Ez azt jelenti, hogy ha a z
irdanyu kihizas szabadsagi foka 2, akkor szinte csak 4-6vet tartalmaz a parallelotop.
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