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Kulcsszavak: Osszefoglalds
sulyfggvény, Ebben a cikkben az altalanositott logisztikus eloszlas stlyozott
sulyozott varhato erték, varhatd értékét szamitjuk ki, amit a stlyozott kvantilis korrelacid
altalanositott harmonikus szamok  tas-t pevezetése motival.
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generalized harmonic numbers test.
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1. Bevezetés

A hipotézisvizsgalat, és ezen belll az illeszkedésvizsgalat az egyik fontos terlilete a matemati-
kai statisztikanak. Azokat az eljarasokat, melyekkel arrél a hipotézisrél tudunk déntést hozni, hogy
a minta egy megadott eloszlascsaladbdl szarmazik-e, 6sszetett illeszkedésvizsgalatnak nevezzik.
Ezen eljardsok egyik nagy osztalya a minta eloszlasanak és az eloszlascsalad eloszlasainak tavol-
sagan alapul6 tesztek, a méasik a regresszio-, illetve korrelaciétesztek. A Del Barrio, Cuesta-Albertos,
Matran és Rodriguez-Rodriguez [9] valamint del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [8] altal beve-
zetett kvantilis korrelacié teszt kilénlegessége, hogy mindkét osztélyhoz tartozik. A sulyfliggvény
hasznalatat ezen tesztstatisztikaban egymastdél fliggetlenil de Wet [6, 7] valamint Csérgd S. [2, 3]
javasolta. Csérgd és Szabd [4, 5] szamos eloszlascsaladra bevezette az (j tesztet.

Két tipusu eloszlascsalad, eltolas-skala valamint eltolas esetével foglalkozunk. Létezik a skéla
eloszlascsaladra is sulyozott kvantilis korrelacié teszt, de ezt mi nem hasznaljuk a késdbbiekben.
Adott G(z), x € R, eloszlasfiggvenyre valamint 6 € R és o > 0 eltolés és skala paraméterekre legyen
G%(z) =G((x—0)/0), z € R, tovabba tekintslik a kbvetkezd eltolas-skala és eltolas csaladokat:

Gs={G%:0cR,0>0}, G ={G]:0cR]}. (1)
Jelblje
Qo) =G '(t)=inf{z eR:G(z)>t}, 0<t<l, (2)
a G kvantilisfiggvényét. Legyen a w : (0,1) — [0, 00) sulyfuggvény olyan, amely a fol w(t)dt =1
feltételt kielégiti, és definidljuk az r-edik sulyozott momentumot, » =1,2,...,:
1 00
(G = [ Q) witydt= [ a"w (G(a)) dG(a) @)

*Kapcsolattart6 szerzo.
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A tovabbiakban feltesszUk, hogy 1 (G, w) és ua(G,w) véges, és definidljuk a sulyozott szérasnégy-
zetet is:

V(Gv w) = IUQ(G7 w) _M%(Gv w) =>0.
Két eloszlasfiiggvény, F' és G, sulyozott L?-Wasserstein-tavolsagat definialjuk a
1 3
Wy (F,G) := [/ (Qr(t) —Qa(t)* w(t) dt
0
mennyiséggel. Tovabb3 jeldlje
Wi (F,G)) :=inf{Wy,(F,G): G € G} és Wy(F,Gs) :=inf{W,(F,G): G <G} (4)

az F eloszlasnak a g illetve G, ; csaladtol vett a sulyozott L?-Wasserstein-tavolsagat. Csorgd S. [3]
megmutatta, hogy

WiEG) = | <QF<t>—QG<t>>2w<t>dt—[ / <@F<t>—QG<t>>w<t>dt} -

1
= (F,w) + (G w) -2 /0 Qr(t)Qa(t)w(t)dt+ 2 (F,w)m (G, w),
illetve
W2(F,Gis) - [fol QF(t)QG(t)w(t)dt—ul(F,w)ul(aw)]2
v(F,w) v(F, w)v(G,w) :

Tekintslink egy X1, ..., X, véletlen mintat egy ismeretlen F eloszlasfliggvénnyel, és legyen G egy
rogzitett eloszlasfliggvény. Szeretnénk tesztelni a Hy : F' € G; s nullhipotézist. Ebbol a célbol definialni
fogjuk a W2 (F, G, s)/v(F,w) hanyadosnak az empirikus véltozatat a kdvetkezd mddon:

[ QuiQa(w(t)dt - (G.w) [ Quttyu(nar]’

Vi, =1-— - _
) ||} Q0w ([} Qi)
S X L Q0w (G [ ul dt}r
—1- r - 57 (5)
v(G,w) | >y Xlz,nfki;lw <Zk 1anfk L w( dt> ]

Hasonlé madon a H, : F € G; nullhipotézis tesztelésére a W2 (F, G;) empirikus valtozatat definialjuk:

/{Qn —Qc(t) Y w(t dt—[/ (Qn() ()}w(t)dtr:
v(G,w) —i—Zan/k t)dt — [ZX’”L/ : w(t)dt

k=1 n

_2Zan{/ Qc(t)w(t)dt — 1 (G, w)[c1 (t)dt}.

2
+

3l ®

Jegyezzik meg, hogy a V,, eltolas- és skalamentes, a WW,, pedig eltolasmentes. A G eloszlasfliggvény
segitségével legyen

—o0<ag:=sup{z € R:G(z) =0} <inf{r e R: G(z) =1} =: bg < 0,

vagyis ag = inf(supp(G)), bg = sup(supp(G)), ahol supp(G) a G tartdja, azaz az a legszikebb
supp(G) C R halmaz, melynek mértéke G szerint 1. Legyen Y1, ...,Y,, a G eloszlasfliggvénybdl szar-
mazé minta, és jeldlje Y1, < ... <Y,, a kapcsolatos rendezett mintat. Csdérgétdl [3] szarmazik a
kovetkezd eredmény a V,, és W,, statisztikdk aszimptotikus viselkedésérol.
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1.1. Tétel (Csorgd [3]). Legyen w egy nemnegativ, a (0,1) intervallumon integrélhaté fliggvény,
amelyre fol w(t)dt = 1. Tegylk fel, hogy G olyan eloszlasfliggvény, amelynek van véges sulyozott
masodik momentuma, és kétszer folytonosan differencialhatd az (ac,bs) nyitott intervallumon, to-
vabba g(x) = G'(x) > 0 minden = € (ag, be) esetén, legyen tovabba B a Brown-hid. Ha a

H(1-1)lg'(@c(1) L)
2 e < ) ey @< ©)
és az
o 1
n/O” [}q,n_QG(t)]Zw(t) dti) 0’ n/n [Yn,n_QG(t)]2w(t) dti} 0, (7)

n+1

feltételek teljestilnek, akkor a kévetkezo allitasok érvényesek:

(i) Ha F a G altal generalt G, eltolascsaladhoz tartozik, akkor

o [Y B [/t B ?
W Py [ O Uo RO dt} | ®)

(i) Ha F a G altal generalt G, ; eltolas-skala csaladhoz tartozik, akkor

., 1 L B2t [/ _Bw 2
V= G w) {/0 Qe Y Uo 9(Qa(0) “)dt} }*
[ ['BOQe), o, m(Gw) [t B T
[u(a,w/o Sacty a5 [ o (t)dt} -9

A célunk ennek a tételnek a segitségével az I. tipusu altalanositott logisztikus eloszlascsaladhoz
tartoz6 sulyozott kvantilis korrelacio teszt aszimptotikus viselkedését vizsgalni. Ehhez szikségink
van az |. tipusu altalanositott logisztikus eloszlas sulyozott varhatd értékére. Ebben a cikkben csak
ezzel foglalkozunk.

2. Az . tipusu altalanositott logisztikus eloszlas sulyozott els6 momen-
tuma

Az |. tipusu altalanositott logisztikus eloszlast definiéljuk a

1

G(z,a):= m,

xR, a>0, (10)

eloszlasfuggvényével. Ekkor a hozza tartoz6 slrliségfiggvény

ae™®

g(ﬂfaa)zma z R, a>0, (11)
és kvantilisfiggvény
1
ta
Qa(t,a) =In ——, 0<t<l, a>0. (12)
1—ta

De Wet [7] eltolascsaladok esetében javasolt egy w(t) = L} (Qa(t))/ 11,0 < t < 1, alaku sulyfigg-
vényt, ahol

Li(x) = , T €R, és L = / Li(x)g(x)dx.
R
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2.1. Allitas. Az I. tipusu altaldnositott logisztikus eloszlds esetében a de Wet-féle sulyfiiggvény a
kévetkezb alaku:

1 2
w(t,a):w.faﬂ(l—ti)ti 0<t<1, a>0. (13)
2.2. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az allitasbeli sulyfliggvény o = 1 esetben visszadja a logisz-
tikus eloszlashoz tartozo de Wet-féle sulyfliiggvényt.

A 2.1. Allitas bizonyitdsa. Az |. tipusu altalanositott logisztikus esetben azt kapjuk, hogy a stiriség-
flggvény derivaltja
d(z,a) =ae ™ (=1)(1+e ) T tae ™ (—a—1)(1+e ) * 2 %(~1) =
= e (14 %) 2 (D14 ™)+ (a+1)e™™) =
=ae (14 %) 2 ae " —1),
ekkor
—ae " (1+e ) Hae " —1) l1-ae®

RICA ae *(14e2)—a-l C l4e

illetve az L, figgvény derivaltja
aeP(1+e )+ (1—ae e  (a+l)e ™

L = = .
1(z, @) (1+e7)2 (1+e7)2
Mivel
+2)e "
2 =G 2 :(ai
o(e,0+2) = Glw,a+2) = 4 S
ezért egyszer parcialisan integralva azt kapjuk, hogy
- [ alat) [ e
r (1+e )2 (14e%)atl a+2 k=00 Ji (1+e-)ots
—00

ala+1) . B 1 K K 1
at? kEr—“oer e, [ e
K—o0
Vegyik észre, hogy
" 1 1 K

lim s = i : =0 és lim ————— =
k_1>r_rloo (1_|_e—k)o¢+2 k_l)f_noo ek_|_1 (1+e—k)o¢+1 Kgnoo (1+6—K)a+2

0,
illetve mivel g egy slrliségfiggvény
/ g(x,a+1)dr =1,
R

ennélfogva

« K (a e’ «
L(a)=—— lim/k ((_'_Ddx

Ca+2 k-0 1+e@)at2 T at2
K—o0

Mivel

1

.z +1) =t

,  (ad1)e e (a e
Ll(QG(t7a)’a) = 1 - -
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igy a sulyfuggvény
~ (a+1)(a+2) 1\ 1
w(t,a) = T(l—ta)ta
alaku.
O

A tovabbiakban jelblje

1 1—1¢7

H(z)= de, Re(z) > —1,
0 1—t

az &ltalanositott harmonikus szdmokat, melyekre a

1
z+1

H(z4+1)=H(2)+

(15)

Osszefliggés érvényes Abramowitz és Stegun [1], 6.3.5. alapjan. A sulyfliggvény ismeretében meg-

hatarozzuk a sulyozott els6 momentumot.

2.3. Allitas. Az |. tipusu &ltaldnositott logisztikus eloszlds sulyozott els6 momentuma

() =H(a)—1, a>0.

(16)

2.4. Megjegyzés. Megjegyezzlik, hogy a sulyozott els6 momentum az « = 1 esetben visszadja a

logisztikus eloszlashoz tartozo sulyozott els6 momentumot, ami 0.

A 2.3. Allitas bizonyitasa. Elészor helyettesitsiik be az (3) formulaba a (12) és (13) fiilggvényeket az

r =1 esetben, és alkalmazzuk az s = ta helyettesitést, ekkor
1 1
a 1 2
1 (o) :/ Y A, GG (1—ti)té dt =
0 1—ta o
1 2 1—¢ é
_(a+Da+?) </ m( t 1).(1_t;)t;dt) _
[e% e—0 < 1—ta
(1f€)é
:Whm (/ ln< ° >'(ls)s-asa1ds>
« =0\ J.2 1-s
1

Mivel

((a+2)sa+1 —(a+ 1)sa+2>’
(a+1)(a+2)

|
—
[S—
|
v
N—
»
Q
[0}
w
7N
e
B
[a—
| | ®
(Va)
"
|
v
—~
—
I —_
w
SN—

igy egyszer parcialisan integralva

27



Osztényiné K. E.

Alakitsuk at az integranduszt a kévetkezdképpen:

« a+1
Oé+1_ Oé+2 — — s g
S0=9) ((a+2)s (a+1)s*2) (044—2)1_8 (a+1)1_8
1—s% 1—s*tl 1
= —(a+2) 1—s +lat+l) 1—s T1-s
Ekkor (14) és (15) szerint
) (1—g)@
p1(a) =1lim | In < ) ((a+2)s* — (a+1)s*2) +1n(1 —s)] +
e—0 1—s 1
+(a+2)H (o) — (a+1)H(a+1)
) (1-e)a@
= lim | In < ) ((a+2)s* — (a+1)s*2) +1n(1 —s)] +
e—0 1—s 1
+H(a)—1

A parcialas integralas soran kapott kifejezések hatarértéke nullava valik, mivel lim, ,pzInz =0 és
lim, 1 (1—y”) In(1—y)=0, 3>0. Ahhoz, hogy ez lathat6 legyen, el6szor alakitsuk at ezeket a tagokat
a logaritmus tulajdonsagait hasznalva, majd helyettesitsiink be és vonjunk 6ssze, ekkor

(1—5)é

e—0

lim lln <1i5> ((a+2)s*T = (a+1)s**?) +1n(1—s)

1
ga

e—0

= [1 ((a+2)5% = (@+1)s*1) +1n(1 - 5) (~(a+2)s* 1+ (a+1)s7 +1)

e—0

— lim <1n(1—5)i.(1—5)i ((a+2)(1—s)—(a+1)(1—s)“21)+
+1n (1—(1—5)5) (—(a+2)(1—5)°“7“+(a+1)(1—s)“7“ +1)+

_Inea-ea ((a+2)5—(a—|—1)5aT+l> +ln(l—e3) (—(a+2)e%“+(a+1)s%“+1) > -

e—0

— lim <1n(1—5)i-(1—a)é ((e+2)1-2) = (@+D(1-2) ") +

+1

i (1-(1=2)7 ) (1= (1=2)%) (~(a+1)(1-2)*F ) +In (1= (1-2)2 ) - (1-(1-2)*F" ) +
e ((a+2)5—(a+1)5a7+1>+ln(1—aé) (—(oz+2)5a7+14—((1—%1)5%2 +1>> =0

O]
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