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permanens kaosz, A cikkben egy bonyolult alaku talban mozgo golyd dinamikajat
tranziens kaosz, vizsgéljuk. Surléddsmentes esetben tipikus  konzervativ
egyszer(i mechanikai rendszer, rendszerekre jellemzé kaotikus viselkedést talélunk. Surlédasos
numerikus modszerek, esetben tranziens kaosz jelenik meg, de a vonzasi tartomanyok
szimulacio. fraktalgeometriaja irreqularis tulajdonsagu. Esetiinkben a kaoszt
Keywords: jellemzé klasszikus paraméterek id6fliggbvé valnak és a
permanent chaos, tartomanyok  strukturagja nem invarians a nagyitasra
transient chaos, (felbontasra). Ez az un. kett6s tranziens kdosz jelensége. Fontos
simple mechanical system, és érdekes tény, hogy a kaotikus viselkedés jellege megvaltozik,
numerical methods, ha kiilsé gerjeszté erét adunk a rendszerhez és a tranziens
simulation. kéosz fazisatalakuldssal analég moédon permanens kéoszba
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Atdolgozva i Abstract

The dynamics of a ball moving in a bowl was studied. In
frictionless case typical conservative chaotic behavior was
observed: In dissipative case transient chaos could be observed,
but the fractal basin boundaries showed irregular behavior. In this
case the classical parameters used to describe chaos became
time dependent and the structure of the basins was not fully
invariant upon magnification (or resolution). This phenomenon is
recently referred as doubly transient chaos. It is an interesting
fact that the character of chaos changes when driving is added.
For example in the case of external excitation unstable periodic
orbits immediately appear, and the long term dynamics tend to
permanent chaos.

Elfogadva

1. Bevezetés

A szamitogépek a fizika szamara is Uj dimenziét nyitottak, létrejott a szamitégépes kisérleti
fizika, mint teljesen Ujszer( vizsgalati médszer. A szamitégépes szimulaciok segitségével olyan
modellekrél tudunk relevans kvantitativ informaciot nyerni, amelyek korabban egyaltalan nem, vagy
csak kvalitativ modon voltak targyalhatok. A kaotikus rendszerek vizsgalata az egyik legfontosabb
és legismertebb példaja a szamitogépes kisérleti fizikanak, ugyanakkor a kaosz jelenségkére
kiemelt szemléletformald erével bir a modern fizika oktatasaban.

Jelen cikk tartalmi szempontbol két fontos aspektussal bir: kutatasi és oktatasi vonatkozassal.
A munka tudomanyos szempontbdl Uj eredményeket tartalmaz, amennyiben egy korabban nem
tanulmanyozott, a szakirodalomban nem targyalt, egyszeriien megvaldsithatd mechanikai rendszer
kaotikus viselkedését irja le. Példaul olyan nagyon Ujszer( és egzotikus (csak néhany éve felismert
és alig néhany konkrét rendszerben kimutatott) jelenség is megtalalhatd, mint a kettds tranziens
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Talban guruld golyé kaotikus viselkedése

kaosz. A kutatas eredményeit nemzetkdzi konferenciakon mutattuk be [1]-[3]. Didaktikai értékét
pedig az adja, hogy a cikk egy igen kit(in6 és jol hasznalhat6 (ugyanakkor furcsa médon alig ismert)
felhasznal6i programra épiti fel a targyalast. A szerz6k az ELTE Fizika Doktori Iskolajanak 6raadéi,
egyebek kozott a Kaotikus mechanika tantargy keretében ismertetik meg a hallgatékat a program
hasznalataval és a vizsgan mindenkinek egy konkrét dinamikai rendszer szamitogépes
modellezését és kaotikus tulajdonsagait kell bemutatni. Néhany hallgaté éppen a fenti ujszeri
mechanikai rendszer elemzését végezte el a vizsgakovetelményt messze meghalad6 szinten,
melybdl publikacio is szlletett [4].

A témaban kevésbé tajékozott Olvasot Fliggelékkel segitjik a fontosabb fogalmak, modszerek
és modellek megértésében.

2. A mechanikai modell

Szamos kitlin6 6sszefoglald ma talalhatd a kaotikus jelenségek bemutatasara [5], de tovabbra
is élénk érdekl6dés mutatkozik olyan uj modellek irant, amelyek konnyen megvalosithatok, igy
kisérletileg is tanulmanyozhatdk. Jelen cikkiinkben kaotikus mechanikai modellként egy bonyolult
alaku talban mozgé goly6 dinamikai viselkedését tanulmanyozzuk. A tal feluleti pontjainak z(x,y)
magassagat megado figgvényt V(x,y) = z(x,y) gravitaciés potencialként tekinthetjik [5][6], ilyen talak
kénnyen eléallithatdk akar rapid prototyping eljarassal is. Ez az egyszer(i mechanikai rendszer valos
kisérletekkel is tanulmanyozhatd, példaul szintén a Doktori Iskola hallgatoja a [7] publikacidban az
ingyenesen letolthetd Tracker nevi vided elemzé és modellezd programot hasznalta vizsgalataihoz.

Adott V(x,y) potencialban mozgd (egységnyi tdmegl) test mozgasegyenletei kdénnyen
felirhatok:

x——a—V—ax j}__é_V_a).}
8x 8y , (1)
Az egyenletekbe a tal alakjabodl kdvetkezd potencialfiggvény mellett beillesztettiink a sebességgel
aranyos surlédasos (disszipativ) erét is. Amennyiben az a surlodasi tényez6 zérus a rendszer
surlédasmentes (konzervativ). Sebességvaltozdk bevezetésével alakitsuk az egyenleteket a

szokasos elsérendu differencialegyenlet-rendszerré (lasd (F.l.) figgelékben):

)'c=fl(x,y,u,v)=u
u—f2(x,y,u,v)=—8—:—au
y=f3(x,y,u,v)=v
v=f4(x,y,u,v)=———ow
» @)

A tal z magassaganak x és y fuggését harom kulonbdz6 alaku tal esetén az alabbi
fuggvényekkel kozelithetjik, amelyek egyuttal (ha a talat vizszintes fellletre helyezzik) a V
gravitacios potencialt adjak (x, y és V centiméter egységben értend6):

z(x.y)=V(x ) =0,1-(x* +y* -1) (3.a)
Z(x,y) =V(x,y)= O,l(x4 +y*+0.5x°y* —4x* —4y" —0.5xp + 40) (3.b)
z2(x,y) =V(x, ) =107 (x* +9y* +26xy* ~100x” =300’ +5000). (3.c)

121



Nagy Péter, Tasnadi Péter

-10

w1

MAPLE megjelenités kép egy hasonl6 alaku talrol

1.(a) abra: a (3.a) potenciallal adott tal

MAPLE megjelenités kép egy hasonlo alaku talrol

1.(b) abra: a (3.b) potenciallal adott tal

MAPLE megjelenités kép egy hasonlo alaku talrol

1.(c) abra: a (3.c) potenciallal adott tal

Fontos megjegyezni, hogy mig a (3.a) potencial esetén a tal legmélyebb pontja a tal kézepén
(x=0; y=0) pontban van, a (3.b) és (3.c) potencialok esetén a tal legmélyebb része nem a kbzepén
van, hanem a tal négy ,csucsa” kbzelében talalhato. A tal legmélyebb részei jelentik az energia-
minimumokat, azaz a golyo lokalis stabil egyensulyi helyzeteit. A (3.b) potencialu tal esetén a négy
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minimumhely (x;= 1,3038; y;= 1,3038), (x2= 1,2247; y.= -1,2247), (x3= -1,3038; y3=-1,3038) és
(x4 1,2247; y4= 1,2247), mig a (3.c) potencialu tal esetén a minimumhelyek rendre (x; = 0; y1 =
4,0825), (x2=0; y.=-4,0825), (x3=7,0711; y3=0) és (x4=-7,0711; y4= 0).

A (2) mozgasegyenletek alapjan a rendszert mar szisztematikusan vizsgalhatjuk példaul a
ingyenesen letdlthetd a [8] oldalrol.

Nézzik el6szér a valés térbeli mozgas szimulacidjat surlédasmentes esetben. A
legkénnyebben reprodukalhaté kezdeti feltétel az, ha a golyét a tal egy kijeldlt pontjabdl
kezd6sebesség nélkul (up = vo = 0) engedjik el (2.(a)-2.(c) abrak). Ebben az esetben a golyé
energiaja a mozgas soran allando.

2. (b) abra: a (3.b) potencialu tal, E = 10 (xo= 2; yo=3)

B
il

2. (c) abra: a (3.c) potencialu tal, E = 10 (xo= 5; yo=9,2796)
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Lathato, hogy mig a (3.a) potencialu talban egyszer(, periodikus mozgast talalunk, addig a
(3.b), illetve (3.c) potencialu talban kaotikus mozgas jon létre (a Flggelék |. szakaszanak végén a
kaosz kialakulasahoz megfogalmazott egyik feltétel a (3.a) potencial esetén nem teljesul). A
tovabbiakban a (3.b) és (3.c) potencialokkal adott tallal foglalkozunk. A 2.(b) és 2.(c) abrak alapjan
megallapithatjuk, hogy surlddasmentes esetben a trajektoria burkolbja a tal alakjat adja vissza.

Tekintsik most az a # 0 surlédasos (disszipativ) mozgast. A 3. abran a (3.c) potencialu talban
surlédasos mozgast (a = 0.005) végzé golyd szimulaciéit mutatjuk be két killénb6zé (igen kozeli!)
kezdeti feltételbdl (nyugalombdl) inditva.

(xo=4; yo=9,86) (xo=5; yo=9,2796)

3. abra: a (3.c) potencialu talban surlédasos mozgast végzé golyo trajektoriai

Megallapithatjuk, hogy a fizikai szemléletnek megfeleléen a trajektériak kaotikus mozgas utan
valamelyik fentebb megadott minimumhelybe tartanak. Az ilyen tipusu mozgast tranziens kdosznak
nevezzuk: a rendszer eleinte kaotikus, de végul valamilyen periodikus mozgashoz, vagy nyugalmi
helyzethez jut el, tehat a kdosz csak véges id6tartamu. Esetiinkben a kaotikus mozgas attraktorai a
négy (energia-) minimumhely altal meghatéarozott nyugalmi helyzetek.

A kaosz egyik legalapvetébb vonasa a kezdéfeltételekre mutatott extrém érzékenység,
amelyet legszemléletesebben az ugynevezett faklya-diagrammon mutathatjuk be. A diagramon
kilénb6z6, egymashoz nagyon kdzeli kezdéfeltételekbdl inditott mozgasok valamelyik jellemzéjét
(példaul a helykoordinata egyik komponensét) abrazoljuk az id6 fliggvényében. A tipikus faklya-
diagram valéban faklya alakra emlékeztet: bizonyos ideig a kozeli kezdeti feltétellel inditott
mozgasok egyutt haladnak, kés6bb azonban drasztikusan szétvalnak, és egy id6 utan jol latszik,
hogy teljesen lehetetlen el6rejelezni a golyé mozgasat.

: ‘ A f

4. abra: faklyadiagram E = 10, yo=5, vo= 0 és hét kiilbnbdzb x, kezdbfeltétel mellett

A (3.c) potenciallal adott talban torténé surldédasmentes mozgas x-t grafikonjat hét kilénb6zé,
de egymashoz nagyon kozel esé (xo= 2,97, 2,98, 2,99, 3,00, 3,01, 3,02 és 3,03) kezddfeltétellel
inditva abrazoltuk (4. abra). Latszik, hogy a t = 50 idépontig a grafikonok egyutt mozognak, majd t =
50 utan markansan szétvalnak. A mozgas tehat csak kb. 50 id6egységig jelezhetd el6re. Ennél
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hosszabb idére az adhaté meg, hogy milyen valdsziniiséggel kerlil a mozgéd test adott allapot
kornyezetébe. Mivel a bonyolult talban mozgo golyé konzervativ rendszer, igy az x értéke csak az
E paraméter altal meghatarozott értékeken belll mozoghat, ezért a faklya nem nyilik teljesen szét.

3. Surlédasmentes mozgas

A mozgo golyo teljes mechanikai energiaja adott pillanatban a mozgasi és potencialis energia
O0sszege:

E(x,y,u,v):%(uz+v2)+V(x,y) "

A kaotikus dinamika tanulmanyozasahoz az un. Poincaré-leképezést hasznaljuk. Ennek soran
az n dimenzios fazistérben bolyongd trajektérianak csak valamely, kivalasztott n-7 dimenzios
feluletet atdo6fé metszéspontjait (tehat mar nem folytonos gorbét, hanem diszkrét pontsorozatot), az
un. Poincaré-metszetet abrazoljuk (5. abra).

71/

5. abra: Poinceré-leképezés

Jelen esetben a fazistér 4 dimenzids (x, y, u, v) és valamely 2 dimenzids sikjat szeretnénk a
szamitogép képerny6jén megjeleniteni a Poincare-leképezés segitségével.

Konzervativ rendszerekben nincsenek attraktorok, a mozgas jellege a kezdeti feltételekt6l
fligg. A (4) energia-kifejezésre szikség van a Poincaré-térképek elkészitéséhez, mivel sok
kilénb6z8, de azonos energiaju kezddfeltételbSl kell inditanunk a rendszert a teljes kép
kirajzolasahoz, azaz esetlinkben a négy (xo, Yo, Uo, Vo) kezdéértékbél csak harmat valaszthatunk
szabadon, a negyediket az energia értékéb6l hatarozzuk meg.

Végezzik el ezek utan a szimulaciékat a Dynamics Solver programmal. A fraktalokrol
figyelmukbe ajanljuk az F.II. fliggeléket.

TekintsUk el6szor az x — y fazissikot. A 6.(a) és 6.(b) abrakon a (3.b), illetve (3.c) potencialu
talban surlédasmentes mozgast végz6 golyoé Poincaré-metszetét mutatjuk be.

(a) (3.b) potencialu tal (b) (3.c) potencialu tal
6. abra: x-y Poincaré-térképek E = 20 értéknél
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A konzervativ kaoszra jellemzd térképet lathatjuk: a kévér fraktal (lasd F.ll. fliggelékben)
jellegi kaotikus tartomanyokat periodikus szigetek és tartomanyok szabdaljak.
Tekintslk ezutan az x-u fazissik Poincaré-térképeit!

S

LT e T e

(a) (3.b) potencialu tal(E = 20) (b) (3.c) potencialu tal (E = 5)
7. abra: x-u Poincaré-térképek

Nézzuk végll az y-v fazissik Poincaré-térképeit!

(a) (3.b) potencialu tal(E = 20) (b) (3.c) potencialu tal (E = 40)
7. abra: y-v Poincaré-térképek

4. Surlédasos mozgas

Lattuk, hogy a goly6 a surlodasi tényez6tdl fliggden valamelyik csucshoz kdzeli mélyedésben
all meg. A disszipativ eset az un. tranziens kaosz jelenségét mutatja [9], ekkor a rendszer eleinte
kaotikus, de veégul valamilyen periodikus mozgashoz, vagy nyugalmi helyzethez jut el, tehat a kdosz
csak véges id6tartamu. A hatar kozvetlen kozelébdl inditott mozgas eleinte hasonlé ahhoz, amit a
kaotikus attraktorokhoz tartozé mozgasoknal lattunk, de most az egyik periodikus hatarciklus-
attraktorhoz konvergal. Tranziens kdosz esetén tehat nyilvanvaléan nem létezik kaotikus attraktor,
de létezik egy olyan ponthalmaz a fazistérben, amelyet a trajektériak kdzil a hosszabb ideig
kaotikusak nagyon megkozelitenek, ez az un. nyereghalmaz. A tranziens kaosznal a kaotikus
halmaz tehat nem az attraktor, hanem a nyereghalmaz. A tranziens kaosz ideje alatt a trajektéria a
nyereghalmaz instabil pontjai k6z6tt bolyong, majd eltavolodva téle az egyik attraktorba ,esik”. A
vonzasi tartomanyok hatara a stabil sokasag, amely tértdimenzids, tehat fraktalgeometriaju.

A tranziens kaoszt mutatd rendszerek koézil legismertebb a magneses inga, amellyel az
altalunk vizsgalt rendszer szoros analdgiat mutat (F.lll. figgelék). A magneses inga mintajara
térképezzik fel a tranziens kaosz négy attraktoranak (a tal 1.(c) abran lathaté négy gddrének)
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vonzasi tartomanyait a Dynamics Solver programmal. A négy attraktorhoz kilénb6z6 szineket
rendelink és a térkép minden pontja olyan szint kap, mint az onnan kezdésebesség nélkul inditott
golyo végallapot-godre. A négy attraktor szinkddja rendre: (x1= 0; y1= 4,0825) attraktor piros, (x2=
0; y2=-4,0825) z6ld, (xs=7,0711; y3=0) kék és (x4=-7,0711; y4= 0) sarga.

A 9. és 10. abrasorokon modelliink fraktal vonzasi tartomanyait tanulmanyozhatjuk. Mindkét
abrasorban a sor kdvetkezd képe az el6zdn kis fekete négyzettel kijelolt terulet tizszeres nagyitasu
képét mutatja. Minden képen 500*500 pixeles abrazolast alkalmazva, tehat minden kovetkezd abran
10-szeres zoom-olas torténik, Iényegében tehat ndveljik a felbontast.

(b) xe[-6,-4],ye[4-2]

5

(c) xe[-5;,-4,8],y €[-3,6,-3,4] (d) x e[-4.86,—4.84],y €[-3.56;,-3.54]

9. abra: A (3.c) potenciallal adott tal vonzasi tartomanyai a Dynamics Solver program segitségével
(a=0,01 suariédasi egyiitthatd, 500 x 500 felbontas, nulla kezdésebesség)

A 9. és 10. abrasoron jol szemlélhet6 a vonzasi tartomanyok un. Cantor-szalas jellegi
fraktalgeometriaja: jellegzetes, hogy két latszolag szomszédos tartomany kézoétt a nagyitasok soran
Ujabb és ujabb tartomanyok tlnnek fel. Ez megfelel a klasszikus fraktaltulajdonsag elvarasanak.
Viszont jelen esetben a klasszikushoz képest irregularis viselkedést tapasztalunk, mivel a
fraktalgeometriat jellemz6 paraméterek nem fliggetlenek az id6t6l és a vonzasi tartomanyok
strukturaja vizudlisan is jol érzékelheté mddon nem invaridns a nagyitasi sorozatra (szemmel
lathatéan csOkken a fraktaldimenzidjuk), ellentétben azzal, ahogyan azt az F.ll. fuggelékbeli
példaknal lattuk.
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(b) xe[-6,-4],ye[-6;-4]

(c) xe[-5,6,-5,4],y €[4,8,—4,6] (d) xe[-5,48,-5,46],y €[-4,7;-4,68]

10. abra: A (3.c) potenciallal adott tal vonzasi tartomanyai a Dynamics Solver program
segitségével (a. = 0,01 sarlodasi egytitthatd, 500 x 500 felbontas, nulla kezd6sebesség)

Természetesen ez a tulajdonsag numerikusan is nyomon kdvethetd, ha meghatarozzuk
valamely tartomany fraktaldimenzidjat kulonbdzd felbontasok mellett. Az 1. tablazatban a 9.(c) és
10.(c) abrakon lathaté tartomanyok szamitott fraktaldimenzioit lathatjuk névekvé felbontasok soran
(a numerikus analizis nagy felbontasok mellett akar sokéranyi gépidét is igényelhet).

1. tablazat: A fraktaldimenzio irregularis felbontas-fliggése

X e [—5;—4,8],y € [—3,6; —3,4] X e [—5,6; —5,4],y € [—4, 8; —4,6]
50% 50 1,30 1,55
100x100 1,26 1,51
200 %200 1,23 1,44
400 x 400 1,19 1,33
800x 800 1,16 1,29

A tablazatbdl jol lathatd, hogy a fraktaldimenzié markansan csdkken a felbontas ndvelésével,
extrém felbontasok mellett a fraktaldimenzié értéke 1-hez tart, azaz a fraktaltulajdonsag fokozatosan
eltlnik. Ez a jelenség igen uj felfedezés a kaoszelméletben [10] és a kettds tranziens kaosz (double
transient chaos) néven valt ismertté és eddig csupan néhany rendszerben mutattak ki, fontos
eredmény, hogy a mi egyszerii mechanikai modelliinkben is kimutattuk.

Nagyobb (az el6z6h6z képest Otszords értékl) surlédas esetén kissé mas jellegl képet
kapunk (11. abra), ezuttal 8-szoros nagyitasokat alkalmazva az abrasoron. A surlédasi paraméter
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valtoztatdsaval megvaltozik a vonzasi tartomanyok szerkezete, ahogyan az a magneses inga esetén
is tortént (Iasd F.lII. fliggelékbeli [16] videot).

(b) xe[8,2511],y €[6;8]

7

402 13 _14
(c) xe [10%;11% e[7,25,7,5] (d) x e [105351 1}y € [73—2573—2}

11. abra: A (3.c) potenciallal adott tal vonzasi tartomanyai (o. = 0,05 sarlédasi egyiitthato,
550400 felbontas, nulla kezd6sebességgel inditva)

Végul vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha kulsé er6hatast, periodikus gerjesztést viszink a
rendszerbe. Tekintslik a tovabbiakban a (3.c) potenciallal adott talat és legyen példaul a talban
mozgd golyd acélbdl, a tal ala pedig helyezzink egy kelléen erés permanens magnest, amely a z
tengely mentén (tehat fuggdlegesen) harmonikus periodikus mozgast végez. A golyéra hato
gerjesztési erd ekkor:

— roo(t)-r  (t
F,(t)=—k (rg”ly”( )i )|3) , ahol Fmdgnes(t):[o; 0;2zy+2z, -sin[ZTnt]]’ (5),

,_;golyo' (t) - ,_;ma'gnes (t)

amelyben a k paraméter jeloli a magnes és a golyd kozotti csatolasi allandot. A szimulaciokat zo= 0,
Z,= 0,5, T,= 0,1 rogzitett paraméterek mellett végeztik, valtoztatva a k csatolasi paraméter értékét.
Igen fontos és érdekes tény, hogy a rendszer kaotikus viselkedésének jellege megvaltozik, ha a
surlédas mellé kilsé gerjesztést is adunk [9]. Kis csatolasi paraméterérték esetén még tranziens
kaoszt tapasztalunk, de a kaosz karakterisztikus ideje novekszik a k novelésével és egy kritikus k
(jelen esetben kki=1,1) érték felett permanens k&osz jelenik meg (a kritikus csatolas kdzelében a
karakterisztikus id6 a végtelenhez tart, amely analég a fazisatalakulasok kritikus lelassulasi
jelenségével).

A 12. abrasoron a k csatolasi paraméternek a vonzasi tartomanyokra gyakorolt hatasat
szemlélhetjuk. Vizualisan is egyértelml, hogy a k csatolasi allandé novekedésével a vonzasi
tartomanyok hatarainak fraktaldimenziéja névekszik.

A 13. abrasor pedig egy rogzitett tartomanyon demonstralja a fraktalgeometria valtozasat a k
csatolasi allandé flggvényében. Az abrakon lathato kK = 0, kK = 0,1 és k = 1,1 csatolasi
paraméterértékeknél a fraktaldimenzié rendre 1,26, 1,79 és 2. Az utols6 dimenzidérték mutatja, hogy
ha a csatolasi allando megkozeliti a kritikus értéket, akkor vonzasi tartomanyok szerkezete eltiinik
és a tranziens kaoszt felvaltja a permanens kaosz.

z
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(c) xe [—5;—4,8],y € [—3,6; —3,4] (C) xe [—5;—4,8],), c [—3,6; _3,4]

Y

(d) x [4,86,—4,84], y €[-3,56;-3,54] (D) x €[-4.86;-4.84], y €[-3.56;,-3.54]

12. abra: A (3.c) potenciallal adott tal vonzasi tartomanyai (o = 0,01 surlodasi egytitthato,

500x 500 felbontas, nulla kezdésebességgel inditva), a bal oldali (kis betlikkel jellt) abrak esetén
k = 0, mig a jobb oldali (nagy bettikkel jeldlt) abraknal k = 0,1
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(a) k=0 (b) k=0, @kt

13. abra: A (3.c) potenciallal adott tal vonzasi tartomanyai a Dynamics Solver program
segitségével (o = 0,01 sarldédasi egytitthatd, 500 x 500 felbontas, nulla kezdGsebességgel

inditva) x €[-5;-4,8],y €[-3,6,-3,4]

Fiiggelék

|l. Kaotikus rendszerek leirasa

Valamely dinamikai rendszer egy iddpillanatbeli allapotanak egyértelmi megadasahoz
szikséges (minimalis szamu) {xl,xz,...,xn} valtozok altal kifeszitett n dimenziés absztrakt teret
fazistémek nevezzik, igy a rendszer allapotat minden pillanatban a fazistér egy pontja jelenti. A

rendszer dinamikajat a valtozéinak ;=?(x) elsérendl differencidlegyenlet-rendszerével adjuk
meg:
X = f (%%, X, )

X = fo (%5501,

).C”:f;,(xlaxza""xn)’ (F|1)

amelyben az f;(x,,x,,...,x,) fliggvényeket vezérlé-fliggvényeknek nevezziik.
Az ;=?(J_c) mozgasegyenletekkel adott dinamikaju rendszerben a I'=Ax; -Ax, -...- Ax,
fazistérfogat id6beli valtozasat a:

F:[%+%+...+%)F:cﬁv?‘r

ox;  0Ox, ox,,

formula adja meg. Ha dl'v7 negativ, akkor a fazistérfogat csokken, az ilyen rendszereket nevezziik

disszipativ rendszereknek, dl'v7 =0 esetén pedig konzervativ rendszerrél beszéllink.

A rendszer pillanatnyi allapotat megado fazistérbeli pont a rendszer idébeli valtozasat kdvetve
elmozdul, egy trajektorian halad. A fazistér vonzd halmazat, amely felé a trajektériak kézelednek
attraktomak nevezziik. Ezek lehetnek szabalyos mozgasokhoz tartozd attraktorok (fixpont, vagy
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hatarciklus), illetve szabalytalan (kaotikus) mozgast végz6 rendszer esetén fraktal (Fuggelék Il.)
tipusu attraktorok..
A kdosz olyan mozgas (id6beli valtozas), amely:

e Szabalytalan, nem ismétli Gnmagat, nem periodikus,

o elbrejelezhetetlen, érzékeny a kezddfeltételekre, igy hosszutavon valészinlségi leiras
szlkséges,

e hatarozott strukturaju, fraktal szerkezet(i a fazistérben.

Folytonos id6valtozoju dinamika eseten a kaotikus mozgas akkor lehetséges, a ha a rendszer
fazistere legalabb 3 dimenzibs és legalabb egy vezérléfliiggvény nemlinearis jellegd..

Il. Fraktalok

A fraktalok olyan geometriai alakzatok, amelyek skéla-invariansak, azaz egzaktul, illetve
kozelitéleg vagy statisztikai értelemben énhasonloak és valamely geometriai jellemzéjiik (pl. kertlet,
ivhossz, terilet, felszin, vagy térfogat) elfajult (végtelen, vagy nulla értéki). A fraktalok egyik fontos
jellemzdje a (Hausdorff-féle) dimenzidjuk.

A fraktaldimenzié meghatarozasanak egyik médja az un. box-counting algoritmus: d dimenziés
térbe agyazott fraktalalakzatot ugy mérink, hogy d dimenzids, € méretl ,kockakkal” fedjik le. A
tapasztalat szerint e<<1 esetén a lefedéshez sziikséges dobozok N szamara fennall az alabbi
Osszefiliggés:

N(g)~g™
( ) (F.I.1)

Ha Do kisebb, mint a tér d dimenzidja, Do < d, akkor az alakzat sovany fraktal (elterjedt
terminoldgia szerint ezeket nevezik fraktaloknak), és Do annak fraktaldimenziéja (Mandelbrot, 1975).
Vannak azonban olyan alakzatok, amelyekre Do=d , igy véges V térfogatuak, mégis erésen tagoltak
és 6nhasonldak, tehat fraktal jellegliek, ezek az un. kévér fraktalok.

€
= InN(e)

le

PR {

1 10 In

N [—

14. abra: a box-counting médszer

A fraktal megjelenésének feltétele, hogy az (F.II.1) figgvényre legalabb két-harom nagysagrenden
keresztll egyenes illeszkedjék. Ekkor tehat a fraktaldimenzié becslése:

. InN(g)
D, =lm———
g0 1
In—
& (F.11.2)

Az uUn. determinisztikus fraktalokat egyértelmi szabalyokkal leirt rekurziv eljarasokkal
generaljak. Az alabbiakban két példat mutatunk be.

Az un. Sierpienski-haromsz6g ugy all elé, hogy egy szabalyos haromszogbdl elhagyjuk az
oldalfelezd pontok 06sszekdtésével nyert bels6 haromszdget, majd az igy maradt harom
haromszogre rekurzivan alkalmazzuk ugyanezt az eljarast. A Sierpienski-haromszég nyilvanvaldan
egzaktul 6nhasonlé fraktal.
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15. abra: a Sierpienski-haromszdg fraktal

Az algoritmus alapjan kdnnyen meghatarozhaté a Sierpienski-haromszdg fraktaldimenzidja,

1 n
hiszen a linearis méret minden rekurziés lépésben felére csokken, tehat az n-edik [épésben ¢ = (Ej

, mig a lefedéshez sziikséges aktualis méretii dobozok szama megharomszorozédik, tehat N = 3",
igy (F.1l.2) szerint:

In N : .
D, = lim N (@) I3 w3 I3 e
£—0 1 1 n—o |n 2" n—opn.ln2 In2
ni
€

(F.I3)

Az egyik leghiresebb és legtdbbet tanulmanyozott fraktalalakzat az un. Mandelbrot-halmaz.
Szamitégépes abrai az Uj ismeretterilet gyakori jelképévé valtak. Onhasonld, de nem pontosan;

nincs két részstrukturaja, ami matematikai értelemben is hasonlo lenne, tehat kozelitéleg 6nhasonld
fraktal.

(¢) xe[-1,5;-1,25],y €[-0,125;0,125]  (d) xe[-1,495,~1,47],y €[-0,0125;0,0125]

16. abra: a Mandelbrot-halmaz (Dynamics Solver).
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A 16. abran a Mandelbrot-halmazt jelenitettik meg a Dynamics Solver programmal, a fekete
négyzettel jelolt terlletek kinagyitasaval. Jol érzékelhetd a kozelitd 6nhasonlésag fogalma,
megtekintésre ajanljuk még az [11] oldalon talalhaté videot.

A fraktalokat létrehozo eljarasok masik fontos csoportjat alkotjak az un. véletlen iteracios
algoritmusok, amelyekkel sztochasztikus fraktalok jobnnek létre. Példaul az un. tekndc-grafikaban a
toll mozgasat bizonyos el6re meghatarozott szabalyok iranyitjak; minden alkalommal ezek kozil a
szabalyok kozul valasztunk ki véletlenszeriien egyet (minden szabalyhoz meghatarozott kivalasztasi
valészinlség tartozik), és az adott Iépésben a kivalasztott szabaly iranyitja a tollat. Ezeket a
szabalyokat un. affin transzformaciokkal definialhatjuk. Egy kétdimenzids affin transzformacié nem
mas, mint egy olyan fiiggvény, amelyben a méretvaltoztatasok, eltolasok és forgatasok szerepelnek.
A véletlen iteraciés algoritmusok alkalmazasanak szép peéldaja a valésaghl tajképek generalasa
(filmek, szamitogépes jatékok szamara) [12].

Tekintsuk példaként az alabbi egyszeri rekurziv algoritmust:

e Valassz véletlenszeriien egy pontot az ABC haromszdg belsejében.
(Dobj a kockaval.
Az aktudlis pontot késd 6ssze
az A csuccsal, ha 1 vagy 2 jott ki a kockan,
a B csuccsal, ha 3 vagy 4 jott ki a kockan,
a C csuccsal, ha 5 vagy 6 jott ki a kockan,
az uj aktudlis pont az 6sszekdtd szakasz felezdpontja lesz.
e ugorj (1)-re.

Az algoritmus szamitégépes (Java-applet) megvalositasa a [13] lapon megtalalhato, ajanljuk

a kiprobalasat, mivel igen érdekes felfedezésre vezet.

x Sty Y N
% o b 4,
A Ae Al AR

i ot o B o £ B

BAA AL ND AR GL AL

(b)
-sf‘.\
.« -
&ﬁ_-‘ss-:‘
L5 | Sy, B
W Ko =Y o
ia:"ﬁ RER Y P Py Ao ﬂ~ 'ﬁ‘. ‘j
(c) (d)

17. abra: a sztochasztikus Sierpienski-haromszég.

Lathatd, hogy a (2) lépés véletlenszeri mozzanatot (kockadobast) tartalmaz, tehat a
generalasi folyamat sztochasztikus jellegi. Igen meglepd és érdekes, hogy kelléen sok pont
megrajzolasa utan a fentebb megismert Sierpienski-haromszog diszkrét pontokbdl allé alakja jelenik
meg. A 2. tdblazatban a fentebb megismert box-counting algoritmussal szamolt fraktaldimenzié
értékeket tuntettiuk fel a nagyitasi Iépések soran.

134



Talban gurul6 goly6 kaotikus viselkedése

2. tablazat: A 17. abrasoron lathaté véletlen Sierpienski alakzat fraktaldimenzidja

Kép Zoom Dimenzio
(a) 1 1.59
(b) 2 1.6
(c) 4 1.61
(d) 8 1.55

Latjuk, hogy méréseink igen jo kozelitéssel az 1,585 elméleti értéket (F.I1.3) adjak, valamint,
hogy tébb nagyitasi Iépés soran lényegében allandd értékl (a kis szoras éppen a sztochasztikus
jellegbél adddik), ami a ,hagyomanyos” fraktaljelleg alapveté aspektusa.

A fraktalszerliség a természetben is sokrétlen megjelenik. Szamos természeti képz6dmény
tekinthetd kozelitéleg fraktalnak, de a struktura rendszerint nem tartalmaz harom-hat rekurzios
(skala) lépésnél tobbet. A természetben fellelhetd fraktalok énhasonlésaga nem szigoru; csak
kozelitd jelleggel, és statisztikusan érvényesul. llyenek bizonyos névények (pl. fak, pafranyok,

pagodakarfiol), az érrendszerek, a folyérendszerek vagy a partvonalak. Példaként a Mississippi foly6
fels6 folyasvidékének képét mutatjuk be a 18. abran [14].

() (d)
18. abra: Mississippi felsé folyasvidékének szlirkeskalas szinttérképe

A 3. tablazatban a box-counting algoritmussal szamolt fraktaldimenzio értékeket tlintettik fel
a nagyitasi lépések soran.

3. tablazat: A 18. abrasor fraktaldimenzioja

Kép Zoom Dimenzio
(a) 1 1,78
(b) 25 1,77
(c) 5 1,73
(d) 10 1,70

Ismét meggy6zb&dhetink arrdl, hogy a fraktaldimenzié tdbb nagyitasi Iépés soran lényegében
allando értékl, ahogyan a klasszikus fraktalgeometriatol elvarjuk.
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lll. Magneses inga

A magneses inga siklapon elhelyezett N darab magnesbdl és felettik ingara rogzitett
aceélgolyobol all (19 (a) abra). Az inga mozgasa tranziens kaoszt mutat: az adott kezdeti kitérésbdl
inditott inga egy ideig kaotikus mozgast végez, majd a surlédasos veszteségek miatt vegul
valamelyik magnes felett megall (lasd pl. [5]). Feltérképezheté a magnesek vonzasi tartomanya
azaz, hogy mely helyzetekbdl inditva all meg az inga az egyes magnesek felett [15]. Fontos és
izgalmas felfedezés, hogy a vonzasi tartomanyok fraktal geometriat mutatnak (19 (b) abra), valamint,
hogy a fraktalszerkezet fligg a surlodas nagysagatél [16].

e

(@) (b)

19. abra: magneses inga (N=4) és a fraktal geometriaji vonzasi tartomanyok.

Koszonetnyilvanitas

A tanulmany elkészitését a Magyar Tudomanyos Akadémia Tantargy-pedagdgiai Kutatasi
Programja tdmogatta.
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