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A ,,Geodetikus loopok Lie elmélete” kutatasi témaban a 2004-2007 évek idészakaban
az alabbiakban 0sszefoglalt kutatasokat végeztem és eredményeket értem el:

A geodetikus loopok alapveté modellként szolgalnak a differencialhaté loopok
elméletében. Ennek megfeleléen a projekt célkitiizése egyrészt az volt, hogy vizsgaljuk a
geodetikusokkal kapcsolatos differencidlgeometriai strukturakat, a tanulmanyozott
modszereket pedig térekedjink a differencialhatd loopok elméletében alkalmazni. Ez a cél
motivalta egyrészt a nilsokasagok geodetikus struktdrainak és automorfizmus csoportjainak
vizsgalatat, masrészt a geodetikus orbit terek elméletének kiterjesztését a Finsler
geometridkra. Ezen célkitiizés keretében kertlt sor a differencidlhat6 loopok kanonikus
koordinata rendszereinek vizsgalatara és a kidolgozott mddszerek alkalmazésara. az
egydimenzids loopok izomorfia osztalyainak leirdsara. A gazdag algebrai struktdraval
rendelkez6 geodetikus loopok vizsgalatara Karl Strambach (Erlangen) professzorral k6zos
,»,Loops in Group Theory and Lie Theory”, (Expositions in Mathematics 35, Walter de
Gruyter, Berlin--New York, 2002) monografiankban gyakran alkalmaztuk a loopok bévités
elméletét. Ennek a modszernek tovabbi alkalmazasaihoz sziikségessé valt a loop bévités
elméletnek absztrakt szinten vald kiépitese, amit szintén elvégeztiink a beszdmolasi
idészakban.

Folytattuk Karl Strambachhal a monogréafiankban kidolgozott eredményekkel
megalapozott kézos kutatdsunkat. Korabban, az el6z6 fél évszazadban, a topologikus és
differencialhat6 loopok elméletéhez kapcsolddd kutatasok sulypontja az orosz nyelvii
tudomanyos kornyezet volt. Felkérésre, publikalasra benyujtottuk ,,Coverings of topological
loops” cimii munkankat az Itogi Nauki i Technniki kiadvanysorozatnak, ahol az megjelent
orosz nyelven, majd dolgozatunk angol nyelvii valtozatat a foképpen orosz tudomanyos
eredmeényeket publikalé Journal of Mathematical Sciences, Springer kiadasu folyoirat kdzolte.
A dolgozat a topologikus és differencialhato loopok fedéloopjainak elméletét alapozza meg.
Egy és tébbdimenzids példakkal illusztraltuk a fedéstruktdrak vizsgalataban kapott
eredményeket, kilonos tekintettel a fedécsoportok elméletével valo analdgiak es
kiilénbdzoségek targyalasara.

Az olyan egydimenzids topologikus és differencialhatoé loopokra vonatkozé kutatas
alapjait, ahol a loop bal eltolasai Lie csoportot generalnak, Karl Strambachhal kdzds
monografidnkban kidolgoztuk. Azonban a loopot meghataroz6 matrix-fiiggvényt meghatarozo
valds fuggvenyekre kapott differencialegyenlétlenség, melyet kényviinkben meghataroztunk,
nem adott megfelelé valaszt a vizsgalt loop osztaly méretével kapcsolatos kérdésre.
Tanitvanyommal, Stuhl Izabellaval ennek a kérdésnek vizsgalatat kezdtik meg.
»Differentiable loops on the real line” (Publicationes Mathematicae, Debrecen) cimi,
megjelenes alatt allé dolgozatunkban az loopot meghatarozo valés fliggvenyeknek és a rajuk
vonatkoz6 differencialegyenlétlenségnek sikeriilt a matrix reprezentacioval szemben invarians
targyalasat megadni. A konstrukcid altal leirt koordinatarendszerekben a loop szorzéas olyan
explicit eléallitasat nyertiik, amelyben a szorzés fliggvény x + arccot ¢(cot y) alaku, ahol a
kdzonseges 6sszeadastdl valo eltérést a ¢ fliggveény irja le, amely ket valds fuggveny linearis



kombinécidjaként adhatd meg. A loop szorzast meghatarozo két valos flggveny ki kell
elégitsen egy kdzonseéges differencidlegyenlétlenséget. A kapott reprezentaciobdl tobbek
kdzott konnyen nyerhetd, hogy a megoldasok a megfelel6 fuggvénytérben nyilt kdrnyezetet
alkotnak. A megoldasokat meghatarozé gorbéket a baleltolasok altal generalt csoport kétoldali
invarians szemi-Riemann metrikajaban, mint tetszéleges idészerii gorbét irtuk le, amely
eredmény szintén érdekes informéacidt ad a megoldasok sokasagarol, hiszen a vizsgalt
csoportgeometria a szokasos téridé modellekkel hozhat6 analdgiaba. Ez az eredmeény részben
negativ valaszt adott egy Karl Strambach altal megfogalmazott sejtésre vonatkozéan.

Az egydimenzids, Lie-féle baleltolas csoporttal rendelkez6 loopok izomorfia
osztalyozasat vizsgalja a ,,Normal form of 1-dimensional differentiable loops”, (Acta Sci.
Math., Szeged) cimi dolgozatom. Az el6z6 dolgozatban leirt differencialegyenlétlenségnek
eleget tevo fuggvénypar altal explicit modon képletekkel leirt loopmtveletekrél nem lehetett
tudni, hogy milyen fliggvényparaméterek esetén hataroznak meg izomorf loopokat. Ezzel a
kutatdssal parhuzamosan Toman Henrietta tanitvAnyom iranyitdsommal vizsgalta a
differencialhato loopokon bevezethet6 kanonikus koordinatarendszereket, amelyek a
geodetikus loopok és a Lie csoportok differencialgeometriai elméletébol jél ismert kanonikus
koordinatarendszer fogalméanak altalanositasai. Ezekre vonatkozé eredményeit publikalta
»Canonical coordinate systems and exponential maps of differentiable n-ary loops” cimmel
(Note di Matematica, 24, 2005, 1-7). A korabban vizsgalt egydimenzios loopok kanonikus
koordinatarendszerét meghatarozva bebizonyitottam, hogy minden izomorfia osztaly
egyertelmiien reprezentalhatd a kdvetkezé mddon: az elébb emlitett differencil-
egyenlétlenségnek eleget tevé valds fuggvénypar az ltalanos explicit eléallitasban
megkdvetelt elting kezdeti ertékek feltételen tal kielégitik a derivaltak kezdeti értekének
eltiinésére vonatkozo feltételt is. Igy sikeriilt ezen loopoknak egy x + arccot ¢(cot y)
szerkezeti explicit normalformajat meghatarozni. Ebbol az eredménybdl latszik, hogy az
egydimenzids loopok izomorfia tipusai is egy nagyméretii sokasagot alkotnak. A kanonikus
koordinatarendszer modszerének alkalmazasat tervezem tovabbi differencialhato loop
osztalyok izomorfia problémajanak vizsgalatara is.

Homolya Szilvia tanitvanyommal folytattuk a k6zos kutatast a Riemann-féle
nilsokasagok geodetikusainak vizsgalatara vonatkozéan. Elkészult egy kéziratom ,,Metric
Heisenberg algebras and groups” cimmel, amelyen pontos leirdst adok az egydimenzios
centrummal rendelkezé 2-1épcsés nilsokasagok automorfizmus csoportjara vonatkozoan. A
referalasi folyamat soran kiderilt egy atfedés J. Lauret: ,,Homogeneous nilmanifolds attached
to reprezentations of compact Lie groups” c. dolgozataval. Emiatt az eredmenyeim
publikalasa tovabbi kutatast igényel. Ezzel parhuzamosan részbeni iranyitdsommal, Oldrich
Kowalski professzorral kozos kutatasban Homolya Szilvia befejezte az 5-dimenzids
kétlépcsos nilsokasdgok osztalyozasat. Eredmenyeiket ,,Simply connected two-step
nilmanifolds of dimension 5 cimmel publikaltak (Note di Matematica, 26, 2006, 69-77). Az
5-dimenzios kétlépcsos nilsokasagok totalgeodetikus részsokasagainak osztalyozasarol
publikalas elétt all Homolya Szilviaval koz6s dolgozatunk. Homolya Szilvia PhD értekezése a
fenti témakorben védés el6tt all. Ennek a kutatdsnak eredményeit tervezzik alkalmazni a
nilsokasagokon értelmezhet6 geodetikus loopok struktarajanak leirasara. Ezen a téren
azonban meg nem értunk el publik&lhat6 eredményeket.

Muzsnay Zoltannal kdzos ,,Invariant Shen connections and geodesic orbit spaces”
(Periodica Mathematica Hungarica, 51, 2005, 37-51) dolgozatunkban a Finsler terek
elméletében hasznalatos Shen konnexiora altalanositjuk a reduktiv homogén terek kanonikus
invarians konnexiojanak fogalmat. Megmutatjuk, hogy az igy bevezetett invarians Shen



konnexio fontos szerepet jatszik az u. n. geodetikus orbit tulajdonsdgi Riemann terek
jellemzésében, melyek rendelkeznek a természetesen reduktiv terek egy fontos geometriai
tulajdonsagaval. Elemezve a nem természetesen reduktiv, de geodetikus orbit tulajdonsagu
terek ismert konstrukcidit, ramutatunk arra, hogy ezen példak esetén a tarsithato invarians
Shen konnexié rendelkezik egy meglepé szingularitassal. A Finsler-jellegii metrikus
sokasagokon is természetes modon bevezethetok geodetikus loop struktdrak. Ezekre
vonatkozo6an ismert az a klasszikus eredmény, hogy a lop egységelemben a loopot
meghataroz6 szorzas fliggvény nem differencialhatd. A fenti eredmények felvetik az ilyen,
szingularitdsokkal rendelkez6 geodetikus loopok vizsgalatanak kérdését. Erre vonatkozoan a
kutatas folytatasat tervezzik.

Karl Strambach professzorral kozésen folytattuk a loop elmélet szisztematikus
kiépiteset. Az elmalt években figyelemreméltd publikaciokban (G. Birkenmeier -- B. Davis --
K. Reeves -- S. Xiao: ,,Is a semidirect product of groups necessarily a group?”, Proc. Amer.
Math. Soc. 118, 1993, 689—692; G. Birkenmeier -- S. Xiao: ,,Loops which are semidirect
products of groups”, Comm. in Algebra 23, 1995, 81--95.) vizsgaltak azt a kérdést, hogy
vajon eléallhatnak-e loopok csoportnak csoporttal valo kibovitéseként. Ugyanakkor
monografidnkban rendszeresen hasznaltuk az ilyen loopokat a kiilénbdz6 absztrakt,
topologikus és differencialhaté struktdra osztalyok példaanyagaként. Ezért célul tiztik ki
annak a kérdésnek vizsgalatat, hogy a klasszikus csoportbovités Schreier-féle elméletében
targyalt konstrukciok és modszerek megfelelé altalanositasaval milyen loop osztalyokat lehet
reprezentélni. Kiderlt, hogy ebben a keretben nagyon sok gyenge asszociativitasi feltételre
lehetséges példat konstrualni mar csoportok csoportokkal valo bovitésevel is. A Schreier-féle
elmélet a boviteést két leképezessel adja meg: az egyik az alap csoport elemparain értelmezett
a kibovitett loop normalosztdjanak megfelel6 bovités komponensbe kepezé fuggvény, a masik
pedig az alapcsoportbol a norméalosztod automorfizmus csoportjaba képezé fliggveny. Ha az
els6 fliggveny azonosan eltiinik, akkor szemidirekt szorzatrol beszélunk. Kider(lt, hogy a
szemidirekt szorzat képzése kevés példat eredményez a gyenge asszociativitasi feltételekre,
viszont az alap csoport elemparain értelmezett norméalosztdba keépezé fuggvénnyel leirhatd
csoport bovitésekkel sikerult a klasszikus gyenge asszociativitasi feltételekre példékat
megadni. 25 oldal terjedelmi ,,Schreier loops” c. dolgozatunkat elkuldtuk publikalasra.

Megemlitem, hogy Karl Strambach professzorral kdzds kutatasunk sikeréhez egy az
OTKA tdmogatassal parhuzamos MOB-DAAD projekt (,,Loops in Group Theory and Lie
Theory”) is hozzajarult.

Debrecen, 2007. februar 27.
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