A Zeeman-féle katasztrofagép kaotikus dinamikaja
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Osszefoglalas: A Zeeman-féle katasztrofagép mintapélddja a hiszterézist mutatd statikai
rendszernek. Tulajdonsdgai egyszertien megérthetdek és megfeleld analogidk felallitasaval
segitik a bonyolult komplex rendszerek viselkedésének megértését. Mivel a gép konnyen
megépithetd, illetve mozgasa egyszerien szimuldlhatd, a matematikai leirds és a kisérleti
vizsgalat szemléletesen Osszekapcsolhatd. A Zeeman gépnek azonban nemcsak statikai,
hanem dinamikai viselkedése is rendkiviil értékes példakkal szolgéalhat a kaotikus rendszerek
tulajdonsagainak bemutatasakor. Kideriilt, hogy a periodikusan gerjesztett gép a disszipativ
kaotikus rendszerek ,,allatorvosi lova”: minden lényegi vonas, jellemz6 kivaloan illusztralhato
altala, valamint olyan izgalmas aspektusok mint pl. a bifurkacid jelenségkore, a spontin
szimmetriasértés és a fazisatalakulas jelensége. Megfeleld kezdeti feltételekkel a magara
hagyott gép tranziens kdosz utdn éri el egyensulyi allapotat. Varatlan statisztikus fizikai
tavlatokat nyitott azon Otletiink, hogy két gép Osszekapcsolasaval tanulményozzuk a
konzervativ rendszerekben kialakuld kaotikus viselkedést. A vizsgalatok soran hasznalt
szimulacids fajlok letolthetok [1] weboldalunkrol.

Abstract: Investigation of chaotic motions and cooperative systems offers a magnificent
opportunity to involve modern physics into the basic course of mechanics taught to
engineering students. In the present paper it will be demonstrated that Zeeman Machine can
be a versatile and motivating tool for students to get introductory knowledge about chaotic
motion via interactive simulations. The Zeeman Catastrophe Machine is a typical example of
a quasi-static system with hysteresis. It works in a relatively simple way and its properties can
be understood very easily. Since the machine can be built easily and the simulation of its
movement is also simple the experimental investigation and the theoretical description can be
connected intuitively. Although Zeeman Machine is known mainly for its quasi-static and
catastrophic behavior, its dynamic properties are also of interest with its typical chaotic
features. By means of a periodically driven Zeeman Machine a wide range of chaotic
properties of the simple systems can be demonstrated such as bifurcation diagrams, chaotic
attractors, transient chaos, Ljapunov exponents and so on. The present paper organically
linked to our website [1] where the discussed simulation programs could be downloaded. In a
second paper a novel construction of a network of Zeeman Machines will be presented to
study the properties of cooperative systems.
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1. A Zeeman-féle katasztréfagép

Azokat a rendszereket, amelyek iddbeli valtozdsat (dinamikdjat) egyértelmli szabalyok
hatarozzak meg, determinisztikus rendszereknek nevezziik. A katasztrofaelmélet olyan
determinisztikus rendszerek leirdsdval foglalkozik, amelyekben egy vagy tobb paraméter
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folytonos, kicsiny valtoztatasa a rendszer allapotdban hirtelen, ugrasszerii, nagymértékii
valtozast hoz létre.

A katasztrofajelenség szemléltetésére ¢€s tanulmanyozasara alkotta meg az 1970-es
években E. C. Zeeman a nevét visel§ katasztrofagépet [2]. A szerkezet igen egyszerti (barki
elkészitheti) és mennyiségileg is konnyen tanulmanyozhat6. Merev siklap egy pontjaban
rogzitsiink R sugarti, tengelyezett lapos korongot. Vegyiink két azonos, nytjtatlan allapotban
Lo hosszusagh gumiszalat, az egyik gumiszal egyik végét rogzitsiik a korong keriileti P
pontjahoz, majd a masik végét, a szalat kiss¢ megnytjtva a siklap A pontjaban. A masik
gumiszal egyik végét rogzitsiik szintén a korong P pontjdhoz, a masik végét hagyjuk
szabadon. Kisérleteink soran ezt a B véget fogjuk mozgatni a lap sikjadban. A mennyiségi
leirashoz vegyiink fel a lap sikjaban olyan koordinatarendszert, amelynek origéja a korong
kozéppontja, X tengelye, az A és O pontokra fektetett egyenes (1.a. abra), az y tengely pedig
ra merdleges.(Az A pont koordinataja (-A,0)).
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1. abra: a Zeeman-féle katasztrofagép

Tanulményozzuk a rendszer viselkedését tigy, hogy az L, gumiszal B végét kiilonbozd

B(X,,Y,) pontbol indulva lassan mozgatjuk az y tengellyel parhuzamosan az X tengely felé.
Ugyeljiink arra, hogy kézben a korong mindig egyensulyi helyzetben legyen.

(Ha valaki mégsem kivan id6t szanni a katasztrofagép megépitésére, a rendszer
tanulmanyozasara hasznalhatja a [3] weboldalon talalhato nagyszer(i flash-szimulaciot (1.b.
abra). A szimulacion az 1.a. abrahoz képest 90°-kal elforditva latjuk a szerkezetet és X helyett
u, Y helyett v jeloli a sikbeli koordinatakat. A gumiszal B szabad végét jel6l6 zold pontot a
kurzorral ,,vonszolhatjuk” az u-v sikban. Figyeljiik kozben a kék szinii (keriileti rogzitési) P
pont mozgasat.)

Az egyensulyi helyzet jellemezhetd a P pont elhelyezkedésével, amelynek helyét
egyértelmiien megadhatjuk a korlap forgastengelyétdl a P pontba huzott sugar és az X tengely
altal bezart @ szoggel. Az esetek tobbségében azt tapasztaljuk, hogy a B vég helyzete
egyértelmiien meghatdrozza a @ szoget, ami B mozgatisaval folytonosan valtozik. A B
szalvéggel az x tengely felé kozeledve, majd atlépve azt €s ellenkezd irdnyban tavolodva
@ abszolut értéke csokken, a tengely atlépésekor eldjelet valt és a tadvolodas soran abszolut
érteke novekszik. Kivételt képez azonban egy kisérletileg jol kijelolhetd, furcsa, négy gorbe
vonallal hatarolt teriilet, amelynek barmely belsé pontjaban az egyensulyi helyzethez tartozé
@ szog eldjele akar pozitiv, akar negativ is lehet. Ezt a teriiletet bifurkdcios teriiletnek
nevezziik. Azt, hogy a bifurkacids teriilet valamely belsé pontjdban a @ szdg éppen pozitiv
vagy negativ értékii az hatdrozza meg, hogy az y tengellyel parhuzamosan mozgatott B
szalvéggel hol léptiikk at a bifurkaciés teriilet hatarat. A bifurkdcios teriileten kiviil az
egyensulyi szog eldjele egyértelmiien meghatarozott. Ezt az eldjelet 6rzi a hatar atlépése utan
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az egyensulyl szog, amely a szalvég mozgatasa sordn egészen addig most is folytonosan
valtozik, amig a szalvég a teriilet masik hatarat el nem éri. Azt atlépve a szdg ugrasszerii
valtozast szenved.

2. A Zeeman-gép dinamikai leirasa

A katasztroéfaclméletben a Zeeman-gép kvazisztatikus tulajdonséagait, az egyensulyi helyzet
ugrasszerli valtozésait vizsgaltuk. Nagyon érdekes kaotikus tulajdonsagokat mutatod
eredményre vezet azonban a kiilsé kényszer hatasara mozgd Zeeman-gép dinamikdja is.

A Zeeman-gép olyan disszipativ rendszer, amely tetszOleges (<D0,(00) kezdofeltételbol
indulva a surlodas miatti folyamatos energiaveszteség kovetkeztében bizonyos id6 alatt leall
(a fentebb targyaltak szerinti egyensulyi helyzetben). A rendszer fazistere csupan
kétdimenzios (a @ szdg és az o =dd/dt szogsebesség valtozokkal), ami mint ismeretes tal

,»Szik”  kaotikus mozgads kialakuldsahoz. A  rendszer kaotikus  viselkedésének
tanulmanyozasahoz vigyiink a rendszerbe periodikus gerjesztést, azaz ,,rangassuk” a masodik
gumiszdl B végét valamilyen periodikus mozgassal: elébb Y iranya linearis harmonikus
mozgassal, majd az X tengelyen levé orig6ji egyenletes kormozgassal, a gerjesztés
periddusidejet mindkeét esetben jeldlje T,. A gerjesztes kovetkezteben a fazistér harom

dimenziosra bdviil, igy mar elvi lehetdség van kaotikus viselkedésre. A @ szdg és az ®

, 2 o er
szogsebesség mellett a harmadik valtozo a © = T_n -t gerjeszt6 fazis.
p

A modell mozgasegyenletét az F.1. fiiggelékben vezetjiik le. A dinamikai rendszerek
standard leirdsanak megfeleléen a mozgasegyenletet az n dimenzids fazistér X (i :1...n)

valtozoinak  idéderivaltjara  vonatkozo d_tl = f,(X,%,...X,) alaka  elsérendii

differencidlegyenlet-rendszerré alakitva kapjuk, hogy:

dd‘tD £ (0,0,0)=0

S0 t,(@,0,0)=c {(Ill_llo)'a-sinQJ+(|2|(2(?—2;)|°)-(y(®)-cos®—x(®)'sind>)—

om0 N
. |, = /(cos®+a)’ +(sind)

,(0)= \/( x(©)- cosd)) (y(@))—sintl))2

3. A dinamikai viselkedés numerikus vizsgalata

A rendszer dinamikajanak numerikus vizsgalatdhoz a szabad felhasznalasa Dynamics
Solver programot hasznaljuk, az altalunk készitett, a program telepitése utan futtathatd *.ds
fajlok az [1] honlapunkro6l letdlthetok.
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Valamely dinamikai rendszer allapotat minden idépillanatban a fazistér egy pontja adja
meg, az idofejlodés soran a fazispont egy tazistérbeli gérbén, az Un. trajektorian mozog.
Konnyen belathatd, hogy determinisztikus rendszer esetén a trajektoria nem metszheti
onmagat. Mivel tobbdimenzids fazistérben a trajektoria nehezen kovethetd, sokszor
célravezetobb csokkenteni a megjelenitendé dimenzidk szamat (altalaban 2-re, hogy pl. a
szamitogép képernydjén szemlélhessiik). Ennek legegyszeriibb modja a féazissikra vetités
(projekcio), azaz valamelyik kétdimenzids vetiilet megjelenitése (2.a. abra). A vetités soran
azonban nyilvanvaléan informaciot veszitiink (pl. a trajektoria a vetiileten metszheti
onmagat!). Masik lehetéség, hogy a trajektorianak csak valamely, kivalasztott alacsonyabb
dimenzios feliiletet 4td6f6 metszéspontjait (tehat mar nem folytonos gorbét, hanem diszkrét
pontsorozatot), az Un. Poincaré-metszetet abrazoljuk (2.b. abra). Periodikus gerjesztés esetén
kézenfekvd specidlis Poincaré-metszetet, az Gn. stroboszkopikus leképezést hasznalni, azaz a
trajektoriabol csak a gerjesztési T, periodusidé egészszami tobbszordseinek megfeleld
pillanatokban (azaz alland6 fazisértékeknél) vett diszkrét pontsorozatot (2.c. abra) abrazolni.
A ¢ fazisvaltozot (1évén szogvaltozo tipust) koriven abrazoljuk, a tobbi valtozét pedig a
korivre merdleges sikok sokasagan. Ekkor tehat az id6 muldsaval - mivel ¢~t - a trajektoria
korbe-korbe halad mikdzben a korforgasra merdleges irdnyokban bolyong. Mivel a ¢ valtozé
2w periddus, a trajektoria Gjra és Gjra atdofi a kivalasztott (¢ mod 2m) = @s fazist sikot, @s a
szabadon valasztott fazisérték, ahol mintavételezni kivanunk, igy a sikon fokozatosan
kirajzolodik a stroboszkopikus leképezéssel alkotott kép.

2. abra: trajektoriak megjelenitési modjai

Disszipativ rendszerekben a trajektoriak kellden hossza id6 alatt az Gn. attraktorokhoz
tartanak. Az attraktoroknak harom alaptipusa van:

* Az an. pontattraktor a rendszer egy stabil allapotat jelenti.

= A periodikus attraktor egy stabil hatarciklus, a rendszer ezt elérve oszcillalni kezd,
periodikusan viselkedik.

= Az n. kiilonos attraktor esetén a kiviilrdl érkezo trajektoriak nem lépnek bele, csak
rasimulnak, a kiilonds attraktoron nincsenek periodikus oszcillaciok, a rendszer
soha nem ismétli magat, azt mondjuk kaotikusan viselkedik.

Egy féazistérben tobb kiillonbozd attraktor is lehet. Ha a rendszer valamely relevéans
paraméterét, un. kontrollparaméterét folytonosan valtoztatjuk, akkor bizonyos értékeknél a
rendszer hirtelen méasként kezd viselkedni; 0j attraktorok jelennek meg, régiek tlinnek el, vagy
megvaltozik a tipusuk, stabilitasuk. Ezen valtozas tipikus megjelenési forméja a bifurkacio
jelensége. Az Un. bifurkdcios diagramon a kontrollparaméter fliggvényében abrazoljuk a
rendszer egy kivalasztott fazisvaltozojanak kelléen hosszu iddfejlodés utdn egy adott
iddintervallumban Poincaré- vagy stroboszkopikus leképezéssel kapott diszkrét értékeit, azaz
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varakozasunk szerint a stabil attraktorhoz tartozo értékeket, igy nyerve szemléletes képet az
attraktor jellegérdl az adott kontrollparaméter értéknél.

A kovetkezOkben a vetitéssel kapott un. fazisképet hasznaljuk a mozgés vizualis
szemléltetésére, a stroboszkopikus képet pedig a kaotikus attraktor szerkezetének
bemutatasara. MindenekelOtt azonban a bifurkacios diagramot készitjiik el, amely mint
egyfajta térkép igazit el benniinket abban, hogy milyen paraméterértékeknél érdemes
kiilonboz6 tipust viselkedéseket megjelenitd attraktorokat keresniink.

(1) Gerjesztés linearis harmonikus mozgassal

Mozgassuk tehat a gumiszal szabd végét (B) az X tengelyre meréleges, (X0 : O) kozéppontu,
Y, amplitadoj, T, periodusidejii linearis harmonikus mozgassal. Ez formalisan csupan
annyit jelent, hogy az (1) mozgasegyenletben Xx(®) helyére mindeniitt X,-at, , y(®) helyére

2,

pedig az y, -sin(_l_ }: Yo -sin(®) kifejezést irjuk.

p
Az  alabbiakban rendszert a c=10;a=6;1,=3,y,=0,6; Tp =3 rogzitett

paraméterértékek mellett vizsgaljuk az X, kontrollparaméter valtoztatasa mellett.

A rendszer bifurkacios diagramjat a 3. abra mutatja (a futtathatdo szimulacids fajl
zeeman_harmonic_bif.ds néven taldlhato). A kezdéfeltétel minden x, kontrollparaméter-

értéknél (@, =0,0, =0,0,=0).

A bifurkacios kép tokéletes mintapélddjat mutatja a kaotikus rendszerek viselkedésének.
Az a betlivel jel6lt rész a stroboszkopikus képen egyetlen pontbdl allo (1-es) hatarciklusnak
felel meg A b tartomanyban adott kontrollparaméterhez a stroboszkopikus képen két pont
tartozik, amelyek 2-es hatdrciklust reprezentalnak, a ¢ részen pedig 4-es hatdrciklust
talalunk..., ez az un. bifurkdcios sorozat, mely tipikusan a kaosz kialakulasanak jele. A
diagramon valoban megjelenik a kaotikus tartomdny, amelyen beliil nincs stabil periodikus
viselkedés, azaz a rendszer hosszu tavu elorejelzésére csak valosziniiségi megallapitasok
tehetdk. A Kaotikus tartomany szerkezetét e helyen nem kivanjuk részletesen targyalni, annyit
azonban megemlitiink, hogy a kaotikus tartomadny joOl lathatéan véges, ismét megjelenik a
periodikus viselkedés (pl. az f részen).
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3. dabra: a rendszer bifurkacios diagramja (<D0 =0,0,=0,0, = O) kezdofeltétellel
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A fentiek alapjan mar konnyen valaszthatunk olyan Xo kontrollparaméter értékeket,
amelyeknél érdemes elkésziteni a fazisképeket (a
zeeman harmonic.ds néven taldlhatd). A 4. dbran az egyes betiikkel jelolt képek a 3. abran
azonos bettivel jelolt pontokhoz tartozé @ — o fazisképet mutatjak.

d. Xo=6,375 (kdosz)

-es ciklus)

1)

b. x0=6,362 (2

futtathatdé  szimulédcios fajl

C. xo:6,367_"(4-es ciklus)

€. Xo=6,38642 (kdosz)
4. dbra: a mozgas ® —o fazissikbeli képei (®y =0,0, =0,0, =0) kezddfeltétellel

f. X0=6,42 (4-es hatérciklus)

crer

4.e. abra jeleniti meg. A vetiilet mint emlitettiik nem alkalmas arra, hogy az attraktorrol
pontos képet kapjunk, ehhez a stroboszkopikus leképezést kell alkalmaznunk (a futtathatd
szimulaciés fajl zeeman harmonic_strob.ds néven talalhatd). A 4.e. abran lathatd mozgas
0s=0 fazisértekhez tartozd stroboszkopikus leképezéssel készitett kaotikus attraktorat az 5.
abran tanulmanyozhatjuk. A b. dbra az a. dbran szaggatott vonallal hatérolt teriilet nagyitasa,
mig a c. abra a b. dbran levd szaggatott vonallal jeldlt teriilet kinagyitott képe, az abrak jol
szemléltetik a kaotikus attraktor kézismert skalatulajdonsagat, a Cantor-szal jellegii

[fraktalszerkezetet.

5. dbra: az x0=6,38642 értékhez tartozo kaotikus mozgas attraktoranak fraktalszerkezete

Spontan szimmetriasértés

A 4. dbrasoron a trajektoriak tovabbi igen érdekes tulajdonsagat fedezhetjiik fel: az e. és f.
abrakon lathaté attraktorok szimmetrikusak a ®— fazissik origojara, mig az a.-d. abrak
attraktorai nem szimmetrikusak! A katasztrofagép leirasa és az 1.a. abra alapjan nyilvanvalo,
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hogy maga a szerkezet tiikorszimmetrikus az X tengelyre, igy a rendszert leird
mozgasegyenletek is hordozzak ezt a szimmetriat, azaz az (1) egyenletrendszer invarians az X
tengelyre vald tiikrozésnek megfeleld @ —> -,y —>-y, ®—>—w» valtozdcserékre. Ezzel
szemben kiillonés moddon, a rendszerben léteznek olyan (stabil és instabil) egyensulyi
allapotok (pl. 4.a.-4.d. abrak), amelyek nem rendelkeznek a rendszer mozgdsegyenleteinek
szimmetriajaval. Ezt a viselkedést spontan szimmetriasértésnek nevezziik.

a. b. c.
6. dbra: a szimmetria-sértés jelenségének szemléltetése

A jelenséget jol szemlélteti a 6.a. abran lathatd ,,sombrero-modell”: a kalap alakja
forgasszimmetrikus, viszont a tetejére helyezett (instabil helyzet(i) goly6 csak a perem koriili
volgyben taldlhat stabil egyensulyi allapotot, és hogy adott kisérletben éppen hol, az
véletlenszerli — pontosabban fogalmazva extrém érzékenységet mutat a kezdeti feltételre (lasd
alabb) —, de az egyensulyi allapot mar semmiképpen sem mutat forgdsszimmetridt. Ez a fizika
egyik legfontosabb és legizgalmasabb jelensége (olvasasra ajanljuk példaul a [4] oldalt), ezen
alapszik tobbek kozott az Gn. Higgs-mechanizmus, amely a részecskefizika standard modellje
szerint az elemi részecskék tOmegét magyarazza és melléktermékként Iétrehozza a
napjainkban elhiresiilt Higgs-bozont, amely utan a CERN uj LHC gyorsitojaban folyik
intenziv kutatas.

Konnyli megmutatni, hogy agyunk (érzékelésiink, gondolkodasunk) is produkalja a
szimmetriasértés jelenségét. A 6.b. abrat nézve két kiillonb6z6 alakzatot ismerhetiink fel, vagy
egy fehér vazat, vagy két szembenéz6 fekete arcot, adott pillanatban mintegy véletlenszeriien
valasztva a két lehet6ségbdl. Felhivjuk a figyelmet arra, agyunk befolyasolhat6é abban, hogy
melyik lehet6séget valasztjuk. Ha az abrara pillantast megel6z6en fehér alapon fekete
alakzatokat, illetve fekete alapon fehér alakzatokat néziink, akkor az elézetes kombinacionak
megfeleld értelmezés jelenik meg tudatunkban. Ezt nevezziik indukdlt beadllitodasnak. A
beallitodas 1étrejohet korabbi beépiilési (tanulasi) folyamat révén is, pl. a 6.c. abran levo
képen a felndttek messze tilnyomo tobbsége mezteleniil lelkezd part lat, mig a kisgyerekek
9 kis fekete, ugralo delfint latnak, mivel nekik még nincsenek szexualis jellegii tapasztalataik,
ez kivald példa az Gn. a priori bedllitodasra. A [5] oldalon lathaté animacion egy forgd
macska sziluettjét nézhetjiik, amelyet véletlenszertien lathatjuk forogni az éramutatd szerint,
vagy ellentétesen 1is (kisérletezzenek azzal, hogy tudjdk-e tudatosan valasztani a
videon remek, mulatsdgos példat lathatunk arra, hogy miként vezérelhetd a szimmetriasértés a
megfeleld irdnyba.

Mint azt a 6.a. abra kapcsan elmondtuk, szimmetriasértés esetén a kezdeti feltételek dontik
el, hogy a lehetséges aszimmetrikus allapotok koziil melyik jelenik meg. Az altalunk targyalt

rendszer esetén is csak annyit kell tenniink, hogy az eddig hasznalt (®, =0,w, =0,0, =0)
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kezdofeltétel helyett masik, megfeleld pl. (@, =—1 0, =0,0, =0) kezddfeltételbdl inditsuk

a szimulaciot. A 7. abran mutatjuk be a 4. abraval azonos kontrollparaméter értékekhez
tartoz¢ attraktorokat.

g . . LT A : 777777777777777777777777777 ° E @
a. Xo=6,348 4(.,1_83 ciklus) b. Xg=6,362 fZ-es ciklus) C. xo:6,367m(74-es ciklus)
e i‘.} :“ : ok ®,‘.
d. X=6.375 (kdosz) e. X0=6,38642 (kdosz) f. %0=6,42 (4-es hatdrciklus)

7. abra: a mozgas ® —w fazissikbeli képei (D, =—1,0, =0,0, =0) kezddfeltétellel

Fazisatalakulds modellezése

Osszevetve a 4. és 7. dbrakat megallapithatjuk, hogy az a.-d. attraktorok egymas origora
vonatkoz6 tiikkdrkép parjai, mig az e. és f. attraktorok 1évén mar eleve szimmetrikusak az
origbra azonosak a két abran. Ezek szerint a szimmetriasértés csak meghatarozott
kontrollparaméter tartomanyon kovetkezik be, mas kontrollparamétereknél mar olyan
attraktorok jelennek meg, amelyek rendelkeznek a rendszer eredeti szimmetridjaval.
Megkonnyiti szamunkra az altalanos kép kialakitasat, ha a (®,=-10,=0,0,=0)

kezdofeltétel mellett is elkészitjiik a rendszer bifurkacios diagramjat (8. abra).

}

......
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8. dbra: a rendszer bifurkacids diagramja (®, =—1,0, =0,0, =0) kezddfeltétellel
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A 3. és 8. abrak bifurkacios diagramjait 6sszehasonlitva mar kdnnyen észrevehetjiik, hogy
az e ponttol balra a két diagram csak jellegében hasonlit egymadsra, de az attraktorok
numerikus értékei tekintetében teljesen kiilonboznek, mig az e ponttdl jobbra a két diagram
tokéletesen megegyezik. Szabatosabban fogalmazva az e ponthoz tartozo kontrollparaméter-
ertek alatt, illetve felett a rendszer markansan eltéré szimmetriaju egyensulyi allapotokkal
rendelkezik. Az ilyen tipust valtozasokat fazisatalakuldsnak nevezzik, az X,=6,38642
kontrollparaméter-értéket pedig a fazisatalakuldshoz tartozo kritikus értéknek. Példaként a
magneses anyagok Tc un. Curie-hOmérsékletét emlithetjiik, amely hémérséklet felett a
ferromagneses anyagok elveszitik magneses tulajdonsagukat (pontosabban fogalmazva
paramagnessé alakulnak).

4. A csatolt Zeeman-gép, mint konzervativ rendszer

A fentiekben targyalt Zeeman gép disszipativ rendszer. A kovetkezOkben azt vizsgaljuk,
hogy a Zeeman-féle katasztrofagép modellel tanulmanyozhaté-e a konzervativ rendszerek
kaotikus viselkedése. A probléma az, hogy az eredeti modell surléddsmentes (és gerjesztés
nélkiili) valtozata konzervativ rendszer ugyan, de a kétdimenzids fazistér nem elég tag a
kaotikus viselkedés megjelenéséhez (éppen a dimenzidszdm ndvelése érdekében vittiink be
periodikus  gerjesztést).  Otletiink  szerint  két  surlodasmentes  katasztrofagép
Osszekapcsolasaval (9. abra) természetes modon jutunk négydimenzids fazisterli konzervativ
rendszerhez!

x.y) x

A 4

9. abra: a csatolt Zeeman-féle katasztrofagep modell

A csatolt Zeeman-gép modell mozgasegyenletét az F.2. fiiggelékben vezetjiikk le, és az
alabbi dinamikai egyenletrendszert kapjuk:

do,

a  *

doy = Masin d, +M{(sin ®, cosd, —sin®, cosd, ) —bsin CI)l}
dt I l, (2)

:(02

dt

% :(IZI;IO){bsin ®,—(sin®, cosd, —sind, cosd, )} + (I I—lo)
) 3

{(b-x)sin®, +ycosd, }
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A rendszer K+V energiaja %kR2 egységben:

e=a? +ol +(,—1) +(1,~1,)" +(l,~1,)°

Konzervativ rendszerekben nincsenek attraktorok, a mozgas jellege a kezdeti feltételektol
fiigg. Az energia-kifejezésre sziikség van a Poincaré-térképek elkészitéséhez, mivel sok
kiilonbozo, de azonos energiaju kezdofeltételbol kell inditanunk a rendszert a teljes kép

kirajzoldsdhoz, azaz esetinkben a négy (@5, D, 0,0, ) kezddértékbsl csak harmat

valaszthatunk szabadon, a negyediket az energia értékébol hatdrozzuk meg (a futtathato
szimulacids fajl zeeman_ coupled.ds néven talalhato).

e=80 e=100
10. dbra: a mozgas @, — w, fazissikbeli Poincaré-térképei |, =3 ,a=6,b=6 és

(x=12,y=1)

A 10. abran a mozgis @, —w, fazissikbeli Poincaré-térképét mutatjuk be kiilonb6z6

energia értékek esetén és a konzervativ kdoszra jellemzd térképet lathatjuk: kovér fraktal
jellegli kaotikus tartomanyokat periodikus szigetek és tartomanyok szabdaljak. A mozgés
®, -, fazissikbeli Poincaré-térképe nagyon hasonlo jellegii, viszont a 11. abran lathatd

@, - D, faziskép kissé mas.
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e:éio e=60
11. abra: a mozgas ®, — D, fazissikbeli Poincaré-térképei |, =3 ,a=6,b=6 és
(x=12,y=1)

A csatolt Zeeman-gép otletet tovabbgondolva vezettiik be a Zeeman-haldozat modellt,
amely igen gylimolcsd6zOnek bizonyult a statisztikus fizika targyalasaban (lasd egy kovetkezd
publikécidban).

Fiiggelék

F.1. A periddikusan gerjesztett siirlodasos Zeeman-gép dinamikaja

A gép mozgasegyenletét szarmaztassuk a Lagrange-fiiggvénybdl (1.a. abra). Hasznaljuk a
korabban mar kijel6lt koordinatarendszert és legyen a gumiszalak nyugalmi hossza Lo, k a

direkcids allanddja ([k]= %) Tegyiik fel, hogy az | tehetetlenségi nyomatéku korong

;
adott pillanatban @ szdgsebességgel mozog, a B szalvég pedig a P(X,Y) pontban van. A
korong mozgéasi energidja:

2

[
K==1® ,

N |~

a gumiszalak megnyuldsdbol szarmazd helyzeti energia pedig:
1 2 2
% =Ek{(L1—L0) +(L, - L) }

ahol L és L, a két gumiszal pillanatnyi hossza:

L =\/(R-COSCD+A)2+(R'SinCD)2

L, :\/(X —R-COSCI))2+(Y —R-sin(l))2

A rendszer Lagrange-fiiggvénye:

L£=K-V =%|c£ —%k{(Ll—LO)2+(L2—LO)Z}.

A Lagrange-fliggvény a gumiszalak hosszéan keresztiil fiigg a @ szogtdl, igy sziikség lesz
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dL, —(Rcos® + A)Rsin® + R*sin® cos d _ RAsin®

do L L

dL, (X -Rcos®)Rsin®—(Y —Rsin®)Rcos®  XRsind—YRcos®

do L, B L,
derivaltakra.

A Lagrange-fiiggvény @ szdg szerinti derivaltja:

L {(Ll L)+ 2(L-Ly) L?}

:—k{—% RAsinCD+ﬁR(X sin®-Y cosqb)}

2

valamint:
0 m
8L 1D e d oL S
00 Tl g
Ezek alapjan a i% = oL mozgasegyenlet mar felirhato:

| o= Rk{%Asindﬂﬁ(Y coscl)—XsincD)}.

2

A tovabbiakban minden hosszjellegli mennyiséget adjunk meg a korong R sugardhoz
viszonyitva, azaz hasznaljuk a kis bettivel jelolt dimenzidtlan valtozokat:

A=a-R, X=x-R,Y=y-R,L,=l,-R,L=1-R,L,=1,-R

amelyekkel a mozgasegyenlet az

I<D Rk{I II as,lnCD+I
1

2

—ly (ycosd)—xsinCD)}—y-cD ,

alakot Olti. Az egyenlet jobb oldalat kiegészitettik az energia-disszipdciot megado
szogsebességgel ardnyos surlodadsi nyomatékkal.

A t —» —-t 1) (dimenzidtlan) idévaltozo bevezetésével a

2 _ —
d_g):c- (b=l), -a- 5|n¢>+(|—|)-(y-cos<b—x-sin<13) _do
dt , , dt

|-R%.

a dimenzidtlan mozgésegyenletet kapjuk, ahol ¢ = dimenziotlan paraméter.

2

Y

A dinamikai rendszerek standard leirasdnak megfelelden alakitsuk a mozgasegyenletet az n
dimenziés fazistér X (i=1..n) véltozdinak elsérendii derivaltjgra vonatkozé
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dx;

i fi (X, X,,....X,) alaku els6rendii differencidlegyenlet-rendszerré. Az o=dd/dt
szogsebesség bevezetésével azt kapjuk, hogy:
dd
=f(D,0)=0
9 (@0)
9O _ ¢ (@,0)=

c'{@-a-sinqut(lzl;lo)'(y'cosqb—x-sinCD) -

1 2

dt

Ez a differencialegyenlet-rendszer olyan disszipativ rendszert ir le, amely tetszOleges
(dbo,wo) kezdofeltételbél indulva a surlédas miatti folyamatos energiaveszteség

kovetkeztében bizonyos 1d6 alatt leall (a fentebb targyaltak szerinti egyensulyi helyzetben). A
rendszer fazistere csupan kétdimenzios (a @ szog és az ® szogsebesség valtozokkal), ami
mint ismeretes tul ,,sziik” kaotikus mozgas kialakulasahoz.

A rendszer kaotikus viselkedésének tanulmanyozdsdhoz vigylink a rendszerbe periodikus
gerjesztést, azaz ,,rangassuk’” a masodik gumiszal B végét valamilyen periodikus mozgassal:
elébb Y iranyu linedris harmonikus mozgéssal, majd az X tengelyen levd origdju egyenletes
kormozgassal, a gerjesztés periddusidejét mindkét esetben jelolie T, . A gerjesztés

kovetkeztében a fazistér harom dimenzidsra boviil, igy mar elvi lehetdség van kaotikus

2
viselkedésre. A @ szog és az o szOgsebesség mellett a harmadik valtozo a ®_T_n -t

p
gerjesztd fazis, a rendszert leird differencidlegyenlet rendszer pedig:

ddctD L(®00)=e
4 (5.00)- { as.nm('Zfig"))-(y(@)-cos@—x(@)-sm)—
». f(d)m@)—i—n

. |, = /(cos®+a)’ +(sind)

,(0)= \/( x(®)-cos®)’ +(y(©)-sin®)’

F.2. A csatolt Zeeman-gép modell dinamikaja

A két azonos R sugaru, | tehetetlenségi nyomatéku korong (9. dbra) mozgési energidja:

1 nz p2

K==1| ®1+®: |,
2
f I
amelyat— WRE -t dimenzidtlan idovaltoz6 bevezetésével:
1 nz p2
K :EkR2 D1+ D |.
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A gumiszalak megnyulasabol szarmazd helyzeti energia a fentebb hasznalt (R egységben
mért) A=a-R, B=b-R, X=x-R,Y=y-R,L,=Il,-R,L=ll-R,L,=,-R,L=I,-R
dimenzidtlan hosszusag-valtozokkal:

v :%kRz {(|l_|0)2+(|2—|O)2+(|3_|o)2}

ahol:

l, = \/(cosd> +a) (sind)l)2

l, \j(b+cos® —cos®, )’ +(sin®, —sin®,)’ .

L, \/(b+cos<1> —x) (y—sinq>2)2
A rendszer Lagrange-fiiggvénye:

‘[:4<—V::%kR [®f+¢é—(|—|) 02—5)2—03—5fj,

amelyben a tovabbiakban az %kR2 tényezot el fogjuk hagyni, mivel a mozgasegyenletek

nem valtoznak, ha a Lagrange-fiiggvényt egy konstanssal szorozzuk.

A Lagrange-fiiggvény csak a gumiszalak hosszan keresztiil fiigg a @, és @, szogektol,
sziikség lesz a derivaltjaikra:

d, __asin®, és dl, 0

do, I, do,

dl, bsin®, +(sin®, cos®, —sin®, cosd, ) s dl, —bsind, —(sin®, cos®, -sin®,cosd, )
do, 1, dd, 1,

dly _ g dhs _(x=b)sin®, —ycos®,

da, do, |

A Lagrange-fiiggvény @, és @, szogek szerinti derivaltja:

oL dl dl dl
—==-2(,-1,)—=-2(,-1,)—2%-2(l,-1,)—=
aq)l (l O)chl (2 O)d ) (3 O)dq)l

I, —1 1, -1,
:2( )asmtb 2(| ){bsmcp +(sin @, cos @, —sin @, cos P, )}

Il 2

oA dl dl dl
=-2(1, -1 L—2(1,-1 2 -2(1, -1 3 =
oD, (L °)d®2 (t °)d®2 (t °)d®2
(1,-1,) _ _ (1,-1,) .
=25 {bsin®, +(sin @, cos ®, —sin ®, cos D, ) +2 I {(b—x)sin®, +ycos®,}
2 3
valamint:
m
d 8{ =2d, s i%zzqy.
dt oq & 5o,
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d oL oL

Ezek alapjan a — —— = —— mozgasegyenletek mar felirhatok:
t 5. oD

@, = (|1I—|o) asin®, +(IZI;IO){(sin @, cos®, —sind, cos D, ) —bsin D, |

1 2
) _ (L {bsin(l) —~(sin®, cos @, —sin @, cos ® )}+(I3_|°)
2 |2 2 2 1 1 2 I3

N—"

{(b—x)sin®, +ycos®,}

A o, =d®, /dt szogsebességek bevezetésével kapjuk a dinamikai egyenleteket:

do,
:(Dl
dt
% = (|1|—|o) asin®, + (t I_IO) {(sin®, cos @, —sin @, cos®, )~ bsin®, }
1 2
do,
=0,
dt

% :—(IZI_IO) {bsin®, —(sin®, cos ®, —sind, cosd, )| + (k I_IO) {(b=x)sin®, +ycos @, }
2 3

Arendszer K+V energiaja %kR2 egységben:

e=o? + 2+ (L —l) +(l,=1) +(l,—1,)’
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