Az eredeti kutatasi tervinknek megfelel&en a diszkrét geometria
tobb alapvets fontossagu, maig nyitott problémajaval kapcsolatos
kérdéeseket vizsgaltunk (pl Kneser-Poulsen sejtés,
gbmbelhelyezések magasabb dimenzidkban, Gohberg-Markus-Hadwiger-
féle fedési probléma). Uj médszerek alkalmazasaval tobb teruleten
sikerult jelentss eredményeket elérnunk. Masik célunk az eddig
fsleg az euklidészi terekben vizsgalt problémak szférikus,
hiperbolikus és normalt terekbe valo kiterjesztése volt, amit
szintén sikeriult teljesitenink tobb kiuldnb6zs kerdés esetén.

A projekt kezdetekor a kilenc résztvevé kozul o6t doktorandusz volt.
Koézuluk a négy év soran Daroéoczy-Kiss Endre és Langi Zsolt az ELTE-
n megszerezte a PhD fokozatot, Naszodi Marton pedig a Calgary
Egyetemen benyujtotta doktori értekezéséet, amit 2007 tavaszan fog
megvédeni. Mindharmuk disszertacidjaban jelentdés részt képeznek az
OTKA palyazat tamogatasaval elért eredmények.

A tamogatéas jelentss részét konferenciakon vald részvételre,
kalfoldi munkalatogatasokra, illetve kulfoldi vendégek hazai
konferenciakra szolo meghivasasara hasznaltuk. Az itthon

szervezett konferencidk koézul a legfontosabb a 2004. juniusaban
Budapesten, Tudor Zamfirescu 60. sziuletésnapja alkalmabol

rendezett ,,Convexity and Discrete Geometry” cimi volt. A palyazat
résztvevsi a négy év soran tébb mint 50 elsadast tartottak
kial6nb6zs nemzetkdzi konferenciakon, tobbszor meghivott elsaddként.
Ezek kozul a legfontosabbak:

e “Conference on Combinatorial and Discrete Geometry”, Berkeley,
USA, 2003;

“Conference on Geometry”, Salzburg, Ausztria, 2003;
“Workshop on Sphere Packings”, Fukuoka, Japén, 2004

“20th British Combinatorial Conference”, Durham, Nagy-
Britannia, 2005;

e “Discrete Geometry Meeting in Oberwolfach”, Németorszag, 2005;
e “Densest Packing of Spheres”, BIRS, Banff, Kanada, 2005;

“CMS Summer Meeting”, Calgary, Kanada, 2006;

e “International Congress of Mathematicians", Madrid,

Spanyolorszag, 2006.

A konferenciak mellett egyéni meghivas alapjan is sok elsadast
tartottak a résztvevsk, tobbek kozt a Berlini Mdszaki Egyetemen, a
Calgary-i1, Edmontoni, Jénai, Ljubljanai, Magdeburgi és a Perugiai
Egyetemeken, valamint hazai szeminariumok keretében tobbek kozt az
ELTE-n, a Szegedi Tudomanyegyetemen és az MTA Rényi Intézetében.

A legfontosabb elért eredményeink (a mellékelt publikacioés
listanak megfeleld sorrendben):



Normalt terek alland6 szélességu halmazait vizsgalta Naszoédi

Marton és Visy Balazs [1]. Valamely véges dimenzids Banach tér egy
K halmazat atmérsre nézve maximalisnak nevezzik, ha K minden

valdédi részhalmazanak atmérsje kisebb, mint K atmérgje.

Megmutattdk, hogy egy sima halmaz pontosan akkor allandé
szélesseqgi, ha atmérdre nézve maximalis. Azt is belattak, hogy ha

a térben van két olyan, az origora szimmetrikus pont melyekre igaz,
hogy az egységgomb barmely lapja tartalmazza az egyikiket, akkor a
térben az allando szélességu halmazok megegyeznek a gombokkel.

A diszkrét geometria egyik legismertebb problémaja a Kneser-
Poulsen sejtés, amely szerint ha a d-dimenzids euklidészi térben
véges sok gbmbot ugy rendezink at, hogy kozuluk semelyik ketts
k6zéppontja sem kerul kozelebb egymashoz, akkor unidjuk térfogata
nem csokken. A sikbeli esetet Bezdek Karoly és R. Conelly 2001-ben
bebizonyitotta, magasabb dimenzidéban azonban a kérdés tovabbra is
nyitott. Ugyansk a [2] cikkben bebizonyitottak a sejtést a d-
dimenzids szférikus tér félszféraira, azaz megmutattak, hogy ha P
és Q két olyan konvex szférikus d-politép, melyek mindegyike n
darab felszféra metszete, tovabba igaz rajuk, hogy barmely két Q-
hoz tartozo félszféra szoge legalabb akkora, mint a nekik
megfelels P-hez tartozo félszférak szoge, akkor Q térfogata
legalabb akkora, mint P térfogata.

A d-dimenzids euklidészi térben jeldlje t _d azon egymasba nem
nyuld, egybevagdé d-dimenzids gombok maximalis szamat, melyek mind
érintenek egy veluk egybevagdé gombot. t d pontos értékének
meghatarozasa a diszkrét geometria egyik legrégebbi problémaja. A
t 2=6 egyenlsség trivialis, viszont a t 3=12 (a hires Newton-
Gregory probléma) elss teljes bizonyitasat csak 1953-ban irtak le.
Boroczky Karoly [3] erre adott Uj, az eddigieknél lIényegesen
egyszeribb bizonyitast. Ha d>3, akkor csak d=4, 8 és 24 esetén
ismert t_d pontos értéke. A t 4=24 egyenld&séget O. Musin
bizonyitotta harom éve. Ebben az esetben egy konstrukcio
nyilvanvald, a kozépss gomb koré irt szabalyos 24-cella csucsaiba
kell az érintsgombok kozéppontjait elhelyezni. A sejtés az, hogy
ezt masképp nem is lehet megtenni, azaz ha 25 egybevagdé goémb kozul
24 érinti a 25.-et, akkor a 24 kozéppont egy szabalyos 24-cella
csucsait adja meg. Ennek a sejtésnek egy lokalis valtozatat
bizonyitotta Bezdek Karoly [16]. Megmutatta, hogy ha az
érintsgombok kézéppontjai kozel vannak egy 24-cella csucsaihoz,
akkor egybe kell esniuk azokkal. Ugyanebben a koézleményben azt is
belatta, hogy ha valamely allandé gorbiuletd 3-dimenzids tér egy
gombjében legalabb két egybevagd, egymasba nem nyulé gdémbot
helyezink el, akkor ezeknek a siridsége kisebb, mint a 3-dimenzids
euklidészi tér legsiribb gombelhelyezésének sirisége.

Tammes problémajanak nevezik a 3-dimenzids euklidészi tér
egyseéggombjén elhelyezett n pont kézti minimalis tavolsag
maximumanak meghatarozasat. Ennek pontos értéke csak n<l3 és n=24



esetén ismert, a tobbi esetben csak becslések vannak. Az n=13 eset
kilbénbsen érdekes, mert szorosan 6sszeflgg a Newton-Gregory
problémaval . A Schuttétsl és van der Waerdentsl szarmazo eddigi
legjobb becslést (mely szerint a tavolsag legfeljebb 1,04719.. )
Boréczky Karoly és Szabd Lasz16 [5] jelentdsen megjavitotta (az aj
korlat 1,02746.. ). Ugyancsak sk [6] az eddiginél jobb becslést
adtak a Tammes probléma felss korlatjara n=14, 15, 16 és 17 esetén
is.

Bezdek Karoly [9] a hiperbolikus térfogatra vonatkozo koévetkezs
monotonitasi tételt latta be: Legyenek adottak a 3-dimenziods
hiperbolikus térben a kombinatorikusan izomorf P és Q konvex
poliéderek. Ha a poliéderekre teljesiul, hogy barmely két, élben
talalkozdé lapjuk altal bezart szog nem nagyobb a derékszognél,
tovabba Q valamennyi ilyen lapszdge legaldbb akkora, mint P
megfelels lapszbge, akkor P térfogata legaldbb akkora, mint Q
térfogata. Hasonld eredményt bizonyitott nem-tompasz6gi
lapszbgekkel rendelkezs szimplexekre tetszsleges dimenzidban.

A d-dimenzids euklidészi tér egy X ponthalmazat antipodalisnak
hivjuk, ha barmely két pontjahoz létezik X konvex burkanak két
kial6énbbzs, parhuzamos tamaszhipersikja, melyek a két pont kozul
egyet-egyet tartalmaznak. Egy poliédert antipodalisnak nevezink,
ha a csucshalmaza antipodalis. Az antipodalis poliéderekkel
kapcsolatban T. Bisztriczky és Boroczky Karoly [13]
bebizonyitottdk azt a Grunbaum altal eredetileg hibasan
bizonyitott tételt, miszerint a 3-dimenzids euklidészi térben
barmely antipodalis poliédernek legfeljebb 5 csucsa lehet. Bezdek
Karoly, T. Bisztriczky és Boroczky Karoly [10] a 3-dimenzids
euklidészi tér élantipodalis poliédereit vizsgaltak. Ezek olyan
konvex testek, melyeknél a csucshalmaz antipodalitasa helyett csak
azt koveteljuk meg, hogy barmely két olyan csucsahoz, melyeket él
kot 6ssze, létezzenek az 6sszekotdott csucsokat tartalmazo
kialbénbbz&, parhuzamos tamaszhipersikok. Megmutattak, hogy egy
ilyen poliédernek legfeljebb 8 cslucsa van, és egyenléség csak az
affin kocka esetén all fenn. Azt is belattak, hogy ha az

azt koveteljuk meg, hogy a poliéderrel valé metszetik csak a
megfelels csucsot tartalmazza, akkor az ilyen tulajdonsagu, un.
szigoruan antipodalis poliédernek legfeljebb 5 csucsa van. Az
antipodalitas fogalmat tobbféleképp lehet Kiterjeszteni
hiperbolikus terekre. Ezeket a lehetsségeket Bezdek Karoly,
Naszodi Marton és D.Oliveros-Braniff [23] vizsgaltak. Sikerult
megadniuk a kulonbozs definiciok esetében a hiperbolikus terek
antipodalis ponthalmazainak maximalis elemszamat.

Bezdek Karolynak és Daroéczy-Kiss Endrének [11] sikerult a 3-
dimenzios euklidészi térben a gombelhelyezések Voronoi-cellainak
felszinére vonatkoz6 alsé becsléseket megjavitaniuk. Megmutatték,
hogy egységgombokbsl allo pakolas esetén ez az értéek legalabb
16,1445.., ami megerdésiti az un. dodekaéder sejtést, mely szerint



ez a felszin legalabb akkora, mint az egységsugaru beirt gombbel
rendelkezs szabalyos dodekaéder felszine, azaz 16,6508...

Bezdek Karoly és Naszdodi Marton [12] a haromdimenzids euklidészi
térben bevezették a gombpoliéder fogalmat. Ezek véges sok
egybevagd gomb metszeteként elsalldé halmazok. Vizsgaltak e
poliéderek dualisait, valamint laphdldit. F& eredményik az
euklidészi tér poliédereire érvényes Cauchy-féle merevségi téetel
gombpoliéderekre vonatkoz6 analogonja. Bezdek Karoly, Langi Zsolt,
Naszodi Marton és P. Papez [21] a konvex politépok elméletének sok
klasszikus eredményéet altalanositotta gombpoliéderekre. Bevezeték
a tengely-konvexség fogalmat, ami a klasszikus konvexség
gbmbpoliéderekre vonatkoz6é megfelelsje. Bebizonyitottak Caratheory
és Steinitz tételének, valamint az Euler-Poincare formulanak az
analogonjat. Eredményeket értek el gombpoliéderek megvilagitasi
problémaival, valamint az izoperimetrikus egyenlstlenséggel
kapcsolatban is. Sikerult tovabba Maehara egy egyseggombok
metszetére vonatkozd sejtésére ellenpéldat konstrualniuk.

Ha adott az euklidészi sikon egy C konvex halmaz, akkor a P és Q
pontok C-hez viszonyitott relativ tadvolsagan a PQ szakasz
hosszanak és a C-ben lévé leghosszabb PQ-val parhuzamos hdr hossza
felének a hanyadosat értjuk. Boroczky Karoly és Langi Zsolt [14]
megadtak tetszéleges konvex lemezben elhelyezkeds hat pont
paronkénti relativ tavolsaganak legkisebb felsé korlatjat,
valamint az extremalis ponthalmazt is leirtadk. Jodés Antal és Langi
Zsolt [29] pedig hét pont paronkénti relativ tavolsagait vizsgalta.
Megmutattak, hogy hét pontbdl mindig kivalaszthatd ketts, melyek
relativ tavolsaga legfeljebb 1, s ez a korlat nem javithato.
Eredménylket sikerult alkalmazniuk normalt terekben l1évé halmazok
atmérsjenek meghatarozasara 1is.

Bezdek Karoly, T. Bisztriczky, Csikos Balazs s Heppes Aladar [17]
korlemezek Helly szamait vizsgaltak. Korlemezek egy csaladjara azt
mondjuk, hogy T(k) tulajdonsagu, ha a halmazban 1évé barmely k
darab kornek van kozos transzverzalisa, azaz olyan egyenes, amely
mindegyiket metszi. Egységkorok egy csaladjat t-tulajdonsagunak
nevezziuk, ha koézuluk barmely ketts kodzéppontjanak tavolsaga
nagyobb, mint t, t(k) pedig azon t tavolsagok infimumat jeloli,
melyre teljesil, hogy ha egységkdrdok egy csaladja egyszerre t- és
T(k)-tulajdonsagu, akkor van olyan egyenes, amely a csalad minden
tagjat metszi. Meghataroztak t(3) és t(4) pontos értékét, valamint
megmutattak, hogy t(k)=0(1/k) ha k tart a végtelenhez.

Bezdek Karoly, R. Conelly és Csikos Balazs [18] az Alexander
sejtéssel kapcsolatban értek el (j eredményeket. Néhany specialis
esetben bebizonyitottadk, hogy ha az euklidészi sikon véges sok
egybevagdé kor valamely elrendezését ugy valtoztatjuk meg, hogy
kozben semelyik két kor koézéppontjanak tavolsaga nem n&, akkor a
korok metszetének kertlete nem csokken. Az Alexander-féle probléma
kilonos jelentsségét az adja, hogy nagy valészinidséggel a Kneser-



Poulsen sejtés élesitését szolgaltatja az egybevagdé korok esetén.
Azt is megmutattéak, hogy kiuldonbdzs sugard korok esetén a sejtés
nem igaz.

Bezdek Karoly és A. Litvak [22] bevezették a csucsindex fogalmat.
Ez lényegében azt méri, hogy milyen jol lehet egy konvex testet
olyan poliéderrel kozeliteni, amelynek kevés cslucsa van. Ez az
index szorosan kapcsolddik a test megvilagitasi paraméteréhez, és
ezen keresztul a konvex geometria nevezetes fedési sejtéséhez,
mely szerint a d-dimenzids euklidészi térben minden konvex test
lefedhets 2°d darab 1-nél kisebb aranyu homotetikus példanyaval.
Az altalanos esetben aszimptotikusan éles als6 és felsé korlatot
adtak tetszsleges test csucsindexére. 2 és 3 dimenzidban
meghatarozzak a gémb csucsindexének pontos értékét, valamint
megmutatjak, hogy a sikon minden konvex test csucsindexe 4 és 6
kozé esik (egyenléség a paralelogramma, illetve az affin szabalyos
hatsz6g esetén), tovabba 3 dimenzidban minden konvex test
csucsindexe legalabb 6. A csucsindexszel rokon megvilagitasi
paraméterekkel kapcsolatban Bezdek Karoly, Boroczky Karoly és Kiss
Gyorgy [20] értek el eredményeket. Konvex testek kiulénbozs
dimenzids ponthalmazokkal torténé megvilagitasat vizsgaltadk olyan
feltételek mellett, melyek a testtsl relative tavol l1évs
halmazokat (azaz azokat, melyek a test nagy részet képesek
megvilagitani) buntették. A sikbeli esetben megmutattak, hogy
tetszéleges konvex halmaz O-dimenzids megvilagitasi paramétere
legfeljebb 6, egyenlsség pedig csak az affin szabalyos hatszog
esetén all fenn, az 1-dimenzids megvilagitasi paraméter pedig
legfeljebb 3,056. Becsléseket adtak a d-dimenzids kocka,
keresztpolitop és gomb k-dimenzids megvilagitasi paramétereire,
valamint bizonyos (d,k) parok esetén megadtdk a megvilagitasi
paraméterek pontos értékeit. Ugyancsak ehhez a témakdrhoz
kapcsolddnak Bezdek Karoly és Kiss Gyorgy rontgenszamokkal
kapcsolatos még nem publikalt eredményei. Az allandd szélességu
testek rontgenszamaira sikerult jJo becsléseket adniuk kuloénbozé
dimenziodkban.

Boroczky Karoly, ifj. Boroczky Karoly és Wintsche Gergely [25] a
3-dimenziods euklidészi térben gémbhéjakba irt poliédereket
vizsgaltak. A sikon a Hajos-lemma leirja azokat a konvex
sokszogeket, melyek tartalmaznak egy 1 sugaru kort, minden csucsuk
legaldbb r>1 tavolsagra van ennek a kornek a kdzéppontjatol és a
teriletuk minimalis. A lemma altal megadott minimalis teruletd
sokszogek térbeli altalanositéasai olyan poliéderek, melyek
tartalmaznak egy 1 sugaru gombot, minden csucsuk legalabb r>1
tavolsagra van ennek a gombnek a kozéppontjatol és térfogatuk
minimalis. Az els8 két szerzs a [26] cikkben megmutatta, hogy
megfelels r érték esetén a szabalyos oktaéder, illetve ikozaéder
szolgaltatja a megoldast. A [25] cikkben olyan r értékeket
vizsgaltak, melyek koézel vannak 1-hez. Az ilyen vékony gombhéjba
irt minimalis térfogatu poliéderrsl megmutattdk, hogy egy tipikus
lapja kozel szabalyos haromszog. Ugyansk és C. Schitt [24] a



vékony gombhéjba irt extremalis poliédereket a d-dimenzids
euklidészi térben vizsgaltak. Meghataroztak, hogy ezek a
poliéderek mennyire koézelitik az egyseggomb térfogatat és
felszinét a dimenzid fuggvényében.

A 2-dimenzids diszkrét izoperimetrikus egyenlétlenség szerint
adott keriuletd, rogzitett oldalszaml sokszogek kozul a szabalyos
n-szog terulete a legnagyobb. Ezt altalanositotta Csikods Balazs,
Langi Zsolt és Naszodi Marton [28] olyan euklidészi, hiperbolikus
illetve gombi “sokszdgekre” melyek oldalai &llandd gorbiletd ivek.
Megmutattak, hogy az i1gy definialt sokszogek kozul is a
szabalyosak a maximalis teriuletiek (adott oldalszam és rogzitett
kertlet esetén), de a gombon léteznek olyan optimalis szabalyos
sokszogek is, amelyek nem konvexek.

Bezdek Karoly és Pach Janos 20 évvel ezelstt fogalmazta meg azt a
sejtést, mely szerint a d-dimenzidos euklidészi térben egy adott
konvex testnek legfeljebb 2~d homotetikus példanya helyezhets el
ugy, hogy azok paronként érintsék egymast. A korabban bizonyitott
legjobb felss korlat 3~d volt. Naszodi Martonnak [30] sikerult ezt
jelentésen megjavitania, megmutatta, hogy a korlat legfeljebb
2M(d+1). A cikk megjelenése utan sikerult némileg még tovabb
javitania a korlatot, ezt az eredményt egyelsre még nem publikalta.



