MONTON LEKEPEZESEK FIXPONTJAI 2.
BESSENYEI MIHALY ES PENZES EVELIN

KI1vONAT. A fraktdlokat szokds leképezéscsalddok invaridns halmazainak tekinteni. Hutchinson
nevezetes fraktaltétele is ezt veszi alapul, mivel ez az értelmezés kaput nyit a fixponttételek modsze-
rei el6tt. Célunk Hutchinson eredeti megkozelitésének egyszertsitett formédban torténd bemutatésa.
Az egyszeriisitést a Knaster—Tarski-féle fixponttétel élesitett valtozata biztositja.

1. BEVEZETES

A fraktdl mindannyiunk szdmadra jol ismert kifejezés. Tulzas nélkiil allithatjuk, hogy a fraktalok
mindeniitt jelen vannak [2], hiszen taldlkozhatunk veliik fizikai, kémiai, biolégiai folyamatokban,
sOt a milivészetben vagy a természetben is. Ek6zben magat a pontos definicit a titokzatossag ho-
malya Ovezi, részben azért, mert a matematikai szakirodalomban sincs egységes, mindenki szama-
ra elfogadott fraktdlfogalom. Vannak, akik a tortdimenziés halmazokat tekintik fraktdlnak. Maga
az elnevezés a latin ‘fragmentus’, azaz ,toredezett” szobodl ered, és Mandelbrot, a fraktdlok atyja
szintén ezt a definiciét hasznalta [8].

Egy masik elterjedt értelmezés az dnhasonldsig tulajdonsagdbdl indul ki. Tekintsiik példaul a
jol ismert Cantor-halmazt! Ehhez gy jutunk, hogy a [0, 1] intervallum k6zépsS nyilt harmadat
eltavolitjuk, majd a keletkezd két intervallum kozépsé nyilt harmadat hagyjuk el. Ezt az eljarast
ismételjiik, minden 1épésben a meglévd zart intervallumok kozEépsd nyilt harmadét torolve:

Végezetiil, az egyes 1€pésekben kapott halmazok kozos részét véve, kapjuk a Cantor-halmazt.
Megmutathat6, hogy e k6zos rész nem {ires, s6t kontinuum szdmossagu.

Azonnal lathat6, hogy a Cantor-halmaz 6nhasonld, hiszen a harmadéra zsugoritott képe és ennek
2/3-dal vett eltoltja visszaadja az eredeti halmazt. Masképpen fogalmazva, a Cantor-halmaz eleget
tesz az aldbbi invariancia egyenletnek:

1 1 2
€] 0_30U<30+3>.
Természetesen az iires halmaz vagy a valds szdmok halmaza is teljesiti ezt az invarianciat. Azon-
ban a Cantor-halmaz az egyetlen olyan nem iires megoldds, amely korlatos és zart. (Egy valds
részhalmaz zdrt, ha a komplementer minden pontja egy, a pontot tartalmazé nyilt intervallummal
egyiitt tartozik a komplementerhez.)
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2 BESSENYEI MIHALY ES PENZES EVELIN

A Cantor-halmaz 6nhasonlésdgi tulajdonsagat szem eldtt tartva, bevezethetjiik az invariancia
absztrakt fogalmat. Azt mondjuk, hogy az f egy megengedett leképezés az X nem iires halmazon,
ha szokdsos értelemben vett f: X — X fiiggvény, vagy létezik olyan Ay C X halmaz, hogy
minden A C X esetén f(A) = Ag. Legyen .# = {fi,..., fin} egy megengedett leképezéscsalad.
A H C X halmaz .%-invaridns, ha kielégiti a H = F'(H) egyenletet, ahol az F' invariancia
operdtor az alabbi médon adott:

2) F(H) = fo(H) == fi(H)U--- U fu(H).

Itt a H halmaz f: X — X fliggvény dltali képét a szokdsos f(H) := {f(z) | x € H} mddon
értelmezziik. Nyilvanvald, hogy a Cantor-halmaz .% -invarians halmaz, ha az .# leképezéscsalad a
kordbban latott két zsugoritast tartalmazza.

Tegyiik fel, hogy az alaptér a valés szamok halmaza, vagy az euklideszi sik, vagy az euklideszi
tér, és tekintsiink ezen egy véges .7 leképezéscsaladot. Azt mondjuk, hogy egy H részhalmaz
F -fraktdl, ha nem iires, korlatos, zart, és .# -invarians. Egy alaptérbeli halmaz zartsagat tovabbra
is ugy értelmezziik, hogy a komplementer minden pontja egy, a pontot tartalmazé nyilt interval-
lummal vagy nyilt korlemezzel vagy nyilt gdmbbel egyiitt tartozik a komplementerhez. A bevezetd
példahoz flzott megjegyzést ezek szerint ugy is fogalmazhatjuk, hogy a Cantor-halmaz az egyetlen
fraktdl, amely az (1) egyenletet teljesiti.

A fraktdlelmélet alaptétele, Hutchinson hires eredménye [5] valdjdban a fraktdlok egyértelmii
1étezésére vonatkozo egyszeri elegendé feltétel: Kicsinyitések barmely véges % csalddja megha-
tdroz pontosan egy . -fraktdlt. Megjegyezziik, hogy Hutchinson tétele ennél joval dltaldnosabb
formdban érvényes, de olyan fogalmakra tdmaszkodik, melyek messze tilmutatnak cikkiink ke-
retein. Azonban még ebbdl az egyszerisitett valtozatbdl is konnyen levezethetd a Cantor-halmaz
fraktal tulajdonsdga. Hutchinson bizonyitdsa a fixponttételek modszerén alapul. A H = F(H)
invariancia egyenlet egyértelmi fraktidl megoldasdnak létezése azzal egyenértékd, hogy az F' leké-
pezésnek 1étezik egyértelm fixpontja a nem iires, korlédtos, zart halmazok kérében. Ehhez szamos
mély analizisbeli eszkoz sziikséges, példdul Banach hires fixponttétele [1]. A kontrakcids elvként
kozismert eredmény nemcsak a 1étezés és egyértelmiiség kérdését valaszolja meg, hanem iteracids
eljarast is ad a fraktdl tetsz6leges pontossagu kozelitésére.

Ha a fraktdlelmélet alaptételét a megfogalmazas szintjén sem tudjuk htien tolmacsolni, akkor
természetesen a bizonyitds ismertetésérdl is le kell mondanunk a sziikséges elméleti hattér hidny4-
ban. Mégis foltett szandékunk, hogy Hutchinson miivészi értékli megkozelitésébdl legalabb egy
kis izelitdt adunk. A merész vallalkozashoz szintén a P. 329 jelli pontversenyen kiviili probléma,
a Knaster—Tarski-féle fixponttétel [7] nytjt kapaszkod6t. A Banach-féle fixponttételt ezzel helyet-
tesitve kideriil, hogy az (2) egyenletnek léfezik megolddsa. Az egyértelmiiség helyett csupdn egy
gyengébb allitast tudunk megmutatni, nevezetesen, hogy a megoldasok kozott van egy legszitkebb
megoldds. Végezetiil, a Banach-féle iteraciét a Kantorovics-félével [6] kicserélve, eljdrds nyerhetd
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a legszilikebb megoldas eldallitasara. Jelen cikk a [3] dolgozat egyszerdsitett valtozata.

2. LEKEPEZESCSALADOK INVARIANS HALMAZAI

Ahogy azt kordbban lattuk [4], a Knaster—Tarski-féle fixponttétel szerint minden monoton leké-
pezésnek létezik fixpontja. Els6ként ennek az allitdsnak egy élesitését igazoljuk. Folidézziik, hogy
egy leképezés monoton, ha megdrzi a halmazelméleti tartalmazast.

Tétel. Bdarmely monoton leképezésnek létezik legsziikebb fixpontja.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F': 2 (X) — Z(X) egy monoton leképezés. Emlékeztetiink arra,
hogy a Knaster—Tarski fixponttételhez az el6z0 cikkiinkben k6zolt bizonyitasban a

Hy=(|{H CX|F(H)CH}

halmaz fixpont tulajdonsdgét igazoltuk. Ha most H tetszdleges fixpont, akkor F'(H) C H szintén
fonnall. Igy H, C H a fenti definici6 értelmében. Azaz, H, minden mds fixpontnak része, ami
pontosan a kivént allit4st adja. 0

A tovabbiakban a (2) invariancia operdtor néhany egyszer(, de hasznos tulajdonsagat foglaljuk
ossze. Nyilvanvald, hogy A C Besetén f(A) C f(B) is fonndll, ha f tetsz6leges megengedett
leképezés. Innen lathatjuk, hogy az invariancia operdtor monoton. Konnyen ellendrizhetd az is,
hogy barmely f megengedett leképezésre

f(AUB) = f(A) U f(B).
Ezt folhasznélva kapjuk, hogy az invariancia operdtor folcserélhetd a halmazelméleti egyesités
miiveletével. Haszndlni fogjuk még az invariancia operator iterativ hatvdnyait, melyeket rekurzio-
val értelmeziink: F'(H) := F(H), tovabbd F"*'(H) := F(F"(H)), ahol H C X tetszSleges. A
pozitiv egész szamok halmazara az N jelolést alkalmazzuk.

F6 eredményiink a Hutchinson-féle alaptétel ,,struktiramentes” megfeleldje. A fraktdlok geo-
metriai tulajdonségai (korldtossag és zartsag) sajnos nem igazolhatdk a rendelkezésiinkre 4ll6 esz-
kozokkel. Cserében az alkalmazott modszerek nem 1épik tdl a naiv halmazelmélet kereteit, mikoz-
ben hiien tiikkr6zik Hutchinson fixpontos szemléleti megkozelitését.

Tétel. Ha . megengedett fiiggvények egy véges csalddja egy nem iires halmazon, akkor létezik
legsziikebb .7 -invaridns halmaz, amely az aldbbi alakban dllithato eld:

3) Lo=J F"(®).
neN
Bizonyitds. Legyen % = {f1,..., fm} adott fiiggvénycsaldd az X nem iires halmazon. Mivel

az invariancia operator monoton, ezért 1étezik legsziikebb H fixpontja. A monotonitds és a nyil-
vanval6 () C H, tartalmazds miatt F'()) C F(Hy) = H, kovetkezik, hiszen H, fixpont. Ezt a
gondolatmenetet teljes indukciéval kombindlva kapjuk, hogy F" () C Hy minden n € N esetén
teljesiil. Igy,

U F(0) € H,,

neN
azaz Ly C H, adodik. Most azt igazoljuk, hogy L, fixpontja az invariancia operatornak. Ezut-
tal a ) C F(() tartalmazasbol kiindulva de az elgbbi gondolatmenetet hasznédlva kapjuk, hogy
F™(@) C F™*1(0) han € N. Vagyis, { F"(0)) | n € N} egy b6viils halmazcsaldd. Az egyszertiség
kedvéért vezessiik be az L,, = F™(()) jelolést! Az egyesités fiiggvényhatdssal val6 kapcsolatat és
az egyesités felcserélhetdségi tulajdonsagét szem eldtt tartva,

FUF®) = Un(U L) = UU ) = J U ()
=JF (L) = FEm @)= o = Fo.

Itt az utolsé 1€pésben azért lehetséges a kitevd csokkentése, mert béviilé halmazrendszert egye-
sitiink. Megallapithatjuk tehat, hogy F'(Ly) = Lo, ami pontosan a kivant fixpont tulajdonség.
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Azonban H a legsziikebb fixpont, ezért Hy C L. Mivel kordbban a forditott irdnyu tartalmazast

mar beléttuk, ezért 6sszességében Hy = Lj adddik. L]
Példaként tekintsiik a { ] 9
H=—H (—H —)
10 N 10 * 10 {0}

invariancia egyenletet! A fonti tétel értelmében ennek 1étezik legsziikebb megoldasa, melyet a (3)
alakban éllithatunk el6. Hogyan kaphatjuk meg ezt az el64allitast? Els6ként teljes indukcidval azt
igazoljuk, hogy
FrH(9) = {O,xl...xn | 1, € {0;9}, k = 1,...,n}

teljesiil minden n € Nj esetén. Azonnal ldthatjuk, hogy F()) = {0}, vagyis az éllitds igaz, ha
n = 0. Tegyiik fel, hogy F"*1(()) a fenti alakban adott. Ennek minden elemét 10-zel osztva majd
0-val és 9/10-del eltolva kapjuk F""2(() elemeit. Ha tehdtegy 0, z; . . . x,, alakd elembd] indulunk
ki, akkor ez az eljaras egy 0,0x; ..., ésegy 0,9z, ...z, elemet eredményez. Vagyis, F""2(()
olyan (n + 1) hosszdsdgu tizedes torteket tartalmaz, melyek 0 vagy 9 szdmjegyekbdl dllnak. Ezzel
az allitast bebizonyitottuk. Ebbdl azonnal kapjuk, hogy a keresett egyesitési halmaz, vagyis a
legsziikebb fixpont

Ho={0,z1...2, | 2, € {0;9}, k=1,...,n; n € N}.

Erdemes megjegyezni, hogy a H, legsziikebb invaridns halmaz nem iires, és megszamlalhatéan
végtelen szamossagu.

A Cantor-halmazt definidlé egyenlet nagyfoku hasonlésdgot mutat a példabeli invarianciaegyen-
lettel. Az eredeti formaban ennek az iires halmaz a legsziikebb megolddsa. Ha azonban (1) jobb
oldalét egyesitjilk a {0} halmazzal, az iires halmaz mar nem megoldés, mikdzben a most bemu-
tatott modszer ugyanigy alkalmazhat6. Végeredményképpen a Cantor-halmaz egy valddi, meg-
szamldlhat6an végtelen részhalmazat kapjuk. Mivel ezt a legsziikebb invaridns halmazt triadikus
tortek irjak le, melyek targyaldsa nem célunk, ezért vélasztottuk inkdbb a fonti példat.

A fixponttételek elmélete nem csupén a fraktalelméletben jut kulcsszerephez. Szamos meglep6
alkalmazdasaval taldlkozhatunk a klasszikus és modern analizisben, a geometridban, s6t a jatékel-
méletben vagy az algebraban. A téma irant érdekl6d6knek ajanljuk Shapiro konyvét [9].
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