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1. A publikaciék rovid ismertetése

Az OTKA jelentésben mellékelt publikacios jegyzékben taldlhato
munkakrol itt csak rovid ismertetést adunk, mivel azokban tgyis nagy
részletességgel szerepelnek a kozlésre szant eredmények. Részletesebben
kivanunk majd foglalkozni olyan munkékkal, amelyek konyvekben, vagy
folyodiratcikkekben csak érint6legesen szerepelnek. Ilyenek példaul a ku-
tatas soran folytatott sikeres projektek, fejlesztett szoftverek, illetve el-
ért vilagrekordok.

Megjegyezziik még, hogy a kutatdsi tervben kiemelt harom terii-
let, nevezetesen primszamtesztek, szitamodszerek, dltalanositott
szamrendszerek, szorosan Osszefiigg, amit a nagy primszamok utani
hajszaban jol nyomon kovethetiink. Ahhoz, hogy eredményesen keres-
siink nagy primszamokat, illetve primkombinaciokat, mint példaul k
hossztisdgti Cunningham-lancok, Sophie Germain, vagy ikerp-
rimek, elGszor "szitalni" kell, amely az eratosztenészi szitan alapuld
nagy mennyiségi primszam elGallitasara utal, illetve az ugynevezett al-
talanos szita eljarasra, amely soran kisztrjiik egy intervallumbol azon
szamokat, amelyeknek biztosan van egy adott hatarnal kisebb primosz-
toja. A szitdlas utdn mar csak a maradék szamokra (kandidatusok)
kell elvégezniink a primszdmteszteket. Manapsag a gyakorlati életben
a leggyorsabbnak szamitanak az tigynevezett elliptikus gérbés prim-
tesztek, amelyek egyuttal jol példazzak a fent emlitett harom kutatési
teriilet Osszefonodasat, hiszen az altalanositott szdmrendszerek vizsgala-
tanak része kvadratikus testek algebrai egészeinek vizsgalata. Felmeriil
a kérdés, hogy mi koze ezeknek a primteszteléshez. Tekintsiik tehat az
Atkin-tesztet. Itt az alapgondolat az, hogy primteszteléskor elGszor



nem az elliptikus gorbét valasztjuk ki, hanem a rendjét. Ezt egy képze-
tes kvadratikus test algebrai egészei segitségével tessziik. Ha ezek kozt
talalunk olyan v-t, amelyre | v |*= n, akkor érdemes olyan m szammal
kisérletezni, amelyre m =| v & 1 |, azért, mert ha van ilyen és megfe-
lel6 modon faktorizalni is lehet, akkor a megfelels E(Z/nZ) elliptikus
gorbe viszonylag konnyen megtalalhato. Megfelel6 alatt azt értjiik, hogy
a csoport rendje m, azaz | E(Z/nZ) |= m. A felhasznalt kvadratikus
testben nem mindegy, hogy hogyan vélasztjuk meg az tgynevezett D
alapdiszkriminanst, mivel D negativ egésznek rendelkeznie kell a kévet-
kez6 tulajdonsagokkal: D = 0 (mod 4), vagy D = 1 (mod 4), minden
k > 1 egészre D/k* nem alapdiszkriminans, D < —7. Adott n esetén és
a hozza megtalalt D értékkel kiszamithatjuk az tgynevezett Hilbert-
polinomot, amelynek tetszéleges (mod n) vett gyokének segitségével
megadhatunk két elliptikus gorbét, amelyek rendje m =| v +1 |2.

Bui Minh Phong kutatasai elméleti jellegtiek, aritmetikai fiiggvények
jellemzése bizonyos tulajdonsagaik alapjan. Az OTKA palyazat elmult
négy évében sajat eredményein kiviil M. V. Subbarao, I. Katai, 1. Joo,
C. Spiro és J. M. DeKonnick e témakorre vonatkozé néhany eredményét
altalanositotta és javitotta. Az elméleti eredményeinek eléréséhez szami-
togépes segitségre is sziikség volt, amelyben jol hasznosithatoak voltak
a kutatocsoport altal fejlesztett gyors aritmetikai rutinok. Gondolha-
tunk itt a paros és paratlan Goldbach sejtésre, amelyek igaz voltdnak
ellenGrzése bizonyos hatérig egyenlGre csak szamitogéppel lehetséges.

Katai Imre professzor kutatasai f6leg az analitikus szamelmélettel
kapcsolatosak. Az elmilt négy évben szamos publikicioja kiiziil tobbek
kozt a g-additiv fiiggvényekkel, az Euler-féle p-fiigvény k-adik iteraltja-
val és additiv fiiggvények eloszlasaival foglalkozo cikkei kapcsolodnak
OTKA péalyazatunk téméjahoz. Kifimomult modszereit és technikait
eredményesen tudtuk felhasznalni szamitogépes szamelméleti vizsgala-
tokban is.

Annak, hogy az els6 latasra kiilonbozének tiinGé kutatasi teriiletek
mégis Osszhangban vannak, j6 példaja a 2006 decemberében Vietnam-
ban tartott szamelméleti konferencia, ahol harom kutatonk (Bui Minh
Phong, Farkas Gabor és Katai Imre) az OTKA palyazat jovoltabol részt-
vehetett és nagysikerii eladasokat tarthatott sajat témajaban.

2. Projektleirasok



A szamitogépes szamelmélet célja az elméleti kutatasok mellett az
is, hogy ezeket felhasznalja szoftverek fejlesztésére, tokéletesitésére. Va-
lamint forditva, komputeres tdmogatast nytjtani matematikai vizsgala-
tokhoz. Szamitogépes projektjeink alapjat egy olyan gyors aritmetikai
programcsomat képezi, amely fejlesztését Jarai Antal kezdte évekkel ez-
el6tt. Itt olyan rutinokra kell gondolnunk, amelyek segitségével kedve-
z6bb futéasi id6t érhetiink el bizonyos nagy szamitasigényii és pontossagi
programfuttatasoknal. Célunk tehat egyrészt az, hogy mar jol ismert al-
goritmusokat gy implementaljunk, hogy sokkal hatékonyabb szoftvert
kapjunk, masrészt, hogy 1j algoritmusokat talaljunk ki, azaz kicsit me-
rész szOhasznalattal élve, "elméleti iton" gyorsitsuk fel a programokat.

Az elmult években kutatasaink fokuszaban, a kutatasi terviinknek
megfelelGen, a primszamok alltak, kiilos tekintettel az igynevezett prim-
kombinaciokra. Az ikerprimekkel kapcsolatban mind a mai napig sok
nyitott probléma van, gondoljunk csak arra a tényre, hogy még azt sem
tudjuk bizonyitani, hogy végtelen sok van bel6liik. Azt tudjuk, hogy
az ikerprimek reciprokosszege konvergal az tgynevezett Brun kons-
tanshoz, amelynek minél pontosabb meghatarozasa szintén kihivasnak
szamit a szamitogépes szamelmeéletben.

Egy p pozitiv primszam Sophie Germain prim, ha 2p + 1 is prim. £
hosszusagu elséfaji Cunningham lancrol beszéliink olyan k& darab prim-
bél all6 sorozat esetén, ahol minden szdm az el6z6 kétszerese plusz egy,
méasodfaju ldncot kapunk, ha az elébbi sorozatban plusz egy helyett
minusz egyet vesziink. A Sophie Germain primekkel példaul a kriptog-
rafidban talalkozhatunk. Tekintsiink példaul egy RSA nyilvanos kulcs
kriptografiai algoritmust, ahol p és ¢ paratlan primek, n = pq, tovabba
e relativ prim ¢(n)-hez. Ekkor a p és ¢ legoptimélisabb valsztésa, ha 6k
ugynevezett dupla Sophie Garmain primek, valamint e primitiv gyok
(mod p — 1) és (mod ¢q — 1). Ugy is fogalmazhattunk volna p és ¢ vé-
lasztasanal, hogy legyen mindketts egy-egy 3 hossziségu els6faju Cun-
ningham lanc kezdé eleme.

Els¢ primszamkeresé projektiinket 2005 nyaran folytattuk. Célunk
az volt, hogy bizonyitandé a fent emlitett gyors aritmetikai rutinok
"erejét", relative rovid id6 alatt megtalaljuk a vilag legnagyobb ismert
ikerprimjét, vagy Sophie Germain primjét. Els6 lépésként vilasztanunk
kellett egy pozitiv egészekbdl 4llo intervallumot (H halmaz), amely ele-
meinek segitségével egy megfelelGen nagy szamokbol allo sorozatot ge-
neraltunk. Ennek a sorozatnak az elemei kozott kerestiik a primkombi-



nacidkat. Az intervallumunkat természetesen tgy kellett valasztanunk,
hogy ne legyen til hosszt, mert az noveli a program futasidejét, de tul
rovid sem lehetett, mert ez lecsokkenti annak valdszintiségéz, hogy tar-
talmaz a sorozat iker, vagy Sophie Germain primet. Az optimaélis hosszat
a Bateman—Horn sejtés segitségével tudtuk megbecsiilni, gy hogy
munkank sikere nem a szerencsén mulott és belefértiink az amugy sziikre

szabott CPU idgbe.

Bateman—Horn sejtés. Legyenek fi(x), fo(x),. .., fs(x) egész egyiitt-
hatds irreducible polinomok pozitiv féegyiitthatéval. Ha w(r) jeldli azon
1 < n < r egészek szamdt, amelyekre fi(n), fa(n), ..., fs(n) egyszerre
prim, akkor
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ahol w(p) jeloli az

fi(z) - fs(x) =0 (mod p)
kongruencia x megolddsainak a szdmdt.

Fenti, 1962-ben publikalt, sejtés ugyan a mai napig bizonyitatlan,
de a gyakorlati életben nagyon jol hasznosithato. Végiil 233 egész sza-
mot hasznaltunk fel a H halmaz létrehozasdhoz, amelyekbdl az tgyne-
vezett "harmas szita" modszerrel probaltuk kisztirni azokat, amelyek a
kovetkezd harom polinom valamelyikébe helyettesitve biztosan Gsszetett
szamot eredményeznek.

filz) =(ho+c-x)-2°—1,
fo(z) = (ho +c-x)-2°+1,

f3(x) = (hg +c-x) 271 — 1.

A hy, c,e paramétereket gy valasztottuk, hogy egy H-beli elemet he-
lyettesitve koriilbeliil 51780 jegyii szamot kapjunk, amely 1j vildgcesu-
csot jelentett gy iker, mint Sophie Germain primeknél. A harmas szita



lényege, hogy egyszerre szitalunk mindkét tipusi kombinaciora. Igy a
szitalds tOmorité hatasa nagyobb lesz, de marad esélyiink a sikeres ke-
resésre. A szitalas folyamata egy bizonyos ponttol kezve jol parhuzamo-
sithato, igy tobb processzoron egyidejiileg futhat. Ehhez mi az Amster-
damban (Hollandia) talalhato SARA kozpont szuperszamitogépét ve-
hettiik igénybe. Mivel a szitdlashoz egyre nagyobb primeket haszna-
lunk, egy id6 utan mar ez az eljaras nem hatékony. Ekkor kévetkezik a
H halmaz maradék elemeinek, az igynevezett kandidatusoknak a prim-
tesztje, pontosabban az altaluk generalt szamoké. Ekkor valosziniiségi
tesztet végeztiink, amely futédsa gyorsabb, mint az egzakt teszté. Ez a
miivelet mar nem igényel nagy teljesitményi gépeket és nagy operativ
memoériat, igy hasznalhattuk az egyetemi gridet. Az egzakt teszt futta-
tasara haromszor két alkalommal volt sziikség, hiszen végiil két ikerprim
part illetve egy Sophie Germain primet talaltunk. Tehé&t sorrendben a
kovetkezd vilagrekordokat jegyeztiik:

A legnagyobb ismert ikerprim par:
16869987339975 - 2171960 4 1.

51779 szamjegy.
A legnagyobb ismert Sophie Germain prim:

137211941292195 - 2171960 _ 1

51780 szamjegy.
A legnagyobb ismert ikerprim par:

100314512544015 - 2171960 4 1

51780 szamjegy.

3. Kiegészités a gazdasagi jelentéshez

Az OTKA pélyazat pénziigyi zardjelentéséhez annyi kiegészitést sze-
retnénk fiizni, hogy a koltségtervtdl torténd jelentdsebb eltérés nincs. Az
utolsé évben jelentkezik egy olyan mértékd eltérés, amely nem haladja
meg az OsszkoOltségvetés 0,6 szazalékat, tehat elenyészd, rdaadésul nem
tulkoltésrsl van szd, csak atcsoportositasrol. Megjegyezziik, hogy erre



a jelentéktelen valtoztatasra is igen nyomos indokunk volt. A tervek
szerint harom kutatonk (Kéatai Imre, Bui Minh Phong és Farkas Géa-
bor) 2006 decemberében Hanoiban vettek volna részt egy szamelméleti
konferencian. Azonban a nagy érdeklédésre valo tekintettel tovabbi elGa-
dasok tartasara kérték fel Gket a Saigoni egyetemen. Annak érdekében,
hogy eleget tegyenek a felkéréseknek meghosszabbitottuk utazasukat,
igy a napidij keretet atléptiik kb 50 ezer forinttal, amely Osszeg az uta-
zasi keretbdl fedezhets. Mivel a konferencia a zar6 év december végén
volt, el6re nem volt idénk az OTKA irodatol keretatcsoportositast kérni.
Osszegezve, ennek a minimalis tranzakcionak koszénhetGen tovabbi ki-
valo lehetGséghez jutottunk eredményeink nemzetkozi publikidlasaban,
amely remélhetéleg javara valik a magyar tudoméanyos életnek és igy
osszhangban van az OTKA szellemiségével.



