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Zárójelentés a "Számítógépes számelmélet"
c. OTKA pályázathoz

Témavezet®: Járai Antal
OTKA szám: T0 43657

1. A publikációk rövid ismertetése

Az OTKA jelentésben mellékelt publikációs jegyzékben található
munkákról itt csak rövid ismertetést adunk, mivel azokban úgyis nagy
részletességgel szerepelnek a közlésre szánt eredmények. Részletesebben
kívánunk majd foglalkozni olyan munkákkal, amelyek könyvekben, vagy
folyóiratcikkekben csak érint®legesen szerepelnek. Ilyenek például a ku-
tatás során folytatott sikeres projektek, fejlesztett szoftverek, illetve el-
ért világrekordok.

Megjegyezzük még, hogy a kutatási tervben kiemelt három terü-
let, nevezetesen prímszámtesztek, szitamódszerek, általánosított
számrendszerek, szorosan összefügg, amit a nagy prímszámok utáni
hajszában jól nyomon követhetünk. Ahhoz, hogy eredményesen keres-
sünk nagy prímszámokat, illetve prímkombinációkat, mint például k
hosszúságú Cunningham-láncok, Sophie Germain, vagy ikerp-
rímek, el®ször "szitálni" kell, amely az eratosztenészi szitán alapuló
nagy mennyiség¶ prímszám el®állítására utal, illetve az úgynevezett ál-
talános szita eljárásra, amely során kisz¶rjük egy intervallumból azon
számokat, amelyeknek biztosan van egy adott határnál kisebb prímosz-
tója. A szitálás után már csak a maradék számokra (kandidátusok)
kell elvégeznünk a prímszámteszteket. Manapság a gyakorlati életben
a leggyorsabbnak számítanak az úgynevezett elliptikus görbés prím-
tesztek, amelyek egyúttal jól példázzák a fent említett három kutatási
terület összefonódását, hiszen az általánosított számrendszerek vizsgála-
tának része kvadratikus testek algebrai egészeinek vizsgálata. Felmerül
a kérdés, hogy mi köze ezeknek a prímteszteléshez. Tekintsük tehát az
Atkin-tesztet. Itt az alapgondolat az, hogy prímteszteléskor el®ször
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nem az elliptikus görbét választjuk ki, hanem a rendjét. Ezt egy képze-
tes kvadratikus test algebrai egészei segítségével tesszük. Ha ezek közt
találunk olyan ν-t, amelyre | ν |2= n, akkor érdemes olyan m számmal
kísérletezni, amelyre m =| ν ± 1 |2, azért, mert ha van ilyen és megfe-
lel® módon faktorizálni is lehet, akkor a megfelel® E(Z/nZ) elliptikus
görbe viszonylag könnyen megtalálható. Megfelel® alatt azt értjük, hogy
a csoport rendje m, azaz | E(Z/nZ) |= m. A felhasznált kvadratikus
testben nem mindegy, hogy hogyan választjuk meg az úgynevezett D
alapdiszkriminánst, mivel D negatív egésznek rendelkeznie kell a követ-
kez® tulajdonságokkal: D ≡ 0 (mod 4), vagy D ≡ 1 (mod 4), minden
k > 1 egészre D/k2 nem alapdiszkrimináns, D < −7. Adott n esetén és
a hozzá megtalált D értékkel kiszámíthatjuk az úgynevezett Hilbert-
polinomot, amelynek tetsz®leges (mod n) vett gyökének segítségével
megadhatunk két elliptikus görbét, amelyek rendje m =| ν ± 1 |2.

Bui Minh Phong kutatásai elméleti jelleg¶ek, aritmetikai függvények
jellemzése bizonyos tulajdonságaik alapján. Az OTKA pályázat elmúlt
négy évében saját eredményein kívül M. V. Subbarao, I. Kátai, I. Joó,
C. Spiro és J. M. DeKonnick e témakörre vonatkozó néhány eredményét
általánosította és javította. Az elméleti eredményeinek eléréséhez számí-
tógépes segítségre is szükség volt, amelyben jól hasznosíthatóak voltak
a kutatócsoport által fejlesztett gyors aritmetikai rutinok. Gondolha-
tunk itt a páros és páratlan Goldbach sejtésre, amelyek igaz voltának
ellen®rzése bizonyos határig egyenl®re csak számítógéppel lehetséges.

Kátai Imre professzor kutatásai f®leg az analitikus számelmélettel
kapcsolatosak. Az elmúlt négy évben számos publikációja küzül többek
közt a q-additív függvényekkel, az Euler-féle ϕ-fügvény k-adik iteráltjá-
val és additív függvények eloszlásaival foglalkozó cikkei kapcsolódnak
OTKA pályázatunk témájához. Ki�momult módszereit és technikáit
eredményesen tudtuk felhasználni számítógépes számelméleti vizsgála-
tokban is.

Annak, hogy az els® látásra különböz®nek t¶n® kutatási területek
mégis összhangban vannak, jó példája a 2006 decemberében Vietnam-
ban tartott számelméleti konferencia, ahol három kutatónk (Bui Minh
Phong, Farkas Gábor és Kátai Imre) az OTKA pályázat jóvoltából részt-
vehetett és nagysiker¶ el®adásokat tarthatott saját témájában.

2. Projektleírások
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A számítógépes számelmélet célja az elméleti kutatások mellett az
is, hogy ezeket felhasználja szoftverek fejlesztésére, tökéletesítésére. Va-
lamint fordítva, komputeres támogatást nyújtani matematikai vizsgála-
tokhoz. Számítógépes projektjeink alapját egy olyan gyors aritmetikai
programcsomat képezi, amely fejlesztését Járai Antal kezdte évekkel ez-
el®tt. Itt olyan rutinokra kell gondolnunk, amelyek segítségével kedve-
z®bb futási id®t érhetünk el bizonyos nagy számításigény¶ és pontosságú
programfuttatásoknál. Célunk tehát egyrészt az, hogy már jól ismert al-
goritmusokat úgy implementáljunk, hogy sokkal hatékonyabb szoftvert
kapjunk, másrészt, hogy új algoritmusokat találjunk ki, azaz kicsit me-
rész szóhasználattal élve, "elméleti úton" gyorsítsuk fel a programokat.

Az elmúlt években kutatásaink fókuszában, a kutatási tervünknek
megfelel®en, a prímszámok álltak, külös tekintettel az úgynevezett prím-
kombinációkra. Az ikerprímekkel kapcsolatban mind a mai napig sok
nyitott probléma van, gondoljunk csak arra a tényre, hogy még azt sem
tudjuk bizonyítani, hogy végtelen sok van bel®lük. Azt tudjuk, hogy
az ikerprímek reciprokösszege konvergál az úgynevezett Brun kons-
tanshoz, amelynek minél pontosabb meghatározása szintén kihívásnak
számít a számítógépes számelméletben.

Egy p pozitív prímszám Sophie Germain prím, ha 2p + 1 is prím. k
hosszúságú els®fajú Cunningham láncról beszélünk olyan k darab prím-
b®l álló sorozat esetén, ahol minden szám az el®z® kétszerese plusz egy,
másodfajú láncot kapunk, ha az el®bbi sorozatban plusz egy helyett
mínusz egyet veszünk. A Sophie Germain prímekkel például a kriptog-
rá�ában találkozhatunk. Tekintsünk például egy RSA nyilvános kulcsú
kriptográ�ai algoritmust, ahol p és q páratlan prímek, n = pq, továbbá
e relatív prím ϕ(n)-hez. Ekkor a p és q legoptimálisabb válsztása, ha ®k
úgynevezett dupla Sophie Garmain prímek, valamint e primitív gyök
(mod p − 1) és (mod q − 1). Úgy is fogalmazhattunk volna p és q vá-
lasztásánál, hogy legyen mindkett® egy-egy 3 hosszúságú els®fajú Cun-
ningham lánc kezd® eleme.

Els® prímszámkeres® projektünket 2005 nyarán folytattuk. Célunk
az volt, hogy bizonyítandó a fent említett gyors aritmetikai rutinok
"erejét", relatíve rövid id® alatt megtaláljuk a világ legnagyobb ismert
ikerprímjét, vagy Sophie Germain prímjét. Els® lépésként választanunk
kellett egy pozitív egészekb®l álló intervallumot (H halmaz), amely ele-
meinek segítségével egy megfelel®en nagy számokból álló sorozatot ge-
neráltunk. Ennek a sorozatnak az elemei között kerestük a prímkombi-
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nációkat. Az intervallumunkat természetesen úgy kellett választanunk,
hogy ne legyen túl hosszú, mert az növeli a program futásidejét, de túl
rövid sem lehetett, mert ez lecsökkenti annak valószín¶ségéz, hogy tar-
talmaz a sorozat iker, vagy Sophie Germain prímet. Az optimális hosszat
a Bateman�Horn sejtés segítségével tudtuk megbecsülni, úgy hogy
munkánk sikere nem a szerencsén múlott és belefértünk az amúgy sz¶kre
szabott CPU id®be.

Bateman�Horn sejtés. Legyenek f1(x), f2(x), . . . , fs(x) egész együtt-
hatós irreducible polinomok pozitív f®együtthatóval. Ha π(r) jelöli azon
1 < n < r egészek számát, amelyekre f1(n), f2(n), . . . , fs(n) egyszerre
prím, akkor

π(r) ≈ Cf1,...,fs ·
1

deg(f1(x)) · · · deg(fs(x))
·

r∑
n=2

1

(ln(n))s
,

ahol
Cf1,...,fs =

∏
p∈P

(
1− w(p)

p

)
·
(

1− 1

p

)−s

,

ahol w(p) jelöli az

f1(x) · · · fs(x) ≡ 0 (mod p)

kongruencia x megoldásainak a számát.

Fenti, 1962-ben publikált, sejtés ugyan a mai napig bizonyítatlan,
de a gyakorlati életben nagyon jól hasznosítható. Végül 233 egész szá-
mot használtunk fel a H halmaz létrehozásához, amelyekb®l az úgyne-
vezett "hármas szita" módszerrel próbáltuk kisz¶rni azokat, amelyek a
következ® három polinom valamelyikébe helyettesítve biztosan összetett
számot eredményeznek.

f1(x) = (h0 + c · x) · 2e − 1,

f2(x) = (h0 + c · x) · 2e + 1,

f3(x) = (h0 + c · x) · 2e+1 − 1.

A h0, c, e paramétereket úgy választottuk, hogy egy H-beli elemet he-
lyettesítve körülbelül 51780 jegy¶ számot kapjunk, amely új világcsú-
csot jelentett úgy iker, mint Sophie Germain prímeknél. A hármas szita
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lényege, hogy egyszerre szitálunk mindkét típusú kombinációra. Így a
szitálás tömörít® hatása nagyobb lesz, de marad esélyünk a sikeres ke-
resésre. A szitálás folyamata egy bizonyos ponttól kezve jól párhuzamo-
sítható, így több processzoron egyidej¶leg futhat. Ehhez mi az Amster-
damban (Hollandia) található SARA központ szuperszámítógépét ve-
hettük igénybe. Mivel a szitáláshoz egyre nagyobb prímeket haszná-
lunk, egy id® után már ez az eljárás nem hatékony. Ekkor következik a
H halmaz maradék elemeinek, az úgynevezett kandidátusoknak a prím-
tesztje, pontosabban az általuk generált számoké. Ekkor valószín¶ségi
tesztet végeztünk, amely futása gyorsabb, mint az egzakt teszté. Ez a
m¶velet már nem igényel nagy teljesítmény¶ gépeket és nagy operatív
memóriát, így használhattuk az egyetemi gridet. Az egzakt teszt futta-
tására háromszor két alkalommal volt szükség, hiszen végül két ikerprím
párt illetve egy Sophie Germain prímet találtunk. Tehát sorrendben a
következ® világrekordokat jegyeztük:
A legnagyobb ismert ikerprím pár:

16869987339975 · 2171960 ± 1,

51779 számjegy.
A legnagyobb ismert Sophie Germain prím:

137211941292195 · 2171960 − 1,

51780 számjegy.
A legnagyobb ismert ikerprím pár:

100314512544015 · 2171960 ± 1,

51780 számjegy.

3. Kiegészítés a gazdasági jelentéshez

Az OTKA pályázat pénzügyi zárójelentéséhez annyi kiegészítést sze-
retnénk f¶zni, hogy a költségtervt®l történ® jelent®sebb eltérés nincs. Az
utolsó évben jelentkezik egy olyan mérték¶ eltérés, amely nem haladja
meg az összköltségvetés 0,6 százalékát, tehát elenyész®, ráadásul nem
túlköltésr®l van szó, csak átcsoportosításról. Megjegyezzük, hogy erre
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a jelentéktelen változtatásra is igen nyomós indokunk volt. A tervek
szerint három kutatónk (Kátai Imre, Bui Minh Phong és Farkas Gá-
bor) 2006 decemberében Hanoiban vettek volna részt egy számelméleti
konferencián. Azonban a nagy érdekl®désre való tekintettel további el®a-
dások tartására kérték fel ®ket a Saigoni egyetemen. Annak érdekében,
hogy eleget tegyenek a felkéréseknek meghosszabbítottuk utazásukat,
így a napidíj keretet átléptük kb 50 ezer forinttal, amely összeg az uta-
zási keretb®l fedezhet®. Mivel a konferencia a záró év december végén
volt, el®re nem volt id®nk az OTKA irodától keretátcsoportosítást kérni.
Összegezve, ennek a minimális tranzakciónak köszönhet®en további ki-
váló lehet®séghez jutottunk eredményeink nemzetközi publikálásában,
amely remélhet®leg javára válik a magyar tudományos életnek és így
összhangban van az OTKA szellemiségével.


