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OSSZEFOGLALO. Vannak olyan, csak szabalyos sokszoglapok 4ltal hatdrolt konvex
nemuniform poliéderek, melyek nem modellezhet6k euklidészi tipusu szerkesztéssel
(a korzdével és vonalzoval torténd sikbeli szerkesztés 3-dimenzids analogonjaval).
Dinamikus geometriai modszerek alkalmazasaval azonban tetszéleges pontossaggal
modellezhetok ezek a poliéderek: minden ilyen poliéderhez megszerkeszthetd egy
olyan paraméteres, szamitogépes poliédermodell, amely egy egyparaméteres
poliédercsalad modellje, és egy bizonyos paraméterérték esetén az adott, szabalyos
sokszoglapokkal hatarolt poliéderrel egyezik meg, valamint a paraméterérték a
sziikséges pontossaggal beallithatdé tgy, hogy a hozza tartozd virtualis modell
tetsz6leges eldirt mértékben kozelitse a kivant poliédert.

ABSTRACT. There are convex nonuniform polyhedra bounded only by regular
polygonal faces that can not be modeled by a Euclidean construction (using the 3-
dimensional analogue of a ruler and compass planar construction). However, using
methods of dynamic geometry, it can be achieved that such a polyhedron is modeled
within arbitrary accuracy: for each such polyhedron, a computer model of a
parametric polyhedron can be constructed as the result of Euclidean construction
steps, that is the model of a single-parameter polyhedron family, and it is congruent
to the given polyhedron for a specific parameter value, having only regular polygonal
faces, and the parameter value can be adjusted until it is necessary to achieve the
required accuracy of the virtual model for the given polyhedron.

1. Bevezetés

A 3-dimenziés alakzatok szamitégépes modellezésekor lehetéség van geometriai
modszerek hasznalatara — ekkor egyszerli alakzatokbol kiindulva készitlink dsszetett modellt,
uj alakzatok vagy segédalakzatok segitségével (pl. szerkesztdéegyenesek, szakaszok, korok,
sikok, sokszoglapok, gdombok felhasznalasaval), és geometriai transzformaciok (pl. forgatas,
eltolés, tiikrozés) alkalmazéasaval. Ez elegansabb mddszer, mint a masik, amikor matematikai
szamitasokkal eldallitott pontkoordinatdk alapjan visziink fel térbeli pontokat, és azokra
illeszkedd alakzatokat készitiink (pl. egy poliéder modellje eképp is elkészithetd).

A geometriai modellezési modszerek eloénye, hogy a modellezett alakzat bizonyos
tulajdonsagait nem kell kiilon ellendrizni, mert a konstrukciobol kovetkeznek: egyes esetekben
példaul egy test szimmetridit felhasznalva forgatasokkal és tiikrozésekkel készithetd el a modell
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egy része, ezért a szimmetria igazoldsahoz nem kellenek tovabbi szadmitdsok. A valodi
modellezést is szimulalhatjuk geometriai modszerekkel: példaul amikor egy poliéder feliiletét,
vagy annak egy részét a sikba kiteritett laphalojabol, lapok felhajtasaval készitjiik el, akkor ez
ugy modellezhetd geometriai mddszerekkel, hogy egy-egy lapot forgatunk ez masik lappal
ko6z06s €le mentén, és gyakran még a forgatas szoge is megszerkeszthetd (1d. az 1. abrat).

1. abra. Szabalyos dodekaéder egyik csticsanal talalkozé otszoglapok elkészitése forgatasokkal

Szoftverekkel a 3-dimenzios térbeli geometriai szerkesztések tobbnyire csak euklidészi
tipusu térbeli szerkesztésekként (a korzovel €s vonalzoval torténd sikbeli szerkesztések
3-dimenzios analogonjaként) végezhetdk el, sikokkal, gdmbokkel, térbeli egyenesekkel, térbeli
korokkel dolgozva, vagy olyan parancsokat alkalmazva, amelyek esetén a szerkesztés ilyen
térelemekre vezethetd vissza (pl. sokszoglapokat, szakaszokat, koriveket is bemeneti
térelemként elfogadd parancsok esetén).

Ezért, ha a szerkesztési miiveleteink csak az elézéleg megszerkesztett alakzatokon
alapulnak, akkor pontosan olyan koordinataju pontok szerkeszthetok meg ilyen modszerekkel,
mint a szokasos sikbeli, korzével és vonalzoval torténd szerkesztésekkor. Ennek
kovetkezménye, hogy ha egy poliéder euklidészi szerkesztése lehetséges, akkor a poliéder
barmely két csucsanak a tavolsaga, és barmely két lapszogének a koszinusza olyan valds szdm
kell, hogy legyen, melyet a racionalis szamok feletti masodrendii testbdvitések véges sokszori
egymas utdn alkalmazdsaval kapunk meg. Ezért példaul egy ilyen mennyiséghez tartozo
racionalis egylitthatés minimalpolinom fokszdma 2 pozitiv hatvanya kell, hogy legyen (ez
sziilkséges, de nem elégséges feltétel a szerkeszthetdségre), 1d. a 2. fejezetet a
szerkeszthetdségre vonatkozo tovabbi részletekért.

A szabalyos testek mind szerkeszthetOk, az arkhimédészi, félig szabalyos testek (1d. [2],
[3]) kozott azonban mar taldlhatok nem szerkeszthetd testek: a pisze kocka és a pisze
dodekaéder. A Johnson-poliéderek olyan konvex poliéderek, melyeknek minden lapjuk
szabalyos sokszog, de csucsaiknal nem ,.egyformak” (igy mondjuk, hogy ,nem uniform
poliéderek™), azaz van legalabb két olyan csucsuk, melyekre nem talalhaté a térnek olyan
egybevagdsaga, mely az egyik csucsot atviszi a masikba, mikdzben a poliédert 6nmagéba
képezi le. A 92 Johnson-poliéder koziil 85 konnyen szerkeszthetd (Id. [1], [8], [10]). Van
azonban 7 olyan Johnson-poliéder, amely nem szerkeszthetd (vagy valosziniileg nem
szerkeszthetd), ezek a J84-J90 sorszamu poliéderek, 1d. a 3. fejezetet tovabbi részletekert.

A dinamikus geometriai szoftverek sajatossaga, hogy bizonyos fajta paraméteres
modellezés is megvalosithatd veliik, pl. szakaszon vagy koron valtoztathatjuk egy vagy tobb
pont helyét, vagy egy (esetleg tobb) olyan paramétert vezethetlink be, amelynek értékeit véges
intervallumban, adott 1épéskozzel valtoztathatjuk, €és az ilyen paraméter(ek) értékének
megvaltoztatasakor egy adott szerkesztési eljarasban a végeredmény is értelemszertien frissiil
¢s modosul. Ezaltal lehetdségiink van arra, hogy ne kelljen Gjra és Gjra elvégezni ugyanazt a
szerkesztési eljarast kiilonb6z0 bemeneti paraméterekre, amig a szerkesztés végeredménye
valamely kivanalmaknak meg nem felel, hanem a bemeneti paraméter(ek) valtoztatasaval
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kikisérletezhetd, hogy milyen paraméterértékekre lesz az eredmény elég kozel a
kivanalmakhoz.

A J84-J90 Johnson-poliéderek modellezése soran olyan eljarasokat fogunk tudni megadni
a 4. és 5. fejezetekben, amelyek mindegyike egyetlen, de az adott poliédertdl fliggden
kivalasztott geometriai jelentésii paraméteren alapul.

A tovabbiakban feltessziik (hacsak valahol konkrétan masképp nem irjuk), hogy a
modellezni kivant poliéder ¢élei egységnyi hosssziak (igy egyszeriibben irhatdo le a
modellezésiink). Egy lapszog lesz a paraméter mindegyik vizsgalt poliéder esetén, és egy olyan
poliédermodellt készitiink el térbeli euklidészi szerkesztéssel (felhasznalva a paraméter aktualis
értekét), amelynek a laphaldja megegyezik az adott poliéderével, és néhany éle, ill. lapja
kivételével az ¢lei ill. a lapjai egybevagodak az adott poliéderen hozzajuk tartozé élekkel, ill.
lapokkal, azaz csak egyetlen vagy esetleg néhany éle nem lesz egységnyi hosszu, és elég sok
lapja szabalyos sokszog lesz.

A paraméter valtoztatdsakor a poliédermodell alakja folytonosan deformalédik. Ha a
modelliinket ugy képzeljiik, hogy a mindvégig szabalyos sokszoglapok merev lemezek, melyek
a szomszédos lemezekhez csukldsan kapcsolodnak a kdzos élek mentén, akkor ennek a csuklos
szerkezetnek egy egyparaméteres mozgasat kapjuk a paraméter valtoztatasakor. Egy bizonyos
¢lhosszat figyeliink majd, lesz amikor az egységnél kisebb, és lesz, amikor egységnél nagyobb
lesz a hossza. Folytonossagi meggondolasok alapjan valahol fel kell, hogy vegye az egységnyi
hosszlsagot, és intervallumfelezéssel be tudjuk ugy allitani a paraméter értékét, hogy a kérdéses
¢lhossz egy hibahatarnal kozelebb legyen az egységhez (a szoftveres korlatokat is figyelembe
véve, a valosagban persze nem tudunk barmekkora pontossagot elérni). Ekkor a
poliédermodelliink minden ¢éle a hibahatarnal kozelebb lesz az egységhez, és igy jo kozelitése
lesz a modellezni kivant Johnson-poliédernek.

Végiil megmutatjuk, hogy a pisze kocka és pisze dodekaéder arkhimédészi testek esetében
is lehetséges hasonl6 konstrukcio, csak akkor a paraméteres modellben a nagyfoku szimmetria
miatt elég sok ¢l nem lesz végig egységnyi hosszll a paraméter dsszes lehetséges értékére,
hanem kétféle élhossz lesz, egységnyi €lhossz és egy masik €lhossz, amelyik érteke valtozik a
paraméter valtoztatasakor

2. Szerkeszthetdség a 3-dimenzios térben

A 3-dimenzids euklidészi tér sikokra és gombokre épiild szerkesztései a sikbeli, korzdvel
¢és vonalzoval torténd szerkesztések 3D analogonjai. Feltessziik, hogy kezdetben adott legalabb
négy olyan pont, amelyek nincsenek egy sikon. A térbeli szerkesztési alaplépések: egy
egyenesre nem illeszkedd harom pontra illeszthetiink egy sikot; valamint adott ponttal, mint
kozépponttal rendelkezd, és egy adott masik ponton, mint feliileti ponton athaladé gémbat
rajzolhatunk (gémbon itt gdmbfeliiletet értiink); tovabba harom térelem (sikok vagy gdmbok)
esetén a metszéspontjaik is megszerkeszthetok, amennyiben véges sok pontban metszik
egymast (és nem érintdk). A tobbi, sikokra, gdmbokre, egyenesekre és korokre épiild térbeli
szerkesztési 1€pés (pl. adott sikkal parhuzamos sik, vagy adott egyenesre merdleges sik
szerkesztése, megszerkesztett sikokon torténd egyenesekkel és korokkel torténd szerkesztési
1épések) mind visszavezethetok a szerkesztési alaplépésekre. A geometriai transzformaciok is
visszavezethetOk szerkesztési alaplépésekre, ha nem engedjik meg akarmilyen bemeneti
paraméter megadasat (pl. akarmekkora forgatasi szoget), hanem csak szerkeszthetd
mennyiségeket.

Ha csak a térbeli szerkesztési alaplépéseket vizsgaljuk, akkor a harom térelem (sikok vagy
gdmbdok) metszéspontjainak a keresése visszavezethetd egy egyvaltozos, legfeljebb méasodfoku
egyenlet megoldasara. Masrészt, 3 pont altal kifeszitett sik egyenletének a meghatadrozasdhoz
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linearis egyenletrendszert kell megoldani, valamint adott kozépponta és felszini ponta gémb
implicit egyenletének a felirdsa még egyszerlibb, igy ezekhez a szdmitasokhoz elégséges a 4
alapmiivelet hasznalata.

Emiatt ezekre az euklideszi tipusu térbeli szerkesztésekre is igaz (ugyanugy, mint a sikbeli
euklideszi szerkesztésekre), hogy pontosan azok a pontok szerkeszthetOk meg, melyek
koordinatai a szerkesztés kezdetén adott pontok koordinatainak véges sok, egymasra épiild
masodrendi testbdvités alkalmazasaval kaphatok meg. Praktikusan ez azt jelenti, hogy minden
koordinata kifejezhetd a 4 alapmiivelet és négyzetgyokvonasok véges sokszori alkalmazasaval.

Masik lehetdség az elobbiek igazolasara, ha a Monge-féle két képsikos dbrazolast tekintjiik,
amelyet az abrazold geometriaban eldszeretettel alkalmaznak — ebben sik egy egyenesre nem
illeszkedé harom pontjaval, gomb vetiileteivel (korok), egyenes vetiileteivel, kor leghosszabb
¢s legrovidebb vetiiletli atfogoival van dbrazolva (1d. [4]). Ebben az 4dbrazolasi rendszerben a
két képsikon szokasos (korzével €és vonalzoval torténd) sikbeli szerkesztésekként végezhetok
el a térbeli szerkesztési alaplépések: pl. két sik és egy gdmb metszéspontjai nem masok, mint a
két sik metszésvonaldnak (amely egy egyenes) egy gombbel vett metszéspontjai, amelynek
szerkesztése jol ismert az abrazold geometriaban. Mivel a két képsik a 3-dimenzios tér két
koordinatasikjara vett merdleges vetiilete, ezért az azokban felhasznalt pontok a 3-dimenzids
pontok harom koordinatajabol két koordinata meghagyasaval keletkezett pontok, igy tényleg
ugyanazok a mennyiségek szerkeszthetok meg sikon korzdvel és vonalzdval, mint a térbeli
euklideszi szerkesztések soran.

Ha csak az orig6 és a tengelykereszt egységpontjai (azaz a koordinatatengelyeken pozitiv
iranyban egységnyi tavolsagra levé pontok) adottak kezdetben, akkor az eldbbiekbdl
kovetkezik, hogy minden megszerkeszthetd pont mindegyik koordinétdja racionalis szamokat,
a 4 alapmiveletet és négyzetgyokvonasokat tartalmazé képletekkel kell, hogy leirhato legyen
(elnevezés az ilyen szdmra: ,szerkeszthetd szam”). A szerkesztheté szdmok olyan valds
szamok, melyek minimalpolinomja 2% foku valamely k pozitiv egész szamra, 1d. [6], [9]. (Az
r valos szdm minimalpolinomja az a legkisebb fokszamu egész egylitthatos polinom, melynek
az r szam a gyoke.) Forditva ez nem feltétleniil igaz, azaz, ha egy r valds szam
minimalpolinomja 2% fokti valamely k pozitiv egész szdmra, akkor 7 még nem feltétleniil
szerkeszthetd. Negyedfokli minimalpolinom esetén annak a kobos rezolvense (amely egy
harmadfoku polinom) kiszdmithato, és ez alapjan eldonthetd, hogy r szerkeszthetd szam, vagy
sem. Magasabb kett6hatvany fokszamu f minimalpolinomra mar csak annyit tudunk, hogy r
pontosan akkor szerkeszthetd, ha Gal(f: Q) = 2k, valamely k pozitiv egész szamra, ahol
Gal(f: Q) a Galois-csoportja az f egész egyiitthatos, a racionalis szamok halmaza felett
irreducibilis polinomnak, Id. [6].

Megjegyezziik, hogy a dinamikus geometriai szoftverekben lehet néhany rajzol6 parancs,
amely elfogad olyan bemeneti paramétert is, amelyet begépelve nem szerkeszthetd pontot
tudunk konstrualni (pl. forgatni barmilyen szogértékkel lehet bizonyos szoftverekben), vagy
akar olyan parancs is, amellyel nem szerkeszthetd alakzatot hozhatunk létre (pl. szabalyos
sokszoget akarmilyen csucsszdmmal is létrehozhatunk).

A dinamikus geometriai moddszerek alkalmazdsa soran, amikor paraméteres
poliédermodellt készitiink az adott poliéder kozelitésére, ligyelni kell arra, hogy a megfeleld
paraméterérték konnyen beallithat6 legyen, elvileg tetszdleges pontossaggal. Erre az egyetlen
paraméter hasznalata biztositja az idedlis lehetdséget, mivel ha a modellben vizsgalt, valtozo
¢lhossz hosszabb és rovidebb is lehet az egységnél, akkor folytonossagi meggondolas alapjan
a modell vizsgalt élhossza felveszi valamely paraméterértékre az egységnyi hosszasagot, és
ilyenkor intervallumfelezd eljarassal tetszOleges pontossaggal megkaphatjuk ezt a
paraméterérteket.
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2. abra. Pisze kocka modellezése kocka lapjainak Kkifelé torténo eltolasaval és forgatasaval

Azonban egynél tobb paraméter hasznélata esetén mar nem ilyen egyszerli a helyzet. A pisze
kocka esete mutatja ezt: azt tgy is lehet modellezni, hogy egy kocka mindegyik lapjat a
testkdozéppontbol a lapkdzéppontra allitott merdleges félegyenes iranyaban kifelé toljuk
egységesen ugyanakkora tavolsaggal, és e merdleges félegyenesek, mint tengelyek koriil
ugyananakkora szoggel el is forgatjuk az eltolt lapokat (ugyanolyan iranyitassal). Megfeleld
eltolasi tavolsag, és megfeleld forgatasi szog esetén a keletkezett 6 transzformalt négyzetlap
konvex burka a pisze kocka, amelyet a négyzetlapokon kiviil csupa szabalyos haromszoglap
hatarol (1d. a 2. abrat). De a két paraméternek (forgatasi szog, eltolasi tavolsag) az értékét jol
kitalalni, megkozeliteni eléggé nehézkes, és az sem latszik rogton, hogy léteznek olyan
paraméterértékek, amikor minden haromszoglap szabalyos. Tehat kedvezdbb csupan egyetlen
paraméter hasznalatara szoritkozni (Id. az 5. fejezet végén a pisze kocka egyparaméteres
modellezésének leirasat).

3. Johnson-poliéderek

Szabalyos testek azok a konvex poliéderek, melyeknek lapjai egybevagd szabalyos
sokszogek, és csucsai ,,egyformak” (azaz egy csucsat at tudjuk vinni barmelyik masik cstcsaba
olyan egybevagosagi transzformdacioval, amely a poliédert Oonmagaba képezi le). Az
arkhimédészi testek ennek altalanositisai, ezeknél nem koveteljiik meg, hogy egybevagok
legyenek a lapok, kiilonb6z6 oldalszamu szabalyos sokszogek is lehetnek (a szabalyos
sokszoglapokbol allo egyenes hasabok ¢€s antiprizmak végtelen elemszamu csaladjait nem
szokés az arkhimédészi testek kozé sorolni), 1d. [2], [3]. A szabalyos testek és arkhimédészi
testek, szabalyos prizmak, szabalyos antiprizmak egyiitt alkotjak a konvex uniform
poliédereket, melyeknek barmely két cstcsukhoz talalhato a térnek olyan egybevagosaga,
amelyik az egyik csticsot atviszi a masikba, mikdzben a poliédert onmagaba képezi le, 1d. [1].

A Johnson-poliéderek azok a konvex nemuniform poliéderek, melyeknek minden lapjuk
szabalyos sokszog (1d. [1], [8], [10]). Hasonlésag erejéig S5 szabalyos test létezik, 13
arkhimédészi test van, és 92 Johnson-poliéder (ezek J1-J92 sorszamokkal ellatottak a
szakirodalomban, a konnyebb hivatkozas végett).

A szabdlyos testek, és két kivétellel az arkhimédészi testek is modellezheték euklidészi
szerkesztéssel (és persze a szabalyos sokszogoldalakkal rendelkezd egyenes hasabok, és az
antiprizmak is). A két kivétel a pisze kocka és a pisze dodekaéder.

A legtobb Johnson-poliéder eldallithatd arkhimédészi testekbdl, hasabokbol és
antiprizmakbdl geometriai alapmiiveletekkel (csucsok altal meghatarozott sikkal valo szelés,
kozos lap mentén egyesités). A kivételek az tn. elemi Johnson-poliéderek, amelyek a J84-J92
poliéderek. Ezeket szokés a Johnson-poliéderek koronaékszereinek is nevezni, mivel sokkal
kiilonlegesebb az alakjuk a tobbinél. Ezek koziil is a J84-86 és J88-J90 Johnson-poliéderek (6
darab) az igazén érdekesek szamunkra, mivel a J87 megkaphatd a J86 poliéderbdl, ha gulat
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allitunk az egyik négyzetlapjara, a J91 ¢és] 92 poliéderek pedig az ikozidodekaéder
(arkhimédészi test) megfeleld feliiletdarabjainak felhasznalasaval konnyen megszerkeszthetok.

A J84-]J86 ¢és a J88-J90 poliéderek, valamint a pisze kocka €s a pisze dodekaéder esetén,
azok 2 ¢lhosszt megadasakor (ahogy ez a szakirodalomban talalhatd) vannak olyan csticsparok,
melyek tdvolsaga olyan, a 4 alapmiiveletet €s esetleg gyokvonast tartalmazé képlettel adhato
meg, amely tartalmazza egy legalabb harmadfoku, a racionalis szamok testje felett irreducibilis
polinom gyokét is, a racionalis szamok mellett, melyet nem lehet kiejteni a képletbdl ekvivalens
atalakitasokkal (1d. [2], [3]). Azokban az esetekben, amikor ennek a polinomnak fokszama nem
kettOhatvany, akkor rogton adodik, hogy a poliéder nem szerkeszthet6 (1d. [1]), amikor azonban
kett6hatvany (ez a J86 és J88 poliéderek esetén all fenn), akkor tovabbi meggondolasok
sziikségesek ahhoz, hogy belassuk ezeknek a tavolsagoknak a nemszerkeszthetoségét, és igy a
hozzajuk tartoz6 poliédereknek is a nemszerkeszthetdségét. A J86 Johnson-poliéder esetében
talalhato két olyan csucs, melynek tavolsaga egy negyedfoka p(x) polinom r; gyokének a
kétszerese, és p(x) kobos rezolvensét vizsgalva kijon, hogy annak nincs racionalis gyoke, ezért
r; nem szerkeszthetd (1d. [8], [9], [10]). A J88 Johnson-poliéder esetében pedig talalhato két
olyan csucs, melynek tavolsaga egy 16-odfoku q(x) polinom r, gyokének a négyszerese,
amelyrol sejthetd, hogy nincs szerkeszthetd gyoke (mar csak azért is valdszinl ez, mert ha
ilyesmi ismert lenne, akkor a szakirodalomban gyokds képletekkel adnak meg a J88 poliéder
csucsainak a koordinatait, de jelenleg nem ez a helyzet), am a szerz6 jelenleg nem tudja igazolni
a nemszerkeszthet6séget, igy a J88 Johnson-poliéder nemszerkeszthetdségét csak sejti (1d. [6],

[8], [10).

4. A Sphenocorona (J86) modellezése

Ebben a fejezetben leirjuk a J86 poliéder szamitégépes modellezésének a 1épéseit. A két
szomszédos egységnyi ¢élhosszu négyzetlap hajlasszogét valasztjuk a modell a paraméterének.
Megszerkesztiink egy fiiggéleges helyzetli egységnyi élhosszi négyzetet, és azt a felsé 4,4,
¢le, mint tengely koriil elforgatjuk mindkét iranyba a/2 nagysagi szoggel. A By, 44, Cq
csucsok a két négyzetlap unidjanak egyik felén helyezkednek el.

3. abra. A sphenocorona (J86) szerkesztése

4. abra. Sphenocorona (J86)
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Szerkessziik meg azt a D; csucsot, amely egységnyi tavolsagra van ettdl a harom csticstol. Ez
harom egységgdémb metszéspontja lesz (az a metszéspont a két lehetdség koziil, amelyik a
konvex poliéder csucsa lehet). Mivel tipikusan nincs harom alakzat metszéspontjara parancs a
dinamikus geometriai szoftverekben, el6szor két gdbmb metszésvonalat, azaz egy korvonalat
készitsiink, majd azt messiik el a harmadik gombbel (egy masik alternativa, hogy egy masik
godmbpar metszésvonalat — ami szintugy kor — is elkészitjiik, és a két kdrvonal metszéspontjai
kozil valasztjuk ki a megfeleld D; pontot). A B,, A,, C, atellenes csicsharmashoz hasonldan
szerkessziik meg a D, cstcsot. Ezutan a B,, B, D; csucsharmashoz szerkessziik meg azt az E;
csucsot, amely egységnyi tavolsagra van ett6l a harom csucstol, végil a Dy, A4, A4,
csticsharmashoz szerkessziik meg az ezektdl a csucsoktol rendre egységnyi tavolsagra levo F;
csucsot. Ezzel elkésziilt a poliédermodell 10 cstcsa. Az egyes csticsok szerkesztésekor sziikség
esetén az a paraméter értékén (amely a két négyzetlap altal bezart sz6g) modositanunk kell,
hogy a harom gomb metszete ne legyen iires halmaz (azaz két gdomb metszésvonala — ami kor
— belemessen a harmadik gombbe). A két lehetséges metszéspont koziil mindig azt kell
kivalasztanunk a poliéder csucspontjanak, amelyik biztositja azt, hogy konvex poliédert
kapjunk. A szerkesztés menete a 3. abran kdvethetd végig, ahol a D; csucs kétféleképp torténd
szerkesztését illusztraltuk, valamint a poliéder csticsainak a szerkesztésbeli jeldlésekkel torténd
felcimkézése lathato. A J86 poliédert pedig a 4. abra illusztralja.

A csucsok szerkesztése kozben, akar az egyes csucsok elkésziilte utan rogton elkészithetjiik
az ezekre illeszkedé olyan haromszoglapokat, melyeknek az Osszes csiicsa mar meg-
szerkesztett. A poliédermodelliink mindegyik éle egységnyi hosszisagu, kivéve az E; F; élt, és
igy a modell mindegyik haromszdglapja szabalyos hdromszog, kivéve a D, E;F; és D,E 1 F;
haromszoglapokat.

Ugy is felfoghatjuk ezt a modellt, hogy nem egy egész poliéderfeliiletet tekintiink, hanem a
D,E F, és D,E,F; lapokat és az E;F; élt kivessziikk a modell poliéderfeliiletébdl: ekkor a
virtualis modelliink megfelel egy olyan valosagos modellnek, amelyben a két négyzetlap és a
maradék tiz haromszoglap merev lemezek, és a kozos éleiknél csuklosan csatlakoznak
egymashoz. Ennek a csuklos szerkezetnek a konvexitas feltétele melletti lehetséges mozgasait
adja a paraméteres modelliink.

Az a paraméter értékének valtoztatdsakor a modell alakja valtozik, méghozza ugy, hogy
amikor a értéke novekszik, akkor az E;F; élhossz is novekszik (a értéke persze csak egy
bizonyos intervallumon beliil valtozhat, hogy a korabban szerkesztett csucspontok, melyek
rendre harom gdmb metszéspontjai, 1étezzenek). Mivel van olyan a paraméterérték, melyre az
E.F; élhossz egységnél rovidebb, €s van olyan a paraméterérték is, melyre az E;F; €lhossz
egységnél hosszabb, ezért folytonossagi meggondolasok alapjan kell, hogy legyen (egyetlen)
olyan a paraméterérték, melyre E;F; élhossza pontosan egységnyi. gy a értékének egy jo
kozelitését megkereshetjiik intervallumfelezési eljarassal ugy, hogy az E;F; élhossz az
egységtol legfeljebb adott hibakorlaton beliil essen, persze a szoftveres korlatokat is figyelembe
véve.

A paraméteres poliédermodellt GeoGebraval és Cabri 3D szoftverrel is elkészitettiik (Id.
[5], [7]). Mindkét szoftvernél meg lehetett mérni az E;F; élhosszt nagy pontossaggal. Az a
sz0g értékét GeoGebra esetében cstuszkaval vettiik fel, ahol a [épéskoz befolyasolta az egérrel
torténd grafikus paraméterbedllitds finomsagat, de parancssorban barmilyen paraméterértéket
fel lehetett vinni, igy az intervallumfelezésnél nagy pontossagot (14 tizedesjegynyit) lehetett
elérni nem tul sok 1épésben. A Cabri 3D szoftver esetében egy koriven mozgd pont befolyasolta
a sz0g nagysagat, itt 2 tizedesjegynyi pontossagot lehetett elérni.
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5. Tovabbi nemszerkeszthet6 Johnson-poliéderek modellezése

Ebben a fejezetben vazlatosan ismertetjiik a J84, J85, J87, J89, J90 nemszerkeszthetd
Johnson-poliéderek szamitogépes modellezésének menetét, valamint a J89 Johnson poliéder
(amely valosziniileg nem szerkeszthetd, amint azt a 3. fejezetben részleteztiik) szamitogépes
modellezésének a menetét is. Ezeket a modelleket is GeoGebraval és Cabri 3D szoftverrel
készitettiik el (1d. [5], [7]).

A kibdvitett sphenocorona (J87) modellje (1d. 5. abrat) gy késziil, hogy a sphenocorona
(J86) poliédermodell egyik négyzetlapjat 4 darab szabalyos haromszoglappal kicseréljiik tigy,
hogy konvex poliédert kapjunk (szemléletesen: egy négyzet alapti szabalyos gulaval
kiegészitjiik a J86 poliéder modelljét).

5. abra. Kibévitett sphenocorona (J87) egy nézete, és pisze disphenoid (J84) két nézete

Egy konvex poliéder két élét antipodalisnak (mas szoéval ,,atellenesnek™) nevezziik, ha
1étezik két olyan parhuzamos sik, melyek kdzrezarjak a poliédert, a belsejébe nem metszenek
bele, és a két élbdl egyet-egyet a parhuzamos sikpar kiilonb6z6 elemei tartalmaznak.

A pisze disphenoid (J84) paraméteres modelljében két szomszédos egységnyi €lhossza
szabalyos haromszoglap ( A;A,B; és A;A,C; ) hajlasszogét valasztjuk a modell «
paraméterének. A modellben a két hdromszoglap k6zos A1 A4, éle lesz az egyik olyan €1, amely
4 fokszamu cstcsokat kot 0ssze (azaz 4-4 €l fut dssze az él végpontjaiban). A tobbi csucsot
(amelyek a Dy, D,, E;, F; pontok) gombharmasok metszéspontjaiként szerkeszthetjiik meg, a
J86 poliéder modelljének ugyanilyen jel6lésti csticsaihoz hasonloan. Ebben a modellben az élek
koziil egyediil az A, A, éllel atellenes E; F; €l hossza valtozd. Az 5. dbran két nézete is lathato
a J84 poliédernek (a csticsok felcimkézése helyett a lapok szinkddolasat valasztottuk: sarga,
rozsaszin, kék sorrendben készithetdk el a lapok az ujabb és Gjabb csucsok megszerkesztése
utan, a végén a zold lapok kozrezart élének hossza fligg az a paramétertdl, azt kell beallitani
megfelelden a J84 Johnson-poliéder modelljének elkészitéséhez). A soron kovetkezd Johnson-
poliéderek abrainal is hasonl6 szinkddolast hasznaltunk.

A sphenomegacorona (J88) paraméteres modellje nagyon hasonlon késziil a J86
poliéderéhez: a két szomszédos egys€gnyi élhosszi négyzetlap hajlasszogét valasztjuk a modell
a paraméterének. A B, A4, C; és By, A,, C, csticsok ugyaniigy a négyzetlapok csucsai, €sD, D,
ugyazon gombharmasok metszéspontjai. A B;,D;,C;, és By, D,, C, csucsokhoz tartozd
gombharmasok metszéspontjai legyenek E; ¢és E,. A D;,By,B,, és D;,Cy, C, csucsokhoz
tartozo gomb-harmasok metszéspontjai legyenek F; €s G;. Az €lek koziil egyediil az A, A, éllel
atellenes F; G; ¢l hossza valtozd a modellben.
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6 abra. Sphenomegacorona (J88) két nézete, és hebesphenomegacorona (J89) két nézete

A hebesphenomegacorona (J89) paraméteres modelljében harom egységnyi ¢lhosszu
négyzetlap csatlakozik egymashoz, a kozépsovel zarjon be a két sz¢€ls6é a szoget. A tobbi csucs
megfeleld6 gdbmbharmasok metszéspontjaként allithato eld. Az élek koziil egyediil a kozépso
négyzetlappal parhuzamos, négyzetlapokra nem illeszkedd €l hossza véltozé a modellben.

7. abra. Pisze négyzetes antiprizma (J85) harom nézete

A pisze négyzetes antiprizma (J85) modelljében egy egységnyi élhoszu négyzetlapjaval
a szoget zarjon be a hozza k6zos éllel csatlakoz6 4 darab szabalyos haromszoglap mindegyike.
A tobbi cstcs megfeleldé gombharmasok metszéspontjaként allithatd el6. Az atellenes
négyzetlap csucsai keriilnek utoljara megszerkesztésre, e négyzetlap oldalhossza valtozo, a
tobbi €l egységnyi hosszll a modellben.

ik

8. abra. Disphenocingulum (J90) harom nézete

A disphenocingulum (J90) két, egységnyi hosszl négyzetlap-parja a szoget zarjon be, majd
a két négyzetlap mindegyikéhez csatlakoz6 élek atellenes csticsai keriiljenek megszerkesztésre,
végiil ezt a két kiilonallo részt ugy toljuk el a kozos szimmetriatengelylik irdnyaban, hogy a
négyzetlapokra illeszkedo és a két részt 6sszekotd (a 8. abran kék) haromszdgek szabalyosak
legyenek. Ekkor marad 4 egyenld hosszl ¢l a modellben, amely valtozo hosszu.

Végezetiil megjegyezziik, hogy a pisze kocka és pisze dodekaéder arkhimédészi testek gy
modellezheték egy paraméteres modellel, hogy adott forgatasi szog esetén megszerkeszthetd
az az eltolasi tavolsag, hogy az eltolt, majd elforgatott négyzet- ill. dtszdglapokat egyenld
hosszlisagu élek kossek Ossze (ennek megszerkesztéséhez az egyik elforgatott lap élének
felezomerdleges sikjat kell elmetszeni egy szomszédos elforgatott lap megfeleld csucséara
illesztett eltolasi vektor iranyu egyenessel).
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10. abra. Pisze dodekaéder paraméteres modellje a paraméter értékének beallitasa elétt és utan

6. Oktatasi tapasztalat

Az Obudai Egyetem Ybl Miklos Epitéstudomanyi Karan oktatott ,,.Szamitogépes
térgeometriai modellezés” kurzus egyik témakore a poliéderek modellezése. A tapasztalatok
alapjan a hallgatoknak megfeleld ismereteik vannak az alaptestekrél (hasab, gula) és a
szabalyos testekrél. De tovabbi konvex ¢és nem konvex poliéderekrdl, vagy azok
tulajdonsagairol az ismereteik elég hidnyosak. A geometriai modszereket szivesen alkalmazzak
szamitogépes modellezés soran, és kedvelik a mozgd vagy mozgathatd modelleket. Amint a
hallgatok rajottek, hogy hogyan lehet harom gomb metszéspontjaként ujabb és jabb csticsok
megszerkesztésével elkésziteni az itt ismertetett nem négyzetes forgasszimmetridju
paraméteres poliédermodelleket, szivesen dolgoztdk ki ezeket. Elnyerte a tetszésiiket, hogy
mindenféle matematikai szdmitasok nélkiil, elég pontos szamitogépes modellt lehetett igy
késziteni ezekrdl az érdekes alaku Johnson-poliéderekrol.

Ko6szonetnyilvanitas.

Szeretném megkoszonni Németh Laszlonak, hogy lehetOséget biztositott ennek a
kéziratnak a megjelentetéséhez a Dimenzidk — Matematikai kozlemények 2020-as kotetében.
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