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OSSZEFOGLALO. A haromszogbazisu feliiletmodellek teszik lehetévé az eredeti
mérési pontokra illeszkedd interpolacidt, ha az alappontok nem raszter mentén
helyezkednek el a sikon, hanem szabalytalanul, véletlenszerlien. Ha csak az
alappontokban ismert magassagot vessziik figyelembe, akkor kizarolag a
haromszogenkénti sikillesztés johet szoba, mint folytonos véges elem interpolacio.
Lokalis szélséérték (minimum vagy maximum) pontok keresésekor a sikillesztés
csak az alappontokban talalhat extrémumot, a lefedo haromszégeken beliil nem.
Ezen javitandd6 olyan haromszogenként bikvadratikus  véges elem
feliiletinterpolaciot dolgoztunk ki, mely nemcsak az alappontokra illeszkedik,
hanem bizonyos parcidlis derivaltakra is, és folytonos a hatarold éleken. A
megvalositashoz kétféle becslést hasznaltunk a parcialis derivaltak kiszamitasahoz.

ABSTRACT. Biquadratic interpolation in TIN (triangulated irregular network)
surface model — Triangle-based surface model allows interpolation to the original
measurement points in case they are not on the raster, but the measured base points
are randomly (irregularly) distributed. If in the modelling only the elevation of base
points are taken into account, then the interpolation surface can be generated by
triangular element interpolation exclusively. It is a well-known fact that local
extrema for the surface generated by triangular faces are located at the vertices of
triangular faces. In order to improve the position of the local extrema a smooth
surface have to be generated with a surface-fitting technique, using biquadratic
interpolation. The smooth fitting of biquadratic local surfaces along the edges is
realised using an adequate estimation for the partial derivatives at the base points.
Here is a short summarization about the article in English language.

1. Bevezetés

Szabalytalan alappont-halozat esetén haromszogbazisu (TIN) modelleket [1] hasznalunk
feliilet-interpolaciora, ami alapja pl. a felszin-dbrdzolasnak [2], a teriilet, illetve
térfogatszdmitasoknak [3], a lejtési irdny meghatdrozasanak [4]. Az alappontok szamanak
ésszerli csokkentésével [5] kisebb tar és idéigényli — de kevésbé pontos - TIN modellek is
levezethetdk [6], illetve az egyszerlibb kezelhetdség érdekében racsbazisu modellre is
attérhetiink [7].

A legegyszeriibb TIN bazisu véges-elem approximéacid a sikillesztés (z = ag + a;x +
a,y), ahol a harom cstcspontban csak a magassagi illeszkedést irjuk el6 a paraméterek
(ay, a4, a;) meghatarozasdhoz. A masodfoku (bikvadratikus) polinomnak hat ((1) képlet), a
harmadfoku (bikubikus) polinomnak pedig tiz [5] paramétere van. Magasabb foku polinom
becslésekhez viszont legalabb annyi feltételi egyenletet kell felirni, ahdny paraméter van, ezért
a magassagi illeszkedésen tul tovabbi feltételekre van sziikség [8]. Tovabba természetes igény,
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hogy a haromszogeken definialt becsld fliggvények folytonosan kapcsolddjanak egyméshoz,
aminek sziikséges feltétele a paraméterek ¢s a fiiggetlen illeszkedési egyenletek szamanak
egyezese.

Ha TIN modelliinkben lokalis sz¢ls6értéket (minimum vagy maximum) keresiink, akkor a
sikillesztés csak az alappontokban talalhat extrémumot, a lefedé haromszogek belsejében nem.
Ezen javitandé olyan haromszogenként bikvadratikus véges elem feliiletinterpolaciot
dolgoztunk Ki, mely illeszkedik az alappontokra, és folytonos az élek mentén. A
megvalositashoz kétféle becslést hasznaltunk a parcialis derivaltak kiszamitasahoz.

2. Bikvadratikus interpolacio

Ilessziink haromszogenként egy
p(x,v) = ag+ a;x + a,y + azxy + a,x? + agy? (1)

alaki masodfoki polinomot a felilletre. A p(x,y) becslé polinom meghatarozasahoz
haromszogenként csak harom magassagi illeszkedési feltételt tudunk felirni:

z; = Qg+ a1x; + ay; + azx;y; + agx? +asy?,i=1,2,3 2)
Ha a haromszog csticspontjaiban a feliilet normélvektora vagy gradiense ismert, tehat pl. a
% = p,(x;, ;) és %}i’yi) =py(x;,y:),i = 1,2,3 parcidlis derivaltak ismertek, akkor

pontonként tovabbi két illeszkedési egyenletet irhatunk fel:
px(xp,yi) = a1 + agy; + 2a4%;, py(xy,y) = ax + azx; + 2asy; i=1,2,3 (3)

A (3) képletek 6 egyenlete most 5 paramétert tartalmaz, ezért a feliiletelemek illeszkedése
nem biztositott. Ha figyelembe vessziik a (2) feltétel is, akkor 9 egyenletet kapunk, melyhez 6
paraméter tartozik, ami nem biztositja a feliiletelemek pontos illeszkedését. Ha bikubikus
(harmadfoku) interpoléaciot alkalmazunk, az eldbbiekhez hasonloan 9 illeszkedési egyenletiink
lesz 10 paraméterrel, ami nem vezet egyértelmii megoldashoz. Annak érdekében, hogy
egyértelmiien megoldhaté egyenletrendszerhez jussunk, feltételi egyenleteket irunk fel a d; ;

iranymenti derivaltakra vonatkozolag. Jeldlje t; ; = / (x; — x;)? + (y; — y;)? az i és j pontok
tavolsagat, akkor:

dij = px(x;, y;) cosa + py(xi,yi) sina, (4)
ahol

sina = (y] — yi)/ti,j éscosa = (XJ - xi)/ti,j . (5)

Minden haromszog €lnek csak az egyik végpontjaban irjuk fel az irany menti derivalt
illeszkedését:

dij =ajcosa+asina + az(y; cosa + x;sina) + 2a,x; cosa + 2asy;sina, (6)

ahol d; ; értékét a 3. fejezetben ismertetett valamelyik becslési eljarassal adjuk meg. A (2) és
(6) feltételek 6 egyenletbdl allo 6 ismeretlent tartalmazé egyenletrendszerhez vezetnek, ezért
egyértelmilen meghatarozottak az (1) képlettel megadott feliilet paraméterei, amennyiben a
feltételi egyenletek fliggetlenek. Ez beldthatd az egyenletrendszer matrixdanak vizsgalataval,
melynek tobboldalas levezetésétdl most eltekintiink, tovabba igazolhatd, hogy a rendszer
determinansa csak akkor lesz nulla, ha a haromszég harom csucspontja egy egyenesre
illeszkedik, vagyis a v;(x;,y;, 1), i = 1,2, 3 vektorok nem fiiggetlenek. Ha a haromszog egy
¢lére sziikitjiik az (1) becslést, akkor ott egy 3 paraméteres egyvaltozés masodfoka polinomot
kapunk, mely (2) miatt illeszkedik az €l végpontjaira, illetve (4) miatt az egyik végpontban az
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iranymenti derivalt az ¢l meredekségét irja elé — a feltételek és a paraméterek szama
megegyezik, ezért a masodfoka polinom egyértelmiilen meghatarozott. Szomszédos
haromszogek kozos €1én ugyanazon egyvaltozos polinom-sziikitéshez jutunk, ha biztositott,
hogy az iranymenti meredekséget mindkét haromszdg ugyanazon csticspontjaban irtuk eld. Ez
elérhet6 pl. gy, hogy mindig a kisebb azonositoji ponttél a nagyobb azonositdju pont felé
mutatd iranyt (i < j) vessziik figyelembe. A fentick miatt az él-szomszéd haromszogek
feltiletbecslésének masodfoku hatargérbéje a kozos élen egybeesik, ezért a (2) és a (6)
feltételeken alapuld véges elem interpolacié a haromszdghaldban mindeniitt folytonos lesz.

3. A gradiens vektor becslése az alappontokban

Ha mérési pontonként csak a magassagok ismertek, de a magasabb rendi
feltiletinterpolaciohoz sziikség van az alappontokban a feliilet gradiensének ismeretére, akkor
a kovetkezoképpen jarhatunk el:

Ha haromszogenként az alappontokra sikot illesztiink, vagyis egy z(x,y) = ay + a;x +
a,y bilinearis fliggvényt, akkor a haromszoghdz tartozé gradiens vektor komponensei
Vz(x,y) = (a;,a,) . Nekiink viszont nem egy haromszoghéz, hanem egy Py(xq, Vo)
alapponthoz rendelt (becsiilt) gradiensre van sziikségiink, de erre a pontra a haromszoghalod
tobb haromszoge is illeszkedik - jeldlje szamukat m, és teljesiiljon m > 3. A legegyszeriibb
becslés az alappontra illeszked6 haromszogek gradiensvektorai atlaganak valasztasa:

1 1
Pxo = gZ}nﬂ aij, Pyo = EZT:l azj (7)

A tovabbiakban megadunk egy masik becslési eljarast a Py(xg,y,) alapponthoz tartozo
gradiensre vonatkozdlag. Ehhez feltételezziik, hogy az (a,j, a,;) gradiens csak a j — dik
héromszdg (xs;,ys;) stlypontjdban érvényes. Becsiiljiik bilinedris regresszioval a gradiens
komponenseit P,-ban:

Px (X0, Y0) = Ay + byXo + Cx Yo py(xOf Yo) = ay + bny + ¢yYo (8)
Az (xsj,ysj) sulypontokra vonatkozo illeszkedési feltételekkel hatarozhatjuk meg a (8)

képlettel megadott (py,p,) gradiens bilinedris becslésének (ay, by, c,) illetve (ay,b,,c,)
paramétereit:

A1j = Ay + byXsj + CxYsjy Az = ay + byXxsj+¢yysj, j=1,...,m 9)

A (9) szétvilaszthatd egyenletrendszer (8) megoldasa az (a4, a,;) gradiensek silyozott
atlaga lesz, mert a két linearis egyenletrendszer alapmatrixa megegyezik, mindkét matrix j —
dik sora (1, xs;, ys;) alaka. Természetesen a (7) becslés is az (ayj, a,;) gradiensek egyensilyu
atlaga volt.

4. Lokalis szélsoérték keresés a bikvadratikus interpolaci6 alapjan

A (2) és (6) feltételek alapjan illessziink (1) egyenlettel megadott bikvadratikus becslést a TIN
modell minden haromszogére. Lattuk, hogy a becslés folytonossdga a haromszdg ¢lek mentén
biztositott, és az (1) egyenlettel megadott masodfoku feliiletnek nemcsak a haromszog
csucspontjaiban lehet lokalis szélséértéke (1. dbra). A tovabbiakban meghatirozzuk ezen
lokalis szélséérték helyét. Az (1) becsld fliggvény elsé rendi parcialis derivaltjainak (xq, vo)
gyoke (8) képletek alapjan szamithatd, ami a sz€lséértékhely meghatarozasanak sziikséges
feltétele:
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azaz—2aqas a1a3—20,04
Xo = z » Yo = 2 (10)
4azas—asz 4asas—az

A sz¢€lsoérték l1étezésének elégséges feltétele, hogy a
Dxx (X0, Y0)Pyy (X0, ¥0) — Dy (X0, ¥0)? > 0 feltétel teljesiiljon, ami ebben az esetben a:
4asas — a3 > 0 (11)

feltételhez vezet, ebbdl adddik, hogy a (10) képletek nevezdje nem lehet 0. Mivel p(x, y) becsld
fliggvény lokalisan csak a haromszogon értelmezett, ezért nem csak azt kell ellendrizni (11)
alapjan, van-e szélsoérték az (x,, yo) pontban, hanem azt is, hogy az (x,, yo) pont bels6 pontja-
e a haromszdgnek. Ha igen, akkor az a, paraméter eldjelének vizsgélataval eldonthetd, hogy
p(x,y) becslé fiiggvénynek lokalis minimuma vagy maximuma van-e az (x,, Yo) pontban. Ha
a, < 0, akkor (xy, yo) lokalis maximum pont, ellenkez6leg lokalis minimum pont. A feliilet
globalis szélséérték pontjat ezutdn a véges sok lokalis szélsOérték nagysaganak
Osszehasonlitasaval kapjuk. Ha a p(x,y) feliilet-becslésnek (xg, y,)-ban nincs szélséértéke,
vagy (xq,Yo) nem bels6 pontja a haromszognek, akkor még lehet lokalis szélséérték a véges
értelmezési tartomany (a haromszog) hataran. A haromszoget harom egyenes szakasz hatarolja,
melyeken az (1) kvadratikus becslés parabola ivekre esik szét. Tegylik fel, hogy P; =
(%1, Y1, 21) és P, = (x3,V,, Z,) pontok egy olyan haromszog oldalélét feszitik ki, ahol a felszin
becslését az (1) képletii p(x, y) bikvadratikus polinom szolgaltatja, melyre a (2) feltételek miatt
természetesen teljestil p(xq,y1) = 24, és p(xy,y,) = z,. Legyen Ax = x, - x4, Ay =y, - y;
és Az = z, - z;, akkor a P; P, egyenes egy paraméteres eldallitasat az

x(t) = x1 + (Ax)t, y(t) =y, + (Ay)t és z(t) = z; + (A2)t (12)

képletek szolgaltatjak, ahol x(0) = x;, x(1) = x5, y(0) = y;, y(1) = y, teljesiil. A felszint
becslésére elballitott p(x, y) polinomnak a haromszog P, P, oldalara korlatozott alakja:

p(t) = p(x(®),y(t)) = z; + (a1 Ax + ayAy + az(x;Ay + y18%) + 2a,x,Ax + 2asy, Ay)t +
+(azAxAy + a,(Ax)? + as(Ay)?)t2.
p(0) = z;, és p(1) = z, feltételek alapjan, illetve némi atalakitas utan kapjuk:
p(t) = z; + (A2)t + (azAxAy + a,(Ax)? + as(Ay)?)(t? — t), ami (12) alapjan atirhato:

p(t) = z(t) + (azdxAy + a,(Ax)* + as(8y)*) (t — 1)t (13)
alakba. Ez alapjan kozvetleniil leolvashaté a p(t) becslésnek a z(t) egyenestdl valo eltérése:
p(t) — z(t) = (azAxdy + ay(Ax)* + as(Ay)*) (t — Dt (14)

A szakasz végpontjaiban (ahol t = 0 illetve t = 1) a (14) eltérés természetesen nulla. (13)
Osszefiiggés alapjan:
p'(t) = Az + (azAxAy + a,(Ax)? + as(Ay)?)(2t - 1).
A p(t) figgvény szélséértékét derivaltjanak t, gyokében talaljuk:
1 Az
to = 2 (1 - azAxAy + as(Ax)? + a5(Ay)2)'

(15)

Minket csak a P; P, szakaszra es6 szélsoértékek érdekelnek, ezért, haa 0 < t, < 1 feltétel
teljesiil, akkor a széls6érték helye és értéke a P(x(ty), y(ty), p(ty)) pontban lesz:

xo = %1 + (AxX)ty, Yo = y1 + (AV)ty, 2o = 2 — t§(azAxAy + a,(Ax)* + as(Ay)?)



Bikvadratikus interpolacié TIN feliiletmodellben 39

1. abra. Bikvadratikus feliilet globalis és lokalis szélsoérték pontjai (kék — min, piros — max)

Az 1. abran egy forgasi parabola szintvonalrajza, illetve egy ra illesztett haromsz6gon talalhato
extremalis pontok vannak feltlintetve.

5. Egy kvadratikus spline interpolacio levezetése

Lattuk, hogy az (1) bikvadratikus becslésnek egy szakaszra vonatkozo (13) megszoritasa
tulajdonképpen a (16) képletti g(t) fiiggvény, amit a szakasz P;(t;, m;) végpontjaival (i =
1, 2) és az egyik végpontban a derivalt (meredekség) Q;(t;, d;) értékével adunk meg:

g(t) = a+ bt + ct? (16)

Tehat a (16) masodfoki becsld polinom harom paraméterének egyértelmi
meghatarozasahoz (17) négy illeszkedési feltételébdl hasznaljuk fel az els harmat:

a+bt; +ct? =my a+bt, +ct? =m,
b + 2Ct1 = d1 b + 2Ct2 = d2 (17)

A (18) képletek hatarozzak meg a parabola (a, b, c) paramétereit a (17) illeszkedési
egyenletek alapjan az (mq,m,,d,) feltételeket kielégitéen, majd a kapott megoldast
behelyettesitjiik az illeszkedési feltételek utolso (d,) egyenletébe:

_ tft2d1+t%m2—t§t1d1—2t1t2m1+t§m1 b - t%d1+2t1m2—t§d1—2t1m1 _ t1d1+m2—t2d1—m1
(t1—t2)? ’ (t1—t2)? ’ (t1—t2)?
my—m
dy — b —2ct, = dy +d, — 272™ (18)
2 2 1 2 Pa—

Lathato, hogy az igy kapott kifejezés akkor lesz nulla (ekkor a negyedik, (d2) illeszkedési
egyenlet az (mq, m,, d,) illeszkedési egyenletek kdovetkezménye), ha a derivaltak atlaga
egyenld az ismert fliggvényértékekbdl szamolt differencia—hadnyadossal, vagyis:

di+d; _ mp—-my
2 ty—ty

(19)

Tehat egy folytonos és folytonosan differencidlhatd kvadratikus spline interpolacidhoz
juthatunk ugy, hogy csak egy alappontban (pl. peremértékként) irjuk elé a derivaltat, a tobbi
alappontban pedig szomszédrol szomszédra ugralva a (19)-bdl levezetett (20) képlet alapjan
indukcioval szamitjuk a derivaltak megfeleld értékét. Ez a derivalt-becslés biztositani fogja azt,
hogy szakaszonként a (17) illeszkedési egyenletek alapjan felirt (16) kvadratikus becsld
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polinomok (21) egyiitthatokkal szadmitott megolddsai folytonosan és egyszer folytonosan
differencialhatoan kapcsolodjanak egymashoz a P; alappontokban.

2 2 2 2

div, = M= ™i 4 o Gitipa dittimyyy —tihq tidi— 28t M+t My (20)

i+1 — tri—t Y= (ti—ti41)?

i+1 i i i+1
2 2
b, = tidi+2timi,q —ti,,di—2t;m; _ biditmigq—tip,di-my . 1 1 21
i =- > ,Cp = > =1, ..,n— (21)
(ti—tit1) (ti—ti+1)

A 2. ébran ugyanazon pontsorozatra illesztett, kezdd meredekségiikben eltéré spline
fiiggvények lathatok.

14
12

10

0 2 4 6 8 10 12

pontok —d1=1 d1=3 — d1=0

2. abra. A kezd6 meredekség hatasa a spline-interpolaciora

A (19) képlet segitségével egy masik interpolacios feladat megoldasat is levezethetjiik.
Tegyiik fel, hogy a keresett fliggvény Q;(t;, d;) derivaltjait az 0sszes alappontban ismerjiik,
viszont peremfeltételként csak egy pontban ismert a P; (t1, m,) fliggvényérték. Keressiik tehat
a (17) feltételekbodl az (m4, d,, d,) illeszkedési egyenletekre lesziikitett (16) bazisfiiggvénytli
folytonos ¢és folytonosan derivalhato spline interpolaciot. Fejezziik ki (19) képletbol d, helyett
az m, paramétert, akkor az alabbi indukcids dsszefiiggéshez jutunk:

Mipq =M; + (tiv1 — &) % (22)

A szakaszonként becsld polinomok paramétereit meghatarozo (21) képletek tovabbra is

érvényben maradnak, mert (22) alapjan rendelkezésre all az Osszes fliggvényérték, és (19)

teljesiilése miatt a sima folytonossag is biztositott. A (22) képlet ut-id6-sebesség viszonylatban

egyébként ugy interpretalhatd, hogy az egyes utszakaszokat az elején és a végén meért
sebesseégek atlagaval teljesitjiik.

6. Osszefoglal6

Olyan TIN bazisu bikvadratikus véges-elem feliiletinterpolacidt konstrudltunk, ahol a
szomszédos feliiletelemek folytonosan illeszkednek egyméshoz, mert a magassagi illeszkedési
feltételek mellett a hdromszog-¢lek mentén az irdnymenti derivaltak egyezését irtuk eld. Az
iranymenti derivaltat az alappontokban becsiilt parcidlis derivaltakbodl vezettiik le, melyeket
viszont a haromszogenkeénti sikillesztések normalvektorai stilyozott atlagaként allitottuk eld.

A bikvadratikus feliiletinterpoléaci6 alapjan meghataroztuk a lokalis szélsdérték l1étezésének
feltételeit és konkrét pozicioit.
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Folytonos ¢és egyszer folytonosan differencialhatdé egyvaltozos kvadratikus spline
interpolaciot hatdroztunk meg ugy, hogy a derivaltra (meredekségre) kezddértéket csak egy
pontban kell megadni, és a szakaszonkénti polinom-egyiitthatok egymastol fiiggetleniil
hatarozhatok meg.
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