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OSSZEFOGLALO. A  természettudoményokban sok probléma megoldaséhoz
masodrendt  differencidlegyenletek felirdsa és megolddsa sziikséges. Ezek
szemléltetése a hallgatok erésen korlatozott matematikai eszkoztara miatt csak
alaposan végiggondolt, és a lehetdségekhez mérten maximalisan leegyszerGsitett
feladatok segitségével lehetséges. Az itt felsoroldsra keriild példdk ebben
nyujthatnak segitséget.

ABSTRACT. Here are simple practical examples that highlights the practical
application of second order differential equations. To solve these math problems,
students need only a little background knowledge. By these exercises, the students
can see that differential equations are essential in different sciences.

1. Bevezetés

A természettudomanyokban sok folyamat leirasa csak differencialegyenletekkel lehetséges.
Ezen beliil a mésodrendi differencidlegyenletek eléforduldsa is nagyon gyakori. Egy
egyenletesen valtozdo mozgas leirasa (pl. szabadesés légellenéllassal), egy RLC korben az
aramforras elektromotoros erejének iddbeli valtozasa, egy hdévezetd rid homérsékletének
valtozasa, stb. mind-mind madasodrendli differencidlegyenletekkel leirhaté problémak. A
rezgések differencialegyenletei is ebbe a csoportba tartoznak, amelyeket a kdrnyezetmérnok
hallgatok a hangterjedés vizsgalata, a rezgéscsillapitas lehet6ségei, a zaj- és rezgésvédelem
témakorokben hasznalnak. Tudoményos kutatasaik, diplomamunkajuk sordn szintén
talalkozhatnak olyan irodalommal, amelyben masodrendii differencidlegyenletek szerepelnek.
BSc szinten egy ilyen egyenlet 6nall6 felirdsa nem cél, azonban az értelmezés, kovetkeztetések
levonésa elvarhatd. A masodrendli differencidlegyenletek alabb O6sszegylijtott alkalmazasai
olyan egyszerli példdk, amelyek a csekélyebb matematikai hattértudassal rendelkezd
hallgatokat is segithetik abban, hogy a témakor jelentdségét megértsék. Itt csak kétféle
masodrendli differencialegyenlet tipussal foglalkozunk, azzal a kettdvel, amelyeket a BSc
képzésben tanitunk. Bizunk abban, hogy az alabbi kidolgozott példak elemzése utan a hallgatok
mas tipusu differencidlegyenletek 6nalld értelmezésétdl sem riadnak majd vissza.

2. Egyenletesen valtoz6 mozgas leirasa (két egymast Kkoveto
integralassal megoldhato feladatok)

2.1. feladat. Egy gépkocsi 72 kTm sebességrol egyenletesen lassulva 10 s alatt all meg.
Mekkora utat tesz meg ezalatt? Jeloljiik x(t)-vel a megtett utat az id6é fliggvényében. Mivel a
gépkocsi egyenletesen lassul, igy X¥(t) = a, ahol a € R. (Megj.: Fizikabdl tudjuk, hogy az
x(t) fliggvény ido szerinti elsé derivaltja a sebesség, a masodik derivaltja pedig a gyorsulas.)
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Megoldas. A feladatban adott
X(t)=a

differencidlegyenletbdl indulunk ki, kétszer integraljuk mindkét oldalt az id6 szerint:

2
x(t) = as+Cit+ G C,C ER.

A feladat szovegébdl a kovetkezoé harom kezdeti feltétel adodik:
e A test altal megtett fékut a fékezés kezdetekor, vagyis a t = 0 s idOpillanatban 0 m
volt:

x(0)=0.
. km m ,
e Atestat = 0s idopillanatban 72 - = 20 " sebességgel mozgott:
x(0) = 20.
e Atest 10 s alatt allt meg, vagyis a sebessége ekkor 0 ?Volt:
x(10) =0.

frjuk be a kezdeti feltételeket a differencialegyenlet altalanos megoldasaba, illetve az elsé

derivaltbal
2

O=a7+610+C2}

20=a-0+Cy
0=a-10+C4
Az egyenletrendszer megoldasa: C; = 20, C, =0, a = —2. Ezeket visszahelyettesitve az
altalanos megoldasba megkapjuk a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldast:
t2
xp(t) = =25+ 20t.
Ebbdl meg tudjuk hatarozni a keresett utat:

2
x,(10) = =22+ 200 = 100 ().

2
Megjegyzés. Az x(t) = a% + Cit + C, (Cy,C; € R) altalanos megoldasban C; = vy, C, =
0, a: atest gyorsuldsa (vagy lassulasa). Tehat valgjaban a fizikabol ismert s = %tz +v,t képlet,

amely segitségével a v, kezddsebességgel rendelkezd, a(> 0) egyenletesen gyorsuld (vagy
a(< 0) egyenletesen lassulo) test altal t id6 alatt megtett utat szoktuk kiszamolni.
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2.2. feladat. Egy 30°-os hajlasszogli lejtére helyezett fakocka allo helyzetbdl indulva,
kezddsebesség nélkiil cstszik a lejtod tetejérdl lefelé. Legyen x(t) a test altal megtett Gt az id6

fliggvényében, a alejtd hajlasszoge, g a gravitacids gyorsulds (g = 10 Sﬂz), ¢s u atestésalejtd
anyaga kozotti csuiszasi surlodasi egyiitthato (i = 0,5). Ekkor Newton II. torvénye szerint a test
elmozdulasat az id6 fliggvényében leird differencidlegyenlet: %(t) = g(sina — ucosa) .
Mekkora utat tesz meg a test az indulastol szamitott 3 masodperc alatt?

Megoldas. A feladatban adott differencidlegyenlet masodrendii, hidnyos. Két egymast kovetod
integraldssal megoldhato:

¥(t) = g(sina — pcosa),

x(t) = g(sina — ucosa) - t + Cj,

2
x(t) = g(sina — pcosa) % + Cit+C,, C,C;ER

A test all6 helyzetbdl, kezdOsebesség nélkiil kezd el csuszni a lejto tetejérdl lefelé, azaz adottak
a kovetkez6 kezdeti feltételek: x(0) = 0, x(0) = 0. Ezeket az altalanos megoldasba, illetve
annak derivaltjaba visszahelyettesitve:

0 = g(sina — ucosa) - 0 + C;
2 .
0 = g(sina — pcosa) -0?+ C; 0+ G,
Az egyenletrendszer megoldasa: C; = 0, C, = 0. A konstansokat behelyettesitve az altalanos
megoldasba a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldast kapjuk:
. t2
x, () = g(sina — pcosa) e

Ebbdl kiszamithato a test altal 3 masodperc alatt megtett ut:

x,(3) = g- 10 - (sin30° — 0,5 - cos30°) = 3,01 (m).

3. Harmonikus rezgések (allando egyiitthatdés, masodrendii, linearis
differencialegyenletek)

3.1. feladat. Egy rugora akasztott test harmonikus rezgémozgast végez, jeloljik x(t)-vel a
kitérés-1do fiiggvényt. Harmonikus rezgémozgas esetén a test gyorsuldsa aranyos ¢€s ellentétes

iranyu a kitéréssel, azaz: ¥(t) = —w? - x(t). (Az w neve korfrekvencia, tovabba w? = %, ahol
D a rugééllandd, m a test tomege.) A test kitérése t = 0 masodperc idOpillanatban 0 méter, a
sebessége pedig ugyanekkor 3 % Adjuk meg a test kitérését az id6 fliggvényében, ha

w=1 G)‘ Hatérozzuk meg a test kitéréséta t = %mésodperc 1ddpillanatban!
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Megoldas. A feladatban egy homogén, 4alland6 egylitthatés, masodrendi, linearis
differencidlegyenlet adott, amelybe behelyettesitve w értékét, majd nullara rendezve az

¥()+x(t)=0
egyenletet kapjuk. Az ebbél felirhaté karakterisztikus egyenlet (ahol x(t) = e?t), illetve annak
gyokei:
P +1=0,

A=4i,
az altalanos megoldas pedig

x(t) = C,e%sint + C,ecost = C;sint + Cycost, ahol C;,C, € R.

Mivel az egyik kezdeti feltétel a sebességet adja meg egy iddpillanatban, igy sziikség van a
sebesség-1do fliggvényre is, amely a kitérés-idd fliggvény derivaltja:

x(t) = Cycost — C,sint.

A partikularis megoldast ugy kapjuk meg, hogy behelyettesitjiik a kezdeti feltételeket az
altalanos megoldasba, illetve annak derivaltjaba. A szovegben megadottak alapjan a test

kitérése t = 0 masodperc iddpillanatban 0 méter, a sebessége pedig ugyanekkor 3 ? . Eszerint
x(0) = 0¢és x(0) = 3. Ebbdl a

Cl -1 - Cz -0=3
egyenletrendszer adodik, amelybdl C; = 3 és €, = 0, tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld

partikularis megoldas

x,(t) = 3sint.

At = % masodperc iddpillanatban a test az egyensulyi helyzettdl 1,5 méterre lesz:

X (g) = 35ing =1,5.

3.2. feladat. Egy harmonikus rezgémozgast végz0 testre a kozegellenallas csillapitasként hat,
amely a sebességgel ardnyos, ¢és azzal ellentétes irany. Ekkor a test mozgésat leird
differencidlegyenlet: %(t) = —w? - x(t) — kx(t) , ahol x(t) a test kitérése az idd
fliggvényében, az w aranyossagi tényezé a korfrekvencia (1d. €l6z6 feladat), a k(> 0) pedig a
csillapitasi konstans, melynek értéke a feladatban k = 10 % . A test kitérése t =0 S

iddpillanatban 0 méter, a sebessége ugyanekkor 12 % Adjuk meg a test kitérését az idd

fliggvényében, ha w = 4 i! Hatérozzuk meg a test kitérését a t = 1s iddpillanatban!



Masodrendii differencialegyenletes modelle 57

Megoldas. Hasonloan oldjuk meg, mint az el6z6 feladatot. A karakterisztikus egyenlet (ahol
x(t) = e?t), illetve annak gyokei:

¥(t) + 10x(t) + 16x(t) = 0,
A2+101+16 =0,
—-10+v100—4-16

2 )

1=
amelybdl A; = —2, A, = —8, az altalanos megoldas pedig
x(t) = Cie™ %t + C,e7 8¢, ahol €1, C, € R.
Ismét sziikség van a sebesség-ido fliggvényre is, emiatt derivaljuk az el6bbi fliggvényt:
x(t) = —2C,e %t — 8C,e 8.

A test kitérése t = 0 s iddpillanatban 0 méter, a sebessége pedig ugyanekkor 12 %, vagyis

x(0) =0 és x(0) =12 . Ezeket behelyettesitve az altalanos megoldasba, illetve annak
derivaltjaba:

Cl + CZ = 0 }
—2C; —8C, = 12)
Ebbdl C; = 2 és C, = —2 adddik, tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas
x,(t) = 272 — 2e75E,

A test kitérése az induldstol szamitott 1 masodperc idépillanatban

x,(1) = 2e72 — 278 = 0,27 (m).

Megjegyzés. EQy m tomegli harmonikus rezgémozgast végzd testre %mgsint nagysagu
periodikus gerjesztd erdé hat, ahol g a gravitacios gyorsulas (g = 10 522)’ Az egyszeriiség
kedvéért a csillapitastol eltekintiink. Ekkor a test mozgasat leird differencidlegyenlet:
#(t) = —w? - x(t) + sint, ahol x(t) a test kitérése az id6 fiiggvényében, az w aranyossagi
tényez6 a korfrekvencia, melynek nagysaga 2 i A test kitérése t = 0 s iddpillanatban 0 méter,
a sebessége ugyanekkor g? Adjuk meg a test kitérését az 1d6 fliggvényében! Hatarozzuk meg

a test kitéréséta t = gs iddpillanatban!

Megoldas. A kovetkez6 masodrendli, 4allandd egylitthatoés, linearis, inhomogén
differencidlegyenletet kell megoldani:

X(t) + 4x(t) = sint .
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Eloszor a homogén egyenlet altalanos megoldasat keressiik meg. A karakterisztikus egyenlet
(ahol x(t) = e??), illetve annak gydkei:

¥(t) + 4x(t) =0,
2 +4=0,
A= +2i,

amelybdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
x(t) = C,e%sin2t + C,e%cos2t = C;sin2t + Cycos2t, ahol C;,C, € R.

Ezt kovetden az inhomogén egyenlet partikularis megoldéasara probafiiggvényt irunk fel (nincs
rezonancia, a feladat egy nagyon egyszert esetet targyal):

x,(t) = Asint + Bcost.

Ennek derivaltjait behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe, majd az egyiitthatokat
egyeztetve meg tudjuk hatarozni azok értékeit:

X, (t) = Acost — Bsint,
¥, (t) = —Asint — Bcost,
—Asint — Bcost + 4(Asint + Bcost) = sint,
A=:;B=0.
Tehat az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa:
x,(t) = ésint .
A feladatban szereplé inhomogeén differencidlegyenlet megoldasat a homogén egyenlet

altalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak Osszegeként

kapjuk:

x(t) = Cysin2t + C,cos2t + %sint, ahol C;,C, ER.

A kezdeti feltételek miatt szlikség van a sebess€g-1do fliggvényre is, emiatt derivaljuk az el6bbi
fliggvényt:

x(t) = 2Cycos2t — 2C,sin2t + %cost.

A test kitérése t = 0 s iddpillanatban 0 méter, a sebessége pedig %% vagyis x(0) =0 és

x(0) = g Ezeket behelyettesitve az x(t) altalanos megoldasba, illetve annak derivaltjaba:

C2=0
261+§:§}'
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Ebbdl C; = 1 és C, = 0 adodik, tehat a kezdeti feltételeknek megfeleld partikularis megoldas:
x,(t) = sin2t + gsint.
A test kitérése az induldstol szamitott g masodperc iddpillanatban:

4 . 1 . @ 1
Xp (—) = sinm + =sin- == (m).
2 3 2 3

3. Osszefoglalas

Egyetemiink hallgat6i szamara a matematika tanuldsa gyakran — féleg a korabbi hianyossagaik
miatt — nehézségekkel jar. A differenciadlegyenletek témakorét sokan az ,értelmetlen” és
»Crthetetlen” jelzokkel illetik. Nehéz megtaldlnunk azokat a feladatokat és azt a targyalasmodot,
amely az atlagos hallgatd szamara érthetd. Az eldbbi erdsen leegyszertisitett gyakorlati
alkalmazasok segitségével a masodrendli differencidlegyenletek témakorét probaltuk
megvilagitani. A felsorolt példak ugyan — a témakor tulajdonsdgai miatt — igényelnek némi
matematikai jartassagot, de bizunk benne, hogy a hallgatok ezekhez hasonld feladatok
attekintését kovetden batrabban nyulnak majd a felsébb matematika eszkdzeihez.

Irodalomjegyzék

[1] Budé Agoston: Kisérleti fizika I-111. Tankonyvkiado Budapest, 1978.

[2] Geda Gabor: Modellezés és szimulacio az oktatasban, Educatio Kht., 2011.
https://www.tankonyvtar.hu/en/tartalom/tamop425/0038_informatika_Geda_Gabor-
Modellezes_es_szimulacio_az_oktatasban/ch04s05.html

[3] Hatvani Laszl6 — Pintér Lajos: Differencialegyenletes modellek a kozépiskolaban. Polygon, Szeged, 1997.

[4] Kurics Tamas: Differencialegyenletek. ELTE Jegyzet, 2011.
http://web.cs.elte.hu/~kuricst/bboard/notes/foldtuddiff_ea.pdf

[5] Ponomarjov, K.K.: Differencialegyenletek felallitasa és megoldasa. Tankonyvkiado, Budapest, 1969.

[6] Scharnitzky Viktor: Differencialegyenletek. Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 2002.

[7] Szaszko-Bogar Viktor: Kozonséges differencialegyenletek.
http://www.staff.u-szeged.hu/~vszaszko/ODE%2020130902.pdf

[8] Terjéki Jozsef: Differencialegyenletek. Polygon, Szeged, 1997.



