Kongruenciadk és Malcev-feltételek
A T043671 OTKA-pdlydzat részletes zdrdjelentése

A kutatéasi terv szerint a palyazat célja az volt, hogy &ltalanos algebrdkban meg-
vizsgaljuk a kongruenciahalo, a termek, polinomok viselkedése, valamint az algebra
szerkezete kozotti Osszefiiggéseket, tekintettel az algoritmuselméleti aspektusokra is.
Az attekinthetGség érdekében az eredményeket a kovetkezs kategoriakba soroltuk.

1. Kommutéatorelmélet, kongruenciaazonossagok, szabad spektrum.
2. A Constraint Satisfaction” probléma.

3. Termekkel kapcsolatos eldonthet&ségi problémék.

4. Részben rendezések, halok.

Az els6 és negyedik témakor algebrai, a méasik kettd az algebra, a kombinatorika
és az algoritmuselmélet hatarteriilete. A palyazat résztvevsi az alabb véazolt eredmé-
nyekrdl 6sszesen tobb mint 50 elGadést tartottak nemzetkozi forumokon.

1. Kommutatorelmélet, kongruenciaazonossagok, szabad spektrum.

A modularis kommutétor egyfajta kapcsolatot 1étesit az algebrak kongruenciahaloja
és szerkezete kozott. A kongruenciaszelidités elmélete ezt kiterjeszti a nem moduléris
esetre is, de csak véges algebrakra miikodik. E kiterjesztés soréan természetesen ado-
dik két 1j fogalom: az erds és a négyszogletes kommutator (utobbit a ,kicsi” szabad
spektrumok vizsgélata soran fedezték fol). Keith Kearnes és Kiss Emil 200 oldalas
[26] konyve ezeket, és a hozzajuk tartozo feloldhatosagfogalmat hasznalja fol végtelen
algebrak kongruenciahaldinak vizsgélatara, részben altalanositva a véges algebrakra
kongruenciaszeliditéssel nyert korabbi eredményeket. A konyv jelenleg lektorélas alatt
all, de letolthets a
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cimrél. A végtelen algebrak kezelésére 1j eszkozoket kellett kifejleszteni. A lokalisan
véges varietasok kongruenciaszeliditésben szerepld osztalyozasat a konyv kiterjeszti
minden varietasra. Példaul ha V tetszéleges varietés, akkor az alabbiak ekvivalensek:

(1) V-ben teljesiil egy nemtriviélis kongruenciaazonossag.

(2) V-ben teljesiil egy olyan idempotens Malcev-feltétel, ami a félhalok varietasa-
ban nem teljesiil.

(3) A négyszogletes kommutator trividlis V-ben (barmely két kongruencia kom-
mutéatora a metszetiik, masképp: a négyszogletes toleranciak mind trivialisak).

(4) Do nem részhaloja V egyetlen algebraja kongruenciahélojanak sem.

Hasonléan jellemezheté a kongruenciahélok egyesités-szemidisztributivitasa is, ahol
a klasszikus kommutéatornak is trividlisnak kell lennie, és az M;3 részhalot is ki kell
zarni. Az er6s kommutator trivialitasa pedig olyan Malcev-feltételnek felel meg, amely
a halmazok varietdsaban nem teljesiilhet. A jellemzésekben olyan konkrét Malcev-

feltételek, illetve kongruencia-azonosségok is szerepelnek, amelyek a lokalisan véges
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esetbdl méar ismerGsek. A konyv utolsod fejezetében a szerzék belatjéak, hogy ha egy
varietas rezidualisan kicsi, és teljesit egy nemtrivialis kongruencia-azonossagot, ak-
kor modularis. Bevezetésre keriil a Malcev-féle differenciatermhez hasonlé join-term
fogalma is.

A kongruenciaszelidités alkalmazasaként a 35 oldalas [25] dolgozat azokat a loké-
lisan véges varietédsokat vizsgélja, ahol a f6kongruenciak els6rendid formulaval defini-
alhatok. Kideriil, hogy a feloldhaté kongruencidk nilpotensek, az erésen feloldhatok
pedig erésen Abel-félék.

Ahogy a ,kicsi” szabad spektrum elvezet az erds és a négyszogletes kommutatorhoz,
varhato, hogy az ennél csak ,kicsit” nagyobb szabad spektrumok tjabb, természetes
és hasznos kommutatorfogalmakat adnak. Ilyen spektrumi algebrakat azonban nehéz
talalni. Katai Kamilla, Pluhar Gabriella, Szab6 Csaba és Japhet Wood sikerrel jart, a
keresett algebréak félcsoportok. A [20] dolgozatban a Brandt-félcsoport szabad spekt-
ruménak leirésa szerepel. Kotegvarietasokban az n elemmel generalt szabad algebra
elemszaménak logaritmusa
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2. A ,Constraint Satisfaction” probléma.

A relaci6homomorfizmus-probléma (Constraint Satisfaction Problem, réviden CSP)
vizsgalata mar a nyolcvanas évek 6ta a szamitastudomany egyik fontos irdnya. Sza-
mos kombinatorikus probléma természetes modon fejezhet ki reldcichomomorfizmus-
problémaként.

Legyen H egy rogzitett, véges relaciostruktura. A CSP(H) eldontési probléma in-
putja egy I (azonos tipusi) relaciostruktira, a kérdés pedig az, hogy létezik-e I — H
relacichomomorfizmus (azaz olyan leképezés, melynél relacioban allo elemek képe
mindig a megfelel§ relacioban all).

Feder és Vardi érdekes bonyolultsdgelméleti motivaciot talaltak a problémakor vizs-
galatara. Céljuk olyan, minél nagyobb részosztaly keresése NP-ben, melyben minden
probléma vagy P-beli, vagy NP-teljes. Ezt a tulajdonsigot nevezziik dichotomidnak.
Ha P # NP, akkor NP-ben nincs dichotémia. Feder és Vardi az NP-vel ekvivalens
SNP osztaly részosztalyait kezdték vizsgalni. Az SNP legtermészetesebb részosztalya,
mely nem ekvivalens NP-vel, és igy lehet benne dichotémia, az ugynevezett MMSNP
(Monotone Monadic Strict NP) osztaly. Példaul ilyen nyelvet alkotnak azok az ira-
nyitatlan grafok, melyek csticshalmaza két részre oszthatd tgy, hogy egyik rész se
tartalmazzon haromszoget, vagy adott (a,b) egész szamparra azok a grafok, melyek-
nek van lokalis a szinezése b szinnel.
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Feder és Vardi belattak, hogy az MMSNP osztaly random ekvivalens CSP-vel, azaz
CSP is majdnem ilyen j6 jelolt dichotom osztalynak. Kun Gabor [28]-ban derando-
mizalja a CSP és MMSNP kozti ekvivalenciat, azaz belatja, hogy a két osztily a
szokasos értelemben is ekvivalens. Ehhez bevezeti a hipergraf-expander fogalmat, és
hatékonyan konstrual ilyeneket, nagy derékbdéséggel. A modszer graf-expanderekre is
1j konstrukcidkat ad. Ilyen strukturdk konstrudlasa mar grafok esetében is rendki-
vill nehéz, igy a hipergrafos konstrukcié komoly elérelépés az Elméleti Szamitastu-
doményban, valamint nagy derékbd@ségii és kromatikus szamu hipergrafok hatékony
konstrualasat is lehet&vé teszi.

A CSP, MMSNP és NP osztéalyok kapcsolatat elemzi Kun Géabor és Jaroslav Nesetril
a [31], [32], [33] dolgozatokban. Megmutatjék, hogy minden NP-beli probléma kodol-
hato grafok injektiv, illetve teljes szinezett homomorfizmusainak nyelvén, az MMSNP
nyelvhez rendkiviil hasonléan. Egyszeriden jellemzik azokat az MMSNP nyelveket,
melyek egyben CSP nyelvek is. Ebben egyik {§ eszkoziik a relaciostrukturak (Nesetril
altal bevezetett) dualitdsa: egy véges (F, D) part dudlisnak neveziink, ha barmely
S strukturanak pontosan akkor van homomorfizmusa D-be ha F-nek nincs S-be. Ka-
tegoriaelméleti megkozelitésiik nagyban egyszertisiti az MMSNP és CSP osztéalyok
vizsgalatat. Belatjak, hogy egy MMSNP nyelv megszoritasa grafok egy tgynevezett
wKorldtos expanzi6ji” osztalyara mindig egyenls egy CSP nyelv megszoritasaval.

Még kéziratban van Kun Gabor és Claude Tardif eredménye, melyben véletlensze-
rifen iranyitott utak dualitasait vizsgaljak. Belatjak, hogy a duélis 1 —o(1) valészint-
séggel exponencidlisan nagy. Munkajuk érdekes mellékterméke, hogy egy iranyitott
utnak pozitiv valoszintiséggel nincsen nem identikus endomorfizmusa.

A CSP vizsgalataban fontos eseménynek bizonyult az algebrai modszerek beveze-
tése (Jeavons, Bulatov, Krokhin). Az elmélet kiindul6pontja az az észrevétel, hogy
CSP(H) bonyolultsagat meghatarozza az az algebra (klon), melynek alaphalmaza
H, miveletei pedig H véges valtozos, relaciotartd, idempotens fliggvényei. A szoka-
sos algebrai konstrukciok, mint részalgebraképzés, homomorfizmus vagy véges direkt
hatvanyozas a megfelel§ algebrakon a CSP problémék polinomiélis redukci¢jat indu-
kaljak. Igy a kiindulo algebra altal generalt varietas valik a vizsgalodas targyava.

Mindez lehet6vé teszi a kongruenciaszelidités modszereinek 6sszekapcsolasat a CSP
problémakorrel. A dichotémiasejtés algebrai forméaja a kovetkezs. Ismeretes, hogy
ha az A (véges, idempotens) algebraban szerepel az 1-es tipus, akkor a hozza tar-
tozd CSP-nyelv NP-teljes. A sejtés az, hogy ellenkez$ esetben ez a nyelv P-ben
van. Ezzel kapcsolatban tobbféle részeredmény is sziiletett. Ha az A algebréanak van
Malcev-termje, vagy majdnem tobbségi (near unanimity) termje, akkor a sejtés igaz.
A t6bbségi term esetét altalanositva Kiss Emil és Matthew Valeriote a [27] dolgozat-
ban belatjak a sejtést akkor, ha az A algebra a CD(3) osztalyba tartozik, azaz van
harom, a kongruenciadisztributivitast biztositdé Jonsson-termje.

A sejtésbdl lathatjuk, hogy minél kevesebb mitiveletet tartalmaz az A algebra klonja,
annal nehezebb a megfelels CSP probléma. Példaul a teljes grathoz tartozé klon csak



a projekciokbol all Greenwell és Lovasz tétele szerint: a teljes graf minden hatva-
nyanak egy homomorfizmusa a teljes grafba csak egy koordinatatol fiigg. Ezt Kun
Gébor és Benoit Larose a [29] cikkben kiterjesztették a teljes graf minden, a koordi-
natak és a teljes graf permutaciojara invarians részhalmazara (a trivialis kivételektdl
eltekintve), vagyis az ilyen részgrafok homomorfizmusai a teljes grafba szintén csak
egyetlen koordinatatol fliggenek.

3. Termekkel kapcsolatos eldonthet&ségi problémak.

Az ekvivalencia-probléma (term equivalence problem), vagy azonossdg-ellendrzési prob-
léma (identity checking problem) annak vizsgalata, hogy egy adott algebraban milyen
azonossagok teljesiilnek, azaz hogy két adott kifejezés (term) megegyezik-e tetszsleges
behelyettesités mellett. A probléméat a palyazat kutatoi gytirtikben, félcsoportokban
és csoportokban vizsgaltak.

A probléma bonyolultsaga gyidrikre ismeretes volt: nilpotensekre P-beli, egyéb-
ként coNP-teljes. Willard és Lawrence a kdvetkez6 kérdést tette fel: mi a nehézsége a
problémanak, ha csak olyan termeket engediink meg, amelyek monomok 6sszegei, azaz
példaul (z + y)™ alaku kifejezések nem szerepelhetnek. Ha a gytirt Jacobson-radikal
szerinti faktora kommutativ, a probléma P-ben van. Willard és Lawrence megoldot-
tak a problémét olyan véges, egyszerd matrixgytrtkre, amelyekben az invertalhato
elemek nemfeloldhaté csoportot alkotnak, ilyenkor a probléma coNP-teljes.

Szab6 Csaba és Vértesi Vera a fennmaradoé gytirtkre belatta, hogy ez a megvaltoz-
tatott probléma coNP-teljes. A [6] dolgozat szerint a probléma mér a kételemt test
folotti 2 x 2-es méatrixgytird multiplikativ félcsoportjaban is coNP-teljes. A bizonyités
soran a szerz6k a graf nem-6-szinezhetdség problémajat interpretaljak. A [7] dolgo-
zatban a haromelemi test folotti 2 x 2-es méatrixgytird multiplikativ félcsoportjara
latjak be ugyanezt, a nem-24-szinezhetGséget interpretalva. Az altaldnos eredmény
még kéziratban van. A bizonyitas soran Zsigmondy tételét és Hilbert 90. tételét
felhasznélva visszavezetik a problémét a nemfeloldhaté csoportok feletti problémaéra,
melynek coNP-teljessege mar ismert (1asd a [24] cikk ismertetését a csoportokrol szolo
részben).

Félcsoportokra az ekvivalencia-probléma kevésbé tisztazott. A fenti eredmények
mellett a [21] és [16] cikkekben Szabd Csaba és Vértesi Vera tarsszerzsikkel zérusegy-
szert félcsoportokban vizsgaltak a problémat.

Az ekvivalencia-probléma csoportelmélet; vonatkozasain a palyazat résztvevéi koziil
Horvath Gébor és Szabo Csaba dolgozott tovabbi téarsszerzékkel. Korabban is ismert
volt, hogy nilpotens csoportokra és bizonyos feloldhatoé csoportokra az ekvivalencia-
probléma polinomidében megoldhato. A [24] dolgozatban belatjak, hogy minden vé-
ges, nem feloldhato csoportra az ekvivalenciaprobléma bonyolultsdga coNP-teljes. A
bizonyitas a grafok k-szinezhet@ségére vald visszavezetéssel torténik, ahol k£ a csoport
elemszama.
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A [19] cikkben Horvath Géabor és Szabo Csaba miivelettablaval megadott véges cso-
portokban torténd azonossagellendrzést vizsgalnak bonyolultsagelméleti szempontbol.
Meta-Abel csoportok egy b6 osztalyara bebizonyitjak, hogy egy azonossag ellendrzése
a csoporton belill az azonossidg hosszanak polinomidejében lehetséges. Ugyanezen
csoportokban egyenletek megoldhatosaganak bonyolultsagat is vizsgéljak. Megvala-
szoljak Goldmann és Russel egy 1998-ban feltett kérdését: megmutatjak, hogy poli-
nomidGben eldonthetd, hogy egy egyenlet megoldhatd-e a hatelemd S5 csoport felett.

Ugyancsak termekkel kapcsolatos, bonyolultsagelméleti szempontbol érdekes kér-
dés egy véges A algebra altal generalt varietashoz valo tartozas kérdése egy inputként
adott B algebrarél. A B algebra pontosan akkor van benne az A altal generalt va-
rietasban ha az A-ban teljesiils azonossagok B-ben is teljesiilnek. Igy a probléma
nehézségének egy természetes mértéke az tgynevezett [-fiiggvény: adott n > 0-hoz
B(n) a legkisebb olyan k szam, hogy a legfeljebb n elemii B algebrak mindegyiké-
ben elegendd a legfeljebb k hosszi azonossagokat ellenérizni. Kun Gébor és Vértesi
Vera a [34] dolgozatban belatja, hogy a f fiiggvény nagysagrendje akarmilyen foku
polinomnél nagyobb lehet. A bizonyitas sordn minden k-hipergrafthoz definidlnak
egy-egy algebrat. Egy konstrukcidval visszavezetik a tagségi problémat a hipergraf-
szinezhet&ség probléméjara, és belatjak, hogy bizonyos kritikus hipergrafokra leg-
alabb O(n*) hosszti azonossagra van sziikség. Az alsé becslés gy adodik, hogy lapos
hipergrafalgebrak azonosségaira alkalmas normalformat definidlalnak.

4. Részben rendezések, halok.

Minden CSP-probléma koédolhatod részbenrendezés retrakeioi segitségével, igy termé-
szetes megkozelités a vizsgalatok megszoritasa részbenrendezésekre. Kun Gabor egy
még kéziratban 1év6 dolgozataban kiterjeszti a fundamentalis csoport fogalmat rész-
benrendezésekre, és belatja, hogy minden nemtrivialis fundamentalis csoportd rész-
benrendezéshez tartozé retrakcidoprobléma NP-teljes. Jellemzi ezeket azzal a tulaj-
donsaggal, hogy az altaluk generalt rendvarietdsban nincs korona. Sejtése szerint
pontosan ezek az NP-teljes retrakcioproblémék. FErdekes topologikus mellékaga a
kutatéasoknak a kovetkezé tétel: egy kompakt szimplicialis komplexusnak pontosan
akkor retraktuma a zéart korvonal ha fundamentalis csoportjanak homomorf képe az
egész szamok additiv csoportja.

Kun Géabor és Szabo Csaba az |5] cikkben Jonsson-termeket és majdnem-tobbségi
fiiggvényt konstruélnak polinomidsben (ezekkel rendelkezé részbenrendezéseken). To-
polégikus algoritmusukat hasznalva Larose, Loten és Tardif jellemezték az els6rend-
ben definialhaté CSP-problémékat.

ElsGsorban részben rendezésekkel kapcsolatos problémakkal foglalkozik Radeleczki
Sandor is szamos dolgozataban. Stephan Foldessel kozosen az [1] cikkben részben
rendezett halmazok intervallum-fogalmat altalanositja. A [23] dolgozat tébbek ko-
zOtt megmutatja, hogy egy Osszefiiggfen részben rendezett véges halmazhoz tartozo
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rendezés-primal algebra mindig minimalis kvazivarietast general. A [9] és az ezt al-
talanosito [22| cikkben olyan részben-rendezett halmazokrol van szo, amelyek min-
den f6filterén egy rendezésfordité permutacio értelmezhets. Radeleczki és tarsszerzéi
megmutatjak, hogy ezeknek egy kongruenciadisztributiv varietas feleltetheté meg.
Tovabbi dolgozataiban kvézirendezések haldival és pszeudokomplementumok vizsga-
lataval is foglalkozik.

Héaloelméleti problémakat vizsgal Schmidt Tamés [2]| és Fried Ervin [14] dolgozata.
Elsbbiben Gritzer Gyorggyel és Robert Quackenbush-sal kozosen igazoljak, hogy
minden véges halé kongruencia-megérzé modon bedgyazhato egy olyan véges haloba,
melyben minden kongruencia osztalyai egymassal izomorfak, mint héalok.

Végezetill megemlitjiik, hogy Fried Ervin tobb ismeretterjeszté cikket irt, Kiss
Emilnek pedig egy 1000 oldalas tankdnyve jelent meg. Ezek a palyazathoz tartozo
témakban is végeznek ismeretterjesztd tevékenységet. Préhle Péternek a kutatésokat
segits algebra program karbantartasaban volt fontos szerepe.



