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HALOZATI MODELL EGYUTTES QSQDVALOSZiNﬁSEGEK
MEGHATAROZASARA

BIHARY ZSOLT, NAGY NOEMI, SIMON L. PETER

Bizonyos tipust hitelbiztositdsok (BDS) drazdsdnak hdlézati modellen
alapulé lehetOségét vizsgaljuk. Célunk a BDS veszteségfeliiletének kisza-
mitisa a biztositdsi kosarban szereplé cégek egyedi csédvalészintiségeibdl.
Bemutatunk egy intenzitds alapt, dinamikus, halézati modellt, ami jél hasz-
nélhaté a feladat megoldasdra. Emellett ismertetésre keriil a gyakran alkal-
mazott, statikus Gauss-kopula modell is. Megmutatjuk, hogy a két eljards
egymashoz kalibrdalhaté. A hélézati modell egy kozelité véltozataval nagy-
szamu cég esetén is hatékonyan mérhet6 a rendszerkockazat.

Kulesszavak: hilézati modell, pénziigyi folyamatok, rendszerkockézat, mu-
lasztési cseretigylet, BDS

1. Bevezetés

A pénziigyi piacokon a befektetCk szamara lehetOség van arra, hogy hitelde-
rivativak segitségével kotvénykibocsatd cégek nemfizetési kockazata ellen védjék
magukat. Ezekre a hitelbiztositasokra abban az esetben van sziikség, ha a kdtvény-
kibocsatd cég csédbe menne a futamidé lejarata elétt. Az egyik legegyszeriibb a
mulasztdsi csereiigylet, azaz CDS (credit default swap), ami védelmet nyijt egy
kockazatos kotvény vétele esetén. Ennél bonyolultabb biztositas a basket CDS,
azaz BDS (basket default swap), ami tobb (tipikusan 4-6) kiilonbozé cég &ltal ki-
bocsatott kdtvény esetén nytjt fedezetet. Aszerint rangsoroljuk a BDS-eket, hogy
a kosarban szerepl6 cégek koziil hanyadik cég csddbe menetele utan fizet kartéri-
tést: first-to-default (FTD) esetén az els6 cs6dbe keriilést dllapitjak meg kifizetési
idépontnak, mig az n-th-to-default (NTD) azt jelenti, hogy a hitelbiztositas kiiréja
az n-edik cégbedblés utdn fizet csak. A szintetikus CDO (synthetic collateralized
debt obligation) termékek esetén a biztositott portféliGban tébb tucat cég is sze-
repelhet, és a biztositds a portf6liGveszteség egy szeletére (tranche) vonatkozik. A
BDS és CDO tranche tigyleteket korrelacids hiteltermékeknek is nevezik, mivel ara-
zasukhoz elengedhetetleniil fontos modellezni a cégek jovébeli csédeseményeinek
korrelaciéjat.
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Cikkiinkben BDS iigyletek vizsgédlatdra koncentralunk. Az arbitrdzsmentes
arazas feladata ezeknél a termékeknél tipikusan a kovetkezdt jelenti: A kosar-
ban szereplé cégek egyedi cs6dvaldszintiségeit, illetve csédfolyamatait adottnak
tekintjiik, mivel ezek egyszertien kalibralhatéak a cégek piacon megfigyelheté CDS-
araihoz. Az alkalmazott modell korreldcids paramétereit likvid korrelacios termé-
kekbél, vagy az drazandé BDS miltbeli araibdl becsiiljiik. A modell megadja az
egyiittes csodvaldszintiségeket. Ezek utan kiszamitjuk a BDS ugynevezett vesz-
teségfeliiletét, azaz meghatdrozzuk, hogy t id6 elteltével mekkora valdszintliséggel
lesz pontosan i cég cs6édben. A veszteségfeliiletbol és a BDS tigylet feltételes kifi-
zetéseibll a veszteség jelenértéke szamolhatd, és igy bedarazhatjuk a terméket.

A korrelaciés hiteltermékek modellezése fontos részteriilete a pénziigyi iroda-
lomnak, és a befektetési bankok gyakorlatdban is komoly szerepet jatszik. Tobbféle
modelltipust kiilonboztethetiink meg. A statikus modellek nem prébaljak a cs6-
deseményeket sztochasztikus folyamattal reprezentalni, hanem minden lehetséges
lejaratra kiilon kalibraljak az egyiittes csodvaldszintiségek rendszerét. Ezek kozé
tartozik a Gauss-kopula modell [15], aminek kiilonbozé valtozatai a mai napig a
legelterjedtebbek a pénziigyi gyakorlatban. A kovetkez6 fejezetben réviden ismer-
tetjitk majd a Gauss-kopula modellt, mivel javasolt modelliinket ezzel a standard
modellel fogjuk Gsszehasonlitani.

A dinamikus modellek sztochasztikus folyamatot feltételeznek a cs6desemé-
nyekre. Ezeken beliil a strukturdlis modellek [13] megprébéljék a cégek eszkozér-
tékét korrelalt médon modellezni, csédesemény akkor kovetkezik be, ha az eszkoz-
érték egy kritikus szint ala esik.

Az intenzitds alapt, vagy redukdlt modellek [8, 10, 23] sztochasztikus pontfo-
lyamatként reprezentaljak a csodeseményeket. Ezekben a modellekben az egyiit-
tes viselkedést a cs6desemények intenzitasanak korrelacidja ragadja meg, amit egy
vagy tobb kozos intenzitasfaktor valésit meg. Ennek kozgazdasagi interpretécio-
ja szerint a cégek mindegyike csatolédik kiilonb6zé makrofaktorokhoz, igy piaci
valsagok idején sok egyszerre megy csédbe. Matematikai szempontbdl ezekben a
modellekben a kozos faktorok egy rogzitett értéke mellett a cs6desemények felté-
telesen fiiggetlenek.

A pénziigyi gyakorlat és empirikus tesztek [14] egyardnt azt mutatjik, hogy
a feltételesen fiiggetlen modellek realisztikus paraméterezése mellett a csédkorre-
laciék meglehetosen gyengék. Ezért, és intuitiv okokbdl tobb szerzé tigynevezett
fert6z6 modelleket vezetett be. Ezekben egy cég csédje egyéb cégek csodjét in-
dukélhatja akar kozvetleniil, akar a csédintenzitasok nagymértékli névelésén ke-
resztiil. A fertéz6 modellek lehetnek statikusak [7], illetve dinamikus strukturdlis
alaptak [9]. Egyéb munkék a fertézéseket a cégek hitelértékelés-migraciéjaval [11],
vagy halézati modellekkel [1] ragadtdk meg.

Ebben a munkédban egy egyszerili intenzitas alapt modellt mutatunk be, amely-
ben a cs6dbe men6 cég fertézése egyéb cégek csédintenzitasainak novelésével terjed
a pénziigyi halézaton. A matematikai modell felépitése sordn a fertozés és informéa-
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cidterjedés hélézati modelljeibdl indulunk ki, egy olyan ST (susceptible-infected)
dinamik&ju modellel, amiben spontan fertézddés is van. A jarvanyterjedés halo-
zaton széles irodalommal rendelkezik [3, 6, 19], ezen dsszefoglalé miivekben ismer-
tetik a jarvanyterjedés modellezésének lehetOségeit kiillonbozé dinamikdk mellett.
A pontos modell egy sztochasztikus folyamat, amihez kapcsoléddan felirhatéak az
un. alapegyenletek, amelyek egy linearis differencidlegyenlet-rendszert alkotnak.
Ezek az egyenletek kisebb héldzat esetén explicit médon felirhatéak, ezt az eljarast
a 3. fejezetben tekintjiitk at. A klasszikus Gauss-kopula mdédszerrel szemben meg-
kozelitésiink dinamikus és hélézati modellen alapul. fgy modelliink betekintést
enged az egyes cégek allapotaiba barmely idépillanatban, emellett megvizsgalhat-
juk a rendszer viselkedését a halézat felépitésének fiiggvényében. A 4. fejezetben
kidolgozunk egy kozelité eljarast, amelynek segitségével hatékonyan és gyorsan
elemezhetd sok résztvevis rendszerek viselkedése is. Ennél a moédszernél az egyes
csucsok dllapotanak valészintiségeire irunk fel kozelit6é differencidlegyenleteket le-
zaras segitségével. Alkalmazasképpen kiszamitjuk és Osszehasonlitjuk kiilonbozo
pénziigyi halézatok rendszerkockédzatat.

2. A probléma felvazolasa és a Gauss-kopula modell bemutatasa

Legyen adva N darab kotvénykibocsato cég, és tegyiik fel, hogy ismerjiik va-
lamely T id6pontban az egyes cégek csédbe jutasi valdszinliségeit, jeloljiik ezeket
Dg-val, ¢ = 1,..., N, illetve adott még a cégek kozotti kapcsolat erdssége is. A
kérdés, hogy hogyan lehet ez alapjan kiszamitani az egyiittes cs6desélyeket, az-
az a D(i) értékeket, amely mennyiségek azt adjidk meg, hogy mi a valdsziniisége,
hogy pontosan i darab cég van cs6dben a T idépontban, ¢ = 0,..., N. Ezen D(i)
értékek alapjan torténik a BDS-ek bedrazésa, de ennek az eljarasnak az ismer-
tetése nem képezi a cikk targydt, szdmunkra csak a D(i) értékek meghatdrozdsa
a cél. Elészor a pénziigyi életben hasznalt Gauss-kopula modellt fogjuk réviden
bemutatni, majd Osszevetjiik az eredményeit az altalunk kinalt modellel, és meg-
vizsgaljuk, hogy a két eljarast egymdshoz lehet-e kalibralni a kiilonb6z6 bemeneti
paraméterek megfeleld beallitasaval.

Reprezentélja V,(T') standard normalis eloszlast valészintiségi véltozé a g-adik
cég (normalizdlt) eszkozértékét a T idSpontban, és legyen B, (T) egy determinisz-
tikus korlat, ¢ = 1,..., N, T € R{. Ha az eszkozérték a B,(T) korldt ald esik,
akkor a cég csédbe megy, azaz p,(T'), a g-adik cég csédjének a valdszinlisége T-ben:

pq(T) = P(Vq(T) < Bq(T)) = ¢(Bq(T))a

ahol ¢ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.
Az eszkozértékek kozotti kapesolat a kovetkezoképpen van megadva, rogzitett
p € 10, 1] korrelacié paraméter mellett:

Ve =VpZ ++/1—pYy, q=1,...,N,
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ahol Z és Y,, ¢ = 1,..., N fiiggetlen standard normélis eloszldst valdsziniiségi
valtozok. (Az eszkozértékek kozotti kapesolat idében nem valtozik.) Ezek alapjin
Vg ~ N(0,1), és kénnyen lathatd, hogy barmely két cég kozotti korreldcié p, tehét
a p értéke adja meg a cégek egymasra hatdsanak erésségét, ami ebben a modellben
minden cég kozott ugyanakkora, tehat a kapcsolati halé homogén.

Adottak valamely T id6pontban az egyes cégek csédjének valészintiiségei, azaz
apg = pg(T) értékek, g =1,..., N, illetve a p € [0,1] korreldcié. A By(T) korlatok
a T idépontban kénnyen visszaszdmolhatdk a bemeneti adatok alapjan: B, (T') :=
¢~ 1(py). Rogzitsiink le egy konkrét z € R értéket, és vizsgaljuk Z = z esetén
a kiilonboz6 feltételes valészintiségeket, ugyanis ebben az esetben a V, valtozék
fiiggetlenek. Ekkor V, = \/pz + /1 — pYy, vagyis V; ~ N(\/pz,/1—p) és

Po(T|Z = 2) = P(Vy(T) < By(T)|Z = z) = ¢<W>’

ahol p,(T'|Z = z) jeloli a g-adik cég csédjének a valdszinliségét t-ben, feltéve, hogy
Z = z. Ezen értékek fiiggvényében kiszamithatok a D(i|Z = z) mennyiségek, azaz
annak a valésziniisége, hogy pontosan i darab cég van csédben T-ben, feltéve, hogy
a Z valdszinliségi valtozo értéke a rogzitett z szam. Itt fogjuk kihaszndlni, hogy mi-
vel a V, véltozdk fliggetlenek, igy a kiilonboz6 cégek csédben levésének eseményei
fliggetlenek, tehat szorzatként felirhatéak. Példaul annak az esélye a Z = z feltétel
mellett, hogy 0 darab cég van csédben: D(0|Z = z) = II)L, (1 — p(T|Z = =2)),
illetve a tobbi D(i|Z = z) feltételes valdsziniiség is hasonléan szamolhatd.

Ezek utan hasznaljuk a teljes valdsziniiség tételét folytonos esetben, igy meg-
kapjuk a keresett D(i) értékeket, azaz hogy mi a valdszin{isége annak, hogy pon-
tosan ¢ cég van cs6dben a T idépontban:

—+oo
D(i) = D(i|Z = z)p(2)dz, i=0,...

— 00

N

) )

ahol ¢ a standard normalis eloszlas strliségfiiggvénye. Erdekes észrevétel, hogy
habar a kimeneti adatokat is abban az idépontban kapjuk meg, mint amiben a
bemeneti adatokat adtuk meg, a mddszer soran nem kellett ismerni a 7" idépontot.
Ilyen értelemben a Gauss-kopula mddszer statikusnak tekintheto.

3. A halézati megkozelitésen alapulé modell

Most nézziik meg, hogyan lehet ezt a problémat elhelyezni a hélézati modellek
vilagdban. Egy természetesen adddd intenzitds alapt halézati modellt ajanlunk
a cégek egyiittes cs6dvaldsziniiségeinek leirasara. Ez a modell alkalmas a Gauss-
kopula modellel valé 6sszevetésre, illetve a rendszerkockéazat vizsgédlatara, azonban
csak kis N-re alkalmazhaté a nagy szamitasi igény miatt. A 4.1. részben egy
masik mdédszert kindlunk, ami nagy csicsszamu halézatra is alkalmazhato.
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3.1. A halézati modell leirdsa

Egy silyozott graffal fogjuk szemléltetni a cégek kozotti kapcsolati halot. A
graf csucsait tekintjiik a cégeknek, mig az egyes csicsok kozotti éleken 1évo suly
jelzi az adott cégek kozotti kapcsolat erGsségét. Legyen N a csicsok szama és
barmely cstcs két lehetséges allapotban lehet: S — mikods, I — cs6dbe ment,
azaz jarvanyterjedési folyamatként tekintiink a cégek csédbe jutasara. igy egy
2N gllapotterti X(t),t € RY Markov-lanchoz jutunk, ahol X(t) egy olyan vals-
szinliségi valtozd, mely minden rogzitett ¢ € Rar idépontban megadja, hogy a
folyamat melyik dllapotban van. Az allapotteret jeloljitk S-sel, és vezessiik be az
S* jelolést a k darab csédot tartalmazé allapotok részhalmazara, igy S* elemei:
{8, 85,...,8k }, ahol dj, = (¥), k=0,...,N. Az S* halmaz i-edik eleme esetén
az SF allapotban az l-edik cstics allapotét SF(1) jeloli.

Feltessziik, hogy kezdetben minden cég miikodik, és a csddbe menés végleges
allapotvaltozas, azaz barmely csics esetén csak S — I atmenet torténhet, tehat
ST tipusi dinamikéaval dolgozunk. Barmely cég csodbe jutasat két tényezo be-
folyasolja: egyrészt minden céghez tartozik egy A\, € Ry, ¢ = 1,..., N spontén
csOdbe menési rata, ami a cégek sériilékenységét méri, masrészt a mar csédbe ju-
tott cégek hatnak a még miikodé szomszédaikra a graf G = ((wpq)) € RVN
adjacencia métrixdban tarolt nemnegativ ratakkal, tehat wy, , jelentse a p-edik cég
hataserésségét a g-adik cégre, ezt a hatdserdsséget élsulynak is nevezziik a tovab-
biakban. Az S — I atmenetet egy exponencidlis eloszlasi valdszinliségi valtozo
irja le, aminek a paramétere

ri() == N1+ > Wp,1); (1)

{pe{1,....N}|SF(p)=1}

feltéve, hogy SF(I) = S, azaz az l-edik cég még nincs csédben. Tehdt ezzel a
rétéval keriil az l-edik cég csédbe az SF allapotban.

A halozat és a dinamika leirdsa utdn felirjuk a folyamatot pontosan modellezé
2N dimenziés alapegyenlet-rendszert, a feliras részletei a [20] cikkben megtaldlha-
téak. Ehhez vezessiik be minden S¥ € S*, i = 1,...,dy, k = 0,..., N esetén a

Hg,. a2 ,SE miltja” halmazt: H, = {h e{l,....de} | Nl e{1,... N}

Sk(ly) = 1,851 (1y) = 8,85 (m) = SEL(m),Ym # ly,m = 1,.. N} és a HE,

az I joviie” halmazt: H, = {j e{l,....dea} |3l €{1,... N}:Sk1,) =
S, Sf“(lj) =1,8Fm) = Sf“(m),Vm #lim=1,.. .,N}. Tehét az SF miiltja

halmaz tartalmazza az Gsszes olyan S*~! halmazbeli dllapot indexét, melyek pon-
tosan egy cstics allapotaban térnek el az SF dllapottdl, hiszen csak ilyen llapotok
kozott kovetkezhet be kozvetlen dllapotvéltozds. Az SF jovéje halmaz jelentése is
értelemszeriien adodik az elébbi alapjan.
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Jelolje g (t) annak a val6szintliségét, hogy a ¢ id6pontban a Markov-folyamat
az SF &llapotban van. Ekkor az alapegyenlet-rendszer alakja:

dse(t)= Y Mg () = (Y ril)zs(t), (2)
hEH;f JEH],

i=1,...,dy, k=0,...,N.
Az egyenletrendszerre a kompaktabb &(t) = Px(t) alakban is hivatkozhatunk.
Az alapegyenletek felirdsat egy 3 csticsu grafon szemléltetjiik.

3.1. Példa. Legyen N = 3. A = ((wp,q)) € R3*3 a graf adjacencia méatrixa és
a Mg, ¢ = 1,2,3 értékek a spontan csédbe keriilés ratdi. Ekkor az alapegyenletek:

Zsss(t) = — (A1 + A2 + A3)zsss(t)

zrss(t) =Mzsss(t) — (A2(1 +wi2) + As(1 +wi 3))xrss(t),

Zsrs(t) =Xexsss(t) — (AM(1+wa1) + As(1+wa3))rsrs(t),
1( )

t

(
(
(
(
(t
(
(
(

TssI

)2

ML+ wo1)zsrs(t) + Aa(l + wi2)rrss(t) — As(1 + wi g +waz)zrrs(t),
M +ws1)zssi(t) + As(1 4+ wi3)zrss(t) — A2 (1 + wi 2 +ws2)zrsi(t),
Ao(1+ws2)rssr(t) + As(1 +waz)rsrs(t) — Ai(l +wa1 +ws1)rsrr(t),
=A3(1+wi 3 +was)rrrs(t) + Aol 4+ wi 2 +ws2)wrsr(t)+

+ M (1 +we 1 +wsi)rsrr(t).

ZIrs

Trsr(t

) )

) )
Aszsss(t) — (M (1 4+wsa) + Aa(l+ws2))zssi(t),

( ) —

( ) —

(

) =
)
)
)
)
)
tsrr(t)
@rrr(t)

A rendszer masodik egyenlete példaul azt rogziti, hogy az (ISS) allapotba
az (5S5S) allapotbdl juthatunk el spontan csddbemenéssel \; ratdval, emellett az
(ISS) éllapotbdl kimehetiink Ag(1 + wq 2) ratdval az (I1S) allapotba dgy, hogy
vagy a masodik cég spontan csddbe megy, vagy az els6 cég csédbe viszi a masodi-
kat, illetve az (IS5S) dllapotbdl dtmehetiink az (I.ST) allapotba dgy, hogy vagy a

harmadik cég spontan cs6dbe megy, vagy az elsé cég csédbe juttatja a harmadikat
)\3(1 + wl,g) rataval.

3.2. Eljaras a cs6dvaldsziniliségek meghatarozasara a halézati modell
segitségével

Most megmutatjuk, hogy ez a halézati modell hogyan hasznélhaté a fent is-
mertetett drazasi probléma kezelésére, azaz hogyan lehet eljutni az egyes cégek
cs0dbe menési valészintiségeinek ismeretébol az egylittes bedodlési valoszintiségek-
hez. A Gauss-kopula modellben a cégek kozotti korreldcidt a p paraméter adja
meg, mig a hélézati modellnél a kapcsolat erGsségét a G szomszédsagi matrix irja
le, jelen esetben wy ) := w, valamely rogzitett w esetén, p,q = 1,..., N, igy meg-
tartva a homogén kapcsolati hdlét. Tehat adott a cégek kozotti kapesolat erGssége
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w paraméterrel, illetve adottak a T id6pontban az egyes cégek csédbe jutasi valo-
szinliségei, azaz a pg értékek, ¢ =1,..., N. Ujdonség, hogy ennél a moédszernél a
T idSpontot is pontosan meg kell adni, ellentétben a Gauss-kopula modellel.
Tekintsiink a (2) alapegyenlet-rendszert. A p,(t) valésziniiségek és az egyenlet-
rendszer véltozéi kozott felirhaté egy egyszerti dsszefiiggés minden t € Ry esetén:

N

Pat) =Y > zsr(t), ¢=1,...,N. (3)

k=1 {ie{1,....di }|SF (@)=}

Ezek a képletek azt fejezik ki, hogy a ¢-adik cég pontosan akkor van csédben,
ha a folyamat egy olyan allapotban van, ahol a g-adik cég csédben van, igy ezek
diszjunkt uniéja kiadja a vizsgalt eseményt, azaz a valdszinliségeik 6sszege megadja
a pg értéket.

Fontos 14tni, hogy a hélézati modellhez sziikséges A\, spontdn beddlési ratak
nincsenek megadva, igy el6szor szeretnénk megkapni Oket az eddigi informécidk
alapjan. Ehhez bevezetjiik a kovetkezd § fliggvényt:

A1 pi(T) = p1
: - : ;
AN pn(T) — PN
ahol py(T') jeldli a (3) Gsszeftiggéssel megadott fuggvényeket a T idépontban. ElS-
sz6r megoldjuk numerikusan a (2) egyenletrendszert tetszéleges (A1,..., An) vek-
tor és a kezdetben megadott w bemeneti paraméter mellett, az 2(0) = (1,0,...,0)

kezdeti feltétellel, azaz a 0 idopontban minden cég miikodik még. Ezek utan ki-
szamitjuk az egyenletrendszer megolddsainak felhaszndldsdval a (3)-ban megadott
pq valészinliségeket a 1" idépontban. Azt keressiik, hogy mely A, értékek mellett
vesz fel az § fiiggvény nulldt. A numerikus tapasztalatok azt mutatjak, hogy ezen
Aq értékek egyértelmiien meghatdrozhatdak, azaz a modelliink jol kalibrdlhato.
Tehat visszakerestiik azokat a g, ¢ = 1,..., N értékeket, melyek esetén a T
idépontban az egyes cégek beddlési valdszinliségei megegyeznek az elbre elvart p,
értékekkel, g = 1,..., N. Miutdn megvannak a megfelel6 spontan beddlési ratak
értékei, numerikusan megoldhaté a (2) alapegyenlet-rendszer és kiszamithatéak a
megoldasfiiggvények segitségével az egyiittes bedOlések valdszintliségei:

d;j
Dilt) =Y (1),

ahol D;(t) jeloli annak a valdszin{iségét, hogy ¢ darab cég van csédben a t idépont-
ban.

Az eljards bemutatdsa utan szeretnénk a Gauss-kopula és a hélézatos modell
eredményeit 6sszevetni azonos bemeneti paraméterek esetén, azonban ez nehézség-
be {itkozik, mert a cégek kozotti kapcsolatokért felelés mennyiségek, a p és az w
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viszonya nem ismert. Azonban ezen bemeneti paraméterek megfelelé valasztdsa-
val a két eljards egymdashoz kalibrélhatd, azaz a hélézatos modellel kapott D;(T")
értékek jol illeszkednek a Gauss-kopula modell D(i) értékeire, amit az 1. dbrdn
szemléltetiink. Itt az ldthatd, hogy el6re megadott p, valdszintiségek esetén a p
paraméterhez megvdlaszthaté egy olyan w érték, mely esetén a D(i) és a D;(T)
valdszintiségek megfeleléen kozel vannak egyméshoz. Ez azt mutatja, hogy ez az
4j mddszer is jol hasznédlhaté a feladat kezelésére. A mi modelliink f6 elénye, hogy
dinamikus, azaz megadja a folyamat osszes allapotanak valdszinliségét minden
idépillanatban, szemben a Gauss-kopula modellel, ami csak az egyiittes csédva-
l6szintiségeket hatarozza meg, és csak a vizsgdlt T idopontban. Modelliink igy
lehet6séget teremt a folyamat mélyrehatobb vizsgalatara, illetve heterogén kap-
csolati haloval ellatott haléozat elemzését is lehetové teszi.

0.7, T

1. dbra. A két mddszerrel kapott D(i) és D;(T) értékek, i = 0, ..., 5, dsszehason-
litdsa (zold gorbe: Gauss-kopula modell, kék gorbe: hélézati modell). Bemeneti
adatok: (p1, Pa, P, Pas P5) = 0.1014 - (1,1,1,1,1), w = 0.35, p= 0.2 T = 1.

4. A rendszerkockazat mérése a halézati modell segitségével

A tovabbiakban egy 1j problémaval foglalkozunk, kihasznalva a hal6zati mo-
dell nytjtotta elénysket. Az eldbbi modell eredményeként kapott D;(t) fiiggvények
segitségével a pénziigyi élet egy fontos kérdésére is valaszt taldlhatunk: hogyan val-
tozik a rendszerkockézat az id6 fiiggvényében kiilonb6zé kapcsolati halok esetén.
Itt megjegyezziik, hogy a rendszerkockazatnak nagyon sokféle értelmezése lehetsé-
ges, amelyek szdmos szakirodalomban megtaldlhatéak [18, 5, 4, 21, 16]. Ebben a
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munkaban a rendszerkockazat alatt a cs6dok szamanak varhatd értékét értjitk az
id6 fiiggvényében, és a kovetkezd formulaval definialjuk:

N
K(t) =" iD;(t).
i=1

Sajnos, az ajanlott 1j eljards — és igy a rendszerkockdzat meghatarozasa — csak
kis N esetén miikodik, ugyanis beleiitkéziink a szokasos gondba, hogy a 2%V mére-

s 2 e e

masik eljarast kinalunk a rendszerkockdzat mérésére, mely nagy N-re is alkalmaz-
haté.

4.1. A csucsok szintjén felirt egyenletek

A (2) alapegyenlet-rendszer egyenletei alapjin szeretnénk felirni egy kisebb
dimenziés kozelité differencidlegyenlet-rendszert, az uin. csdcsok szintjén felirt
egyenleteket [22, 19]. A redukélt rendszer segitségével kiszamoljuk a rendszerkoc-
kazatot, illetve azt tanulmanyozzuk, hogy hogyan befolyasolja a graf struktiraja
a rendszerkockazat alakulasat kiilonb6z6, nagy méretii halézatok esetén.

4.1.1. A modell formalizalasa
Vezessiink be néhany 1j jelolést. Legyen (I,)(¢) annak a valészintisége, hogy a
g-adik cég cs6dben van a t idopontban. Tehét
N
)W) =" > as(t), q=1,...,N,

k=14€Gk(I)

ahol GE(I) := {i € {1,...,dy} | SF(q) = I'}. Emellett hasznalni fogjuk a kivetkezd
jeloléseket is:

N-1
(S =" > welt), g=1,...,N,
k=0 icGk(S)
N-1
(Sqlr)(t) == xgr(t), g=1,...,N,r=1,...,N,
k=1 ieGk (S.I)

a GF(S) == {i € {1,...,dx} | SF(q) = S}, GE.(S,1) = {i € {1,...,ds} |
Sk(q) = S,8F(r) = I} jelolések mellett. Tehat (S,) jelsli azon allapotok va-
16szintiségének Osszességét, melyekben a g-adik csics miikods cég, illetve (S, I;)
annak a valdszinliségét, hogy a g¢-adik csucs miikodik, az r-edik csédben van a
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t idépontban. A (2) alapegyenlet-rendszerbdl kiindulva szeretnénk (I,)-ra felirni
egy differencidlegyenlet-rendszert.

A (2) egyenletek teljesiilése esetén az (I;) fiiggvényekre fennallnak az aldbbi
differencidlegyenletek:

N
(L) () = A SO+ Y Agwpg(Sap) (), a=1,...,N. (4)

p=1,p#q

A bizonyitast hosszadalmas technikai részletei miatt itt nem kozoljitk, az &llitast
egy késébbi dolgozatban igazoljuk.

Megjegyezziik, hogy ha a kapcsolati halé homogén, és a spontan csédbe jutasi
raték is azonosak, azaz wp ¢ = w, Ay = A, p,g = 1,..., N, valamely w és A mellett,
akkor a (4) rendszerbdl levezethetd egy pontos atlagoldson alapulé egyenlet az
atlagos cs6édszamra:

(I)(t) = MS)(t) + (N — 1)Aw(ST)(1),

amennyiben a dinamika ST tipusi és az (1) fiiggvénycsaladdal adjuk meg az &t-
meneti ratakat.

A (4) egyenletrendszer alapjin megadunk egy kozelité differencidlegyenlet-
rendszert is, melynek megoldasai az (I,;) valészinliségeket kozelitik.

4.1. ALLiTAS. Felhaszndlva az (S,) = 1 — (I,) dsszefiiggést és az (S,I,) ~
(Sq) - (Ir) kozelitést az egyenletek lezdrdsara, a (4) egyenlet egy kozelitését kapjuk.
A kozelits egyenletek a kovetkez6 alakuak:

N
i1 = M=z, (1+ Y wperp®), a=1. N, ()

p=1,p#q

ahol az x, fiiggvények jelolik a kizelité egyenlet megoldésait.

Bizonyitds. Mivel (I) &~ x4, (Sq) = 1—xq, és (SyIp) = (Sq) - (L) = (1 —xz4)zp,
ezért a kozelito differencidlegyenlet-rendszer:

N
Tq(t) = Ag(1 —z4(t)) + Z Aqwp,q(1 = 24(t))zp(2).

p=1,p#q
O

Az (5) differencidlegyenlet-rendszer megoldédsa utan a rendszerkockézatot konnye-
dén szamolhatjuk a

N
K(t) = a,(t)
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képlet segitségével, hiszen x, kozelitéleg meghatdrozza a g-adik cstcs csédjének a
valészintiségét. Az (5) modell elénye, hogy tetszélegesen nagy N esetén is gyorsan
megoldhaté numerikusan.

rendszerkockazat

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 14 1.6 1.8 2

1
ido

2. dbra. Rendszerkockdzat az id§ fiiggvényében teljes (kék) és csillag (z6ld) grafon
a (2) alapegyenletekkel (folytonos) és az (5) modellel (szaggatott gorbe), N = 5,
Ag=1,w=2.

A 2. brén osszevetjiik az (2) és a (5) modellek eredményeit egyforma, spon-
tan cs6dbe menési ratak mellett kiillonb6zo graftipusokon: teljes és csillag grafon
rogzitett 6sszélsily mellett, tehdt ha Z;V:l 25:1 wp,q adott. Lathatd, hogy a rend-
szerkockdzati gorbék kvalitative nagyon hasonléak, {igy az (5) modell alkalmas a
(2) rendszer helyettesitésére nagy N esetén. Megjegyezziik, hogy az (5) rendszer
ugyanolyan eredményt ad kor- és teljes graf esetén, mig a (2) modellel kiilonbo-
70 rendszerkockédzati gorbéket kapunk. Ennek magyarazata kés6bb taldlhaté. A
kovetkez6 részben az (5) kozelitd rendszer viselkedését vizsgédljuk meg kiilonboz6

strukturaju grafok esetén.
4.1.2. A modell vizsgdlata

Ebben a részben egyrészt explicit képletet adunk a rendszerkockazat kiszami-
tasdra az (5) rendszer alapjan néhiny egyszerii esetben, mdasrészt arra keressiik
a valaszt, hogy csokkenthet6-e a rendszerkockazat a graf struktirajanak megfe-
lel6 megvalasztasaval, illetve specidlis strukturdju grafok esetén hogyan alakul a
varhatoan csédben 1év6 cégek szama az id6 fiiggvényében. Ilyen és ehhez hasonlo
kérdésekkel gyakorta lehet taldlkozni az irodalomban, példaul azzal a felvetéssel
is, hogy a haldzat 0sszekapcsoltsaga noveli, vagy csokkenti-e a rendszerkockazatot
[17]. A tapasztalat azt mutatja, hogy attdl fiiggéen, hogy a rendszerkockézatot
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hogyan definidljak és milyen modellekkel dolgoznak, kiilonb6z6 valaszokat lehet
kapni ezekre a kérdésekre [2, 4].

A ko6zelit6 egyenletrendszer analizise egyszerii esetekben FEldszor néhany
egyszeri megallapitast tesziink, ugyanis ha a cégek sériilékenysége azonos, akkor
az (5) differencidlegyenlet-rendszer leegyszeriisodik, igy megoldhat6 elemi mod-
szerek segitségével. Két lemmaédt fogalmazunk meg — melyeket egyszerliségiikbél
adododan bizonyitas nélkiil kozliink — az els6t homogén, mig a masodikat heterogén
kapcsolati halé esetén.

4.1. LEMMA. Ha Ay =\, wp g =w, p,q=1,..., N, valamely \ és w mellett, és
a kezdeti feltétel a szokdsos, azaz x4(0) =0, ¢ = 1,..., N, akkor az dsszes cég hely-
zete ugyanugy fog alakulni, azaz ilyenkor x4(t) = x(t) teljesiilni fog valamely x(t)
fiiggvény esetén. Felhasznélva a feltételeket, az (5) differenciglegyenlet-rendszerbél
egy szétvalaszthato valtozoju differencialegyenlethez jutunk:

(t) = A1 — x(t))(l F(N— 1)w:c(t)>.
Melynek megoldédsa az x(0) = 0 kezdeti feltétel mellett:

z(t) =1 1,aho]oz=1—|—(N—1)w.

et)\a +a—

Ekkor a rendszerkockézat képlete: K(t) = Nz(t) = N - (1 — eﬂ++a_1)

42. LEMMA. Ha Ay = A\, ¢ = 1,..., N, valamely X mellett, és a kezdeti fel-
tétel £4(0) =0, ¢ = 1,..., N, akkor az (5) rendszerbdl a kovetkez6 N valtozos
differencialegyenlet-rendszerhez jutunk:

xq(t):x(qu(t))(u 3 w,,,qx,,(t)), g=1,...,N. (6)

p=1,p#q

Haa ZZ=1 g W, érték, azaz az egy csucsba befuté sulyok dsszege fiiggetlen g-
tol, tehdt >, ., Wp,q = B, minden ¢ =1,..., N esetén, akkor x,(t) = y(t), ¢ =
1,..., N teljesiilni fog a (6) rendszer megolddsaira valamely olyan y(t) fiiggvény
esetén, melyre

g(t) = A1 = y(®) (1 + By(1)),

vagyis minden z,(t) fiiggvényre ugyanazt a megolddst kapjuk: y(t) =1
Ezek alapjan a rendszerkockazat is kiszamithato:

___14+B
eAIFB) 1B *

K(t) = Ny(®) = N - (1~ %)' "

Ezzel magyarazhato, hogy ha az 6sszélstlyt lerdgzitjiik, akkor példaul kérgrafon
és teljes grafon ugyanazt az eredményt kapjuk, ha az id6 fiiggvényében dbrazoljuk
a rendszerkockdzatot az (5) rendszer alapjén.
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Specialis struktiraji grafok esete Ebben a részben a rendszerkockézati gor-
be valtozasat kovetjiikk nyomon a grafstruktira fiiggvényében. Nyilvan, ahogy az
éleken talalhaté osszsulyt noveljiik, azaz egyre szorosabb kapcsolatot tesziink fel
a cégek kozott, igy a rendszerkockéazat egyre jobban novekszik, tehat adott idé
alatt varhatéan egyre tobb cég keriil csédbe. Ugyanez mondhaté el a cégek sérii-
lékenységének novelése esetén. Ezért allando 6sszsuly és rogzitett spontan csédbe
menési ratak mellett fogjuk tekinteni a kiilonboz6 graftipusokon a rendszerkockéa-
zat idébeli lefolyasat. A kérdés az, hogy hogyan érdemes bedllitani a kapcsolati
h&lét, hogy minél kisebb legyen a varhatéan csédben 1év6 cégek szdama. A folya-
matot specidlis strukturaju irdnyitatlan grafokon, azaz teljes, kor- és csillag gréfon,
emellett véletlen grafokon: regularis, bimodélis véletlen grafon, illetve Barabdasi—
Albert-gréfon [12] is vizsgdljuk. Az 6sszélsily legyen: Z;V:l Zflvzl Wp.q = 2wN, és

A¢ =1,g=1,..., N, agrafok struktirajanak megfeleléen elosztva az egyes éleken,
példaként teljes graf esetén egy élen N%J“\’,N 0= 2“ 7 stly lesz (mindkét irdnyban),

mig korgraf esetén 22“’1\1[\7 = w, és csillag graf eseten 2(2 = ‘”N . A tovébbiakban

a vizsgalatok soran mindig 0 kezdeti cs6dbdl inditjuk a folyamatot.

A numerikus eredményekbdl azt latjuk, hogy az id6 fliggvényében abréazolt
rendszerkockdzati gérbe nagyon hasonld a vizsgalt grafokon. A homogén silyozs-
st esetekben, vagyis a teljes és a regularis véletlen grafon a rendszerkockazat eloall
a (7) képlet alapjan, ahol B = 2w, hiszen ezekben az esetekben az egy csticsbdl
kiindulé élsilyok Gsszege allandé. S6t, még a korgraf rendszerkockazata is egybe-
esik az elébbiekével, mivel itt is az egy csucsba befutd silyok Gsszege fliggetlen a
csucstol, és ez az érték megegyezik mindharom graf esetén. Ezen gérbéhez képest
elemezziik a tobbi grafhoz tartozé rendszerkockazati gorbe helyzetét. A folyamat
kezdeti szakaszéban a heterogén sulyozdsi grafok a (7) gorbe felett vannak, mi-
nél heterogénebb (csillag, majd Barabési-Albert, végiil a bimodalis graf), anndl
inkdbb felette, majd az id§ elérehaladtdval a (7) gorbe ald mennek (ugyanilyen
sorrendben).

A rendszerkockazati gorbék hasonlésiaga arra enged kovetkeztetni, hogy irdnyi-
tatlan grafok esetén, ha az Osszsuly fix, akkor a kapcsolati halé specidlis beallita-
saval se lehet a rendszerkockazatot latvanyosan lecsokkenteni. Fz motivélja, hogy
megvizsgaljuk ugyanezt a kérdést irdnyitott, specidlis struktiraju grafok esetén
is. Csak néhany jol atlathaté esettel foglalkoztunk: korgraf esetén azt vizsgdltuk,
amikor a cégek kozott korbeiranyitva mennek az élek, azaz van benne pontosan
egy iranyitott kor. Csillag grafnal két esetet néztiink meg: az egyik esetben a
grafon minden él egy kozponti cstcs felé van befelé irdnyitva (a tovdbbiakban be-
csillag grafként hivatkozunk rd), a mésik esetben pedig kifelé irdnyitjuk az éleket
a kozponti csicstdl (a tovabbiakban ki-csillag grafként emlitjiik). Természetesen
itt is feltettiik, hogy az Osszélsily dllando, és a sériilékenységi ratakat megint rog-
zitettiik.

A 3. &dbrdn az lathatd, hogy az irdnyitott korgrafon kapott megoldds a (7)
gorbét adja B = 2w mellett, hiszen itt is az egy cstcsba befuté sulyok osszege
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rendszerkockazat

1
id6

3. dbra. Rendszerkockdzat az id§ fiiggvényében a (7) egyenletbdl kapott esetben

piros gorbe), csillag grafon (z6ld), irdnyitott kor- (szaggatott fekete), ki-csillag
(szaggatott cidn) és be-csillag (szaggatott lila) grafon, N = 100, A, = 1, ¢ =
1. N, w=2

csucsfiiggetlen. Az aszimmetria csokkenti a rendszerkockézatot a csillag graf ese-
tében: ha a koézépponti csiucs csOdje van csak hatdssal a tobbi csics cs6djére, az
maér érzékelhet6 csokkenést okoz (ki-csillag), ugyanis csak a kozépponti csics cséd-
je esetén kezd el jelentGsen Gsszeomlani a rendszer, de ennek a csicsnak a cs6djét
csak a sajat spontan csédbe jutési ratdja befolydsolja. Ha csak a kozépponti cég
csOdjére van hatdssal a tobbi periférian talalhaté cég, akkor lényegében a kiilsé
N — 1 cég teljesen filiggetlen egymastol, csodjiiket mas cégek Gsszeomldsa nem
befolyésolja, igy ez a grafstruktira csokkenti a legjobban a rendszerkockdzatot
(be-csillag).

Az utolsé vizsgalt esetben mar nem csak a cégek egymashoz vald viszonya lehet
kiilonb6z6, hanem a kiilonbozé cégek sériilékenységi rataja is. Tehat ha egy cég
spontan csodbe menési rataja kicsi, az azt jelenti, hogy a cég erds, nehezen keriil
cs6dbe, mig nagy A, értékkel szerepelnek a gyenge cégek.

Itt is néhany szélsGséges esetet hasonlitottunk Gssze: iranyitatlan teljes, csillag,
illetve irdnyitott kor-, ki-csillag és be-csillag grafon. A cégek kozotti er6viszony: az
els6 cég spontan csédbe menési rataja fele akkora, mint a tobbi cégnek, tehdt az elsé
cég a legerésebb. Ki- és be-csillag graf esetén az eros cég elhelyezkedése is fontos: ez
a cég van kozépen. Az Osszevetésbe néhany irdnyitatlan grafot is belevettiink azért,
hogy pontosabb kép alakuljon ki az irdnyitott grafok esetérdl. A 4. dbran lathatd
hogy a teljes, illetve az irdnyitott korgraf majdnem ugyanigy szerepel, és 6k a
legrosszabbak rendszerkockazat szempontjabdl. A ki-csillag graf esetén a kozponti
er0s cég cs6dje van hatdssal a periférian 1évé gyengébb cégekre, ez tovabb csokkenti
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4. dbra. Rendszerkockdzat az id6 fiiggvényében teljes (kék), csillag (z6ld), irdnyi-
tott kor- (szaggatott fekete), be-csillag (szaggatott magenta) és ki-csillag (szagga-
tott cidn) grafon, N =20, \y = 0.5, \;=1,¢#1,¢=1,...,N,w=2.

a rendszerkockazatot az el6z6 esetbeli ki-csillag rendszerkockazatahoz képest, mert
az erés cég miikodése még stabilabb, mint egyforma A, értékek esetén. Ezzel
szemben a be-csillag grafon a kézponti erds cégre vannak hatassal a gyenge cégek,
amelyek gyorsabban csédbe keriilnek, igy ez noveli kicsit a rendszerkockazatot az
el6z6 esetbeli be-csillag grafon mérthez képest, tehét a ki-csillag és be-csillag grafok
rendszerkockazati gérbéi egy erds cég esetén kozelednek egymdashoz az egyforma
Aq értékeket megado esethez képest, de még igy is a be-csillag graf az optimalis
strukturaju graf a kockazat szempontjabol.

5. Osszefoglalss

Szamos modell ismert a pénziigyi piacokon megjelend kiilénbz6 problémak ke-
zelésére. Ebben a munkaban a hitelbiztositasok arazasa, illetve a rendszerkockazat
mérése keriilt a figyelem kozéppontjaba. Kidolgoztunk egy hélézati modellen ala-
puld eljarast ezen feladatok megolddsara. Modelliinket Gsszevetettiik a gyakran
alkalmazott Gauss-kopula modell eredményeivel, amibdl lathaté, hogy ez a dina-
mikus, hélézati modell is alkalmas a szamitasok elvégzésére. Tovabba a bemuta-
tott eljaras informaciot ad a rendszer miikodésérol és az egyes cégek allapotardl
minden id6pontban, ellentétben a Gauss-kopula modellel, igy lehetoséget teremt
tovabbi vizsgdlatokra is, példdul valaszt talalhatunk arra a kérdésre is, hogy ho-
gyan valtozik a rendszerkockazat a hélézat felépitésének fiiggvényében. A modell
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NETWORK MODEL FOR JOINED DEFAULT PROBABILITIES

ZSOLT BIHARY, NOEMI NAGY, PETER L. SIMON

We investigate the pricing of multi-name credit derivatives, namely Basket Default Swaps,
based on network modeling. The aim of the work is to calculate the loss surface from the
individual default probabilities. An intensity-based, dynamical network approach is introduced
to handle this problem. We show that the network model yields comparable results to the
industry-standard Gauss copula model. Moreover, an approximate network model is formulated
to investigate systemic credit risk in large networks.

Keywords: network modeling, credit derivatives, systemic risk, credit default swap (CDS), basket
default swap (BDS).
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