
Extremális struktúrákOTKA zárójelentés, K 69062Pályázat-vezet®: Simonovits Miklós2011 szept 29Résztvev®k, eredetileg: T. Sós Vera, akadémikus, Szemerédi Endre,akadémikus, Füredi Zoltán akadémikus, Gy®ri Ervin, a tudományok doktora,Elek Gábor a tudományok doktora, és témavezet®ként Simonovits Miklós(akadémikus).Menetközben satlakozott a pályázathoz egy tehetséges �atal kutató,Patkós Balázs is. Patkós Balázs satlakozását két témája is indokolta, avéletlen gráfok iránti érdekl®dése, eddigi kutatása, eredményei, illetve az ex-tremális struktúrák iránti érdekl®dése és idevonatkozó eredményei. Csat-lakozásának engedélyeztetését kérelmeztük, az engedélyt az OTKA irodától,Hunyadfalvi Zoltán 2010 márius 9-én megkapott levelében kaptuk meg.Az alábbiakban a teljes 4 éves periódusról számolunk be. Els®sorban akorábban elkezdett kutatásainkat folytattuk, ez els®sorban a nagyobb össze-függ® kutatási területeinkre vonatkozik, az extremális gráfelmélet és hiper-gráfelmélet entrális kérdéseire. Ezek között szerepelnek:1. Klasszikus Extremális és Ramsey problémák megoldása grá-fokra, hipergráfokra, ill. ezekkel rokon problémák.2. A Szemerédi Regularitási Lemma alkalmazásai gráfelméletben,3. az extremális és Ramsey típusú kérdések kapsolata, ezek kap-solata a kvázivéletlenséggel, illetve a Regularitási Lemmával, annakhasználata általában, és elkerülhet®sége, szerepe a "tulajdonság-teszte-lésben",4. Az extrém gráfelmélettel szoros kapsolatban álló Erd®s-Kleitman-Roth-shild típusú tételek5. �Modern Gráfelmélet:�(a) Gráf-jelenségek leírása részgráfok számolásával,(b) a grá�imesz vizsgálata, alkalmazásai1



() Gráf-jelenségek leírása analízisbeli módszerekkel(d) Hasonlóságok és különbségek a s¶r¶ és ritka gráfok limesz-elmé-letében.6. �Sporadikus kérdések:� olyan kérdések kutatása, amelyek látszólagelszigetelt problémákra vonatkoznak, valójában azonban újszer¶ jelen-ségek felfedezéséhez vezethetnek. (Ez néha szorosan kapsolódik az 1.ponthoz.)(a) Hipergráf extrém tételek,(b) Degenerált extrém gráf tételek.() Szinezési problémák.(d) Kombinatorikus metszettételek(e) Általánosított metszettételek (pl vektorterek altereire vonatko-zóak).(f) Kombinatorikus geometriai, ill. egyéb geometriai kérdések.Emellett azonban több új típusú kérdések, témák kutatásába is belekezd-tünk.A beszámolót a 2. ponttal kezdjük, mert ez a kutatásaink igen nagyrészében entrális szerepet játszik. Ezután áttérünk a gráf-limesz elméletre,mert ez szorosan kapsolódik a Regularitási Lemmához. Végül visszatérünka �klasszikus� témákra.1. A Regularitási Lemma alkalmazásaiTerületünkön, az Extremális struktúrák elméletében kiemelked®en fontosszerepet játszik a Szemerédi Regularitási Lemma, alkalmazásai a legkülön-böz®bb kombinatorikai ill. kombinatorikus számelméleti kérdésekben, a "prop-erty Testing"-ben, illetve a grá�imesz és a körülötte kialakult elméletekben.Az általunk kutatott témák részben klasszikus gráfelméletiek, azon belülels® sorban extremális gráfelméletiek, illetve Ramsey típusúak, (bár gyakrankitérünk olyan témákra is, amelyek nem kapsolódnak, vagy legalábbis nemközvetlenül kapsolódnak ezekhez). Témáinkat a használt módszereink isösszekötik, melyek között az egyik a Szemerédi Regularitási Lemma, melynapjainkban vitathatatlanul a modern Diszkrét Matematika egyik legfon-tosabb eszközévé vált. Alkalmas arra, hogy a determinisztikus, de véletlen-szer¶ struktúrákat kezelje, leírja.Mi is ezekkel a módszerekkel oldottunk meg újabb extremális gráf prob-lémákat, alkalmaztuk a Regularitási Lemmát Ramsey problémákra, továbbáközönséges, ill. hipergráf extremális problémák vizsgálatában, hipergráf Ram-2



sey problémákban, másrészt a gráf-limesz-elméletbeli összefüggések tanul-mányozására, végül tulajdonság-ellen®rzésre (property testing).1. Kohayakawa, Skokan és Simonovits folytatták kutatásaikat páratlankörök Ramsey problémáira vonatkozóan [70℄: ha n > n0, akkor a 3-szín¶ Ramsey függvény, R(Cn, Cn, Cn) = 4n − 3. Ezt kiterjesztették adiagonálison kívüli esetekre is. A ikket publikálásra leadtuk. A hozzászükséges kétszin¶, hiányos Ramsey tételt, illetve a hozzá tartozó sta-bilitási tételt is kidolgoztuk, publikálás alatt [71℄. TovábbjutottunkSkokannal és �uzakkal a k szinnel szinezett teljes gráfban a körökRamsey tulajdonságát vizsgáltuk, amikor a szinek száma tart a végte-lenhez [75℄.2. Korábbi, a Regularitási lemmával elért stabilitási tételeinket használ-tuk fel újabb, Erd®s-Kleitman-Rothshild típusú de nagyon éles tételekbizonyításában, [7℄, [8℄. Balogh, Bollobás, Saks, és Sós fontos tételeketbizonyítottak "Örökletes Gráfosztályok" növekedési rátájának lehet-séges sebességére: alapjelenség hogy n méret¶ különböz® nem-imkézettgráfok száma nagyon kötött: vagy polinomiális vagy sokkal-sokkal na-gyobb.3. Továbbfolytattuk az Erd®s-T. Sós Fa-sejtésre vonatkozó Ajtai-Komlós-Simonovits-Szemerédi eredményeket, melyek leírása igen id®igényes.Emellett jelent®s lépéseket tettünk a Komlós-Sós sejtés megoldásábanis. három külföldy �atal matematikussal összefogva (Jan Hladky, Di-ana Piguet, Maya Stein, akiknek az adott témában igen fontos korábbieredményei folytatásán dolgozunk.)4. Vizsgáltuk, mikor, hogyan lehet lényegében azonos szinten bizonyítanikombinatorikus eredményeket a Regularitási Lemma nélkül, mint azzal.Lásd pl. [73℄.1.1. Fák beágyazásaAz OTKA-ban résztvev®k már korábban kifejlesztettek számos módszert,amelyek alkalmasak a fabeágyazások vizsgálatára. Ezek közül kiemeljük azErd®s-T. Sós sejtés megoldását, (nagy fákra) illetve az ezzel nagyon rokonLoebl-Komlós-Sós sejtésre vonatkozó módszereket, eredményeket.Ezek mellett ide tartozik még számos további eredményünk, pl. Sze-merédi, Csaba Béla és Asif Jashmed eredménye is [17℄. melyben egy Bollobássejtés egy Komlós-Sárközy-Szemerédi általi megközelitését javítják tovább.Ide kapsolódnak a hipergráfokra vonatkozó fabeágyazási eredmények is.3



1.2. Ramsey problémák, monokromatikus felbontásokIde vonatkoznak els®sorban Szemerédi, Gyárfás, G. Sárközy és Ruszinkó,utakra és páros körökre. Kohayakawa, Skokan és Simonovits páratlán körökrevonatkozó eredményei, melyekben Regularitási Lemmát és Stabilitási mód-szereket kombinálunk.1.3. Grá�imesz és alkalmazásaiA gráf-limesz elmélete napjainkban a kombinatorika egyik leggyorsabban fe-j®d® területe. Két eléggé elváló ága van: a s¶r¶ gráfok sorozatának limeszérevonatkozó, (amelyben nagyon fontos szerepet játszottak Lovász, T. Sós, Vesz-tergombi, és külf®ldi társszerz®ik) és a nagyon ritka, pontosabban a ko-rlátos fokszámú gráfsorozatok Benjamini�Shramm elmélete. Ennek kife-jlesztésében Elek Gábor és Szegedy Balázs eredményei is entrális fontos-ságúak. Meglep® módon mindkett®ben mély analízisbeli és modell-elméletitételeket kell felhasználni.A kérdés: "nagy" gráfok karakterizálása, mikor hasonlít egymáshoz, mikorvan közel egymáshoz két (nagy) gráf. Ezeket a kérdéseket az utóbbi évek-ben többek között különböz® alkalmazasok miatt igen intenziven vizsgálják,konfereniákat, szemináriumokat szerveznek a témából.Bizonyos értelemben az ittenivel analóg kérdések vizsgálata számelmélet-ben kezd®dött. Vizsgálták pl. hogy hogy pl. 0-1 sorozatokban kis részstruk-túrák (pl. n-hosszú blokkok) számából hogyan lehet következtetni a nagystrukturára, annak globalis tulajdonságaira.Ezzel analóg kérdést vizsgálunk gráfokra. Itteni fogalmazasban heredi-tary gráfosztályok esetén alapjelenség itt is,hogy n méret¶ különböz® unla-belled gráfok száma : f(n, P ) lehetséges viselkedése nagyon kötött, pl vagypolinomiális nagyságrendü vagy sokkal nagyobb (legalabb S(n) (a sorrendnélküli partiiok száma) (Labelled gráfokra korábban vizsgáltak, utóbbi évek-ben Balogh, Bollobás, Weinreih)Alkalmasan értelmezve gráfokon metrikát, többféle módon konvergen-iát, többek között az derül ki , hogy a "hasonloságnak" több ekvivalensértelmezése, merése lehetséges. Mindezek kapsolatban vannak különböz®statisztikus �zikában szerepl® �zikai parameterekkel (különböz® energia-foga-lom), multiway-max ut-tal, Szemerédi Regularitási Lemmával, property ill.parameter testing-gel stb.
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1.4. A property testing és a Regularitási Lemma kapso-latárólAlon és Shapira eredményei alapján ismert, hogy a tesztelhet® gráftulaj-donságok lényegében ugyanazok, mint amelyek a Regularitási Partíiókbólleolvashatók. Lovász, T. Sós, Vesztergombi és mások fontos szerepet játszot-tak ezekben a kutatásokba a grá�imeszek oldaláról.Elek, Szegedy és Lippner a síkgráfok tulajdonságainak tesztelésében szá-mos igen �gyelemreméltó eredményt értek el. Lásd még [24℄.A téma vizsgálatában mára sokan résztvesznek; volt külön konferen-ia (DIMACS, Moravia, Palo Alto, és most tervezik a második moráviaiworkshop-ot a témából). Ezeken a konfereniákon, workshop-okon a témakörlegjobbjai jelentek meg, a f®szervez®k között többször szerepeltek OTKA-nktagjai is.1.5. Az ultraszorzatos módszer alkalmazásaA meglep®, hogy itt Elekék modelelméleti és mértékelméleti módszereket al-kalmaztak. új, rövid bizonyítást találtunk a hipergráf Regularitási lemmára,a removal lemmára, az örökl®d® hipergráftulajdonságok tesztelhet®ségére.Általánosították a Lovász-Szegedy limesztételt hipergráfokra. Bebizonyítot-ták az els® inverz ounting lemmát hipergráfokra.A módszer segítségével sikerült bizonyítani több NP-teljes kérdés kon-stans idejü approximáióját a szubexponeniális növekedésü gráfosztályokon.Ilyen például a maximális független, a minimális lefed®rendszer, a függet-lenekhez tartozó partiiófüggvény. Bebizonyították, hogy a monoton tulaj-donságoktól való távolság is konstans id®ben tesztelhet® ezeken a gráfokon.Elek Gábor és társszerz®i (els®sorban Szegedy Balázs és Lippner Gábor)a ritka gráfokra próbálták kiterjeszteni a s¶r¶ gráfokra ismert eredményeket.Az így felmerül® problémák közismertek és elrettent®ek, mégis Elekék széperedményeket értek el ezen a területen is. Eredményeik részben a "Gyors Al-goritmusok tervezése ritka gráfok paramétereinek megbeslésére" témakörrevonatkozik.1.6. Klasszikus kombinatorikai eredményekEzek nem kapsolódnak a fent vázolt nagy területhez, elsósorban azért, mert(gyakran) ritka gráfokra vonatkoznak. Kiemeljük a klasszikus eredményekközül Gy®ri Ervin és környezete eredményeit, továbbá Füredi néhány ikkét.Megemlítenénk itt az Erd®s-Gallai tételhez kapsolódó eredményeiket [4℄,5



melyben egyebek között kiterjesztették az eredeti tételt r-uniform hipergrá-fokra is, (Emellett, mivel az utakat és köröket hipergráfokra sok módon lehetde�niálni, ennek megfelel®en több éles (?) beslést is bizonyítottak.)Füredi és Lehel megmutatták, hogy bármely n-pontú C4-design kiegészí-thet® perfekt C4-pakolássá legfeljebb kb √
n további sús hozzáadásával.Kiemelném még a hipergráfokra vonatkozó eredményeinket is, (l. pl.[44℄), illetve a koka részgráfjaira vonatkozó extrém eredményeket. Ugyan-sak hipergráfos eredményeket találunk [11℄ ikkben is.Gy®ri és Palmer megoldották azt [65℄, hogy hány szinnel kell - nemfeltétlenül jól - szinezni egy gráf éleit, hogy két szomszédos pontra ül® sillag-ban szerepl® szinek halmaza különböz® legyen. A pontosan meghatározottérték a kromatikus szám logaritmusa, ha az több mint 2. Érdekes, hogypáros gráfra a probléma megoldása NP-teljes.Gy®ri az ifjabb Katonával és Lemons-sal az utakra vonatkozó Erd®s-Gallai tétel különböz® uniform hipergráfokra vonatkozó általánosításait vizs-gálták, bizonyos esetekben (pl. Berge utakra) bebizonyitották a pontos tételt,máskor jó besléseket adtak. A ikk benyújtás elött áll.A körökre vonatkozó kutatások szorosan kapsolódnak számelméleti ered-ményekhez. Erd®s egy régi számelméleti problémája lett megoldva [15℄.Ugyansak kiemeljük a Hamilton-gráfok k körb®l alló 2-faktorára vonatkozóeredményt, mely Faudree egy nehéz sejtését oldja meg.2. Geometriai jelleg¶ eredményeink:Szép eredményeket geometriai ért el Füredi [32℄ háromszög-lefedésekre, il-letve, egy klasszikus (Besiovih-Rado kérdéshez kapsolódó) eredményét[47℄.Algebrai módszerek alkalmazása illeszkedési struktúrák vizsgá-latában: Újszer¶ eredményeket bizonyítottunk algebrai módszerekkel illesz-kedési struktúrákra. Ezen belül említeném újszer¶ eredményeinket a három,analítikusan paraméterezett görbesereg háromszoros pontjainak számára, (Ele-kes, Simonovits, Szabó [30℄).3. Nem gráf jelleg¶ eredményeink:Megoldottunk egy Beatty-sorozatokra vonatkozó számelméleti struktúratételt[2℄ Számos kérdésre válaszolunk reziduálisan véges soportok provéges hatá-saival kapsolatban, köztük Lubotzky and Zuk 2001-es kérdését.6



Beláttuk, hogy létezik a szabadsoportnak olyan minimális hatása aminvan két orbit-inekvivalens invariáns mérték [14℄.Alkalmaztunk extrém gráfelméleti (vagy egyéb kombinatorikus módsze-reket) számelméletben.Megoldottuk pl. Erd®s egy régi problémáját: besléseket adtunk olyan
[1, n]-beli egész-szám-halmazok méretére, ahol semelyik k egész szozata nemosztható egy másikkal a halmazból.4. Nemzetközi elismerések:Az eredményeinkr®l újra sak számtalan nemzetközi konferenián adtunk el®meghívott el®adóként, gyakran plenáris el®adóként. Az OTKA-ban résztvev®kegyre gyakrabban vesznek részt hosszabb, fontosabb nemzetközi konferen-iák, illetve tematikus szemeszterek szervezésében. Így például 2009 szeptem-berét®l a University of California, Los Angeles (UCLA) konferenia-entru-mában (IPAM) egy igen magas szakmai szint¶ tematikus félév volt lényegébenaz itt vázolt témákb®l, illetve néhány idekapsolodó témából, pl. kombina-torikus geometria, véletlen struktúrák, stb, és ennek egyik szervez®je voltT. Sós Vera, hosszútávú meghívott résztvev®i pl. Simonovits, és Füredi,az ennek keretében megrendezett 5 konferenián számtalan el®adást tartot-tunk. Emellett konferenia-el®adást tartttak az OTKA más részvev®i is.Lényegében munkájának elismeréseként Elek Gábort is felkérték egy maga-sszint¶ ilyen konferenia szervezésére, Stanfordban.Elek Gábor és Szegedy Balázs, illetve Elek Gábor és Lippner Gábor atémakörbe vágó eredményeinek elismerése egyebek között Elek Gábor nagy-el®adói meghivása egy fontos Chile-i kongresszusra.Résztvettünk a Szemerédi Endre nemzetközileg kiemelked®en elismertmatematikusunk (az otka tagja is) 70. születésnapjára rendezett konferen-iának megszervezésében, az iskolateremt® Sós Vera 80. születésnapjára ren-dezend® nemzetközi konferenia megrendezésében. Ezeken részben el®adá-sokkal is szerpeltünk. A nemzetközileg is kiemelked® Szemerédi konferenianemzetközileg is egy kiemelked® teljesítménye volt a magyar konbinatorikustásadalomnak: kb. 350-en jöttek el, daára, hogy el®adásokat sak meghívá-sos alapon fogadtunk el.�Végül megemlítjük Szemerédi Endre akadémikus számtalan az adott peri-odusra es® elismerését, Shok Prize, Steele Prize, és beválasztását az AmerikaiTurományos Akadémia rendes tagjának.
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Irodalom[1℄ Abért, Miklós, Gábor Elek: Dynamial properties of pro�nite ations,(30 oldal) to appear in Ergodi Theory and Dynamial Systems (2011)(see also ArXiv:1005.3188v3)[2℄ Artstein-Avidan, Shiri; Fraenkel, Aviezri S.; Sós, Vera T. A two-parameter family of an extension of Beatty sequenes. Disrete Math.308 (2008), no. 20, 4578�4588, 05B45 (91A46)[3℄ Balister, P. N.; Gy®ri, E.; Lehel, J.; Shelp, R. H.: Adjaent vertexdistinguishing edge-olorings. SIAM J. Disrete Math. 21 (2007), no. 1,237�250 (eletroni).[4℄ Balister, P. N.; Gy®ri, E.; Lehel, J.; Shelp, R. H.: Conneted graphswithout long paths. Disrete Math. 308 (2008), no. 19, 4487�4494.The extremal number and graph is determined if a onneted graph doesnot ontain a path of length k.[5℄ Balister, P. N.; Gy®ri, E.; Shelp, R. H.: Coloring verties and edges ofa graph by nonempty subsets of a set. European J. Combin. 32 (2011),no. 4, 533�537.[6℄ Balogh, József; Bollobás, Béla; Saks, Mihael; Sós, Vera T.: The unla-belled speed of a hereditary graph property. J. Combin. Theory Ser. B99 (2009), no. 1, 9�19.[7℄ Balogh, József; Bollobás, Béla; Simonovits, Miklós: The typial stru-ture of graphs without given exluded subgraphs. Random StruturesAlgorithms 34 (2009), no. 3, 305�318.[8℄ Balogh, József; Bollobás, Béla; Simonovits, Miklós: The �ne strutureof otahedron-free graphs. J. Combin. Theory Ser. B 101 (2011), no. 2,67�84,[9℄ Blokhuis, A.; Brouwer, A. E.; Chowdhury, A.; Frankl, P.; Musshe,T.; Patkós, B.; Sz®nyi, T.: A Hilton-Milner theorem for vetor spaes.Eletron. J. Combin. 17 (2010), no. 1, Researh Paper 71, 12 pp.[10℄ A. Blokhuis, J. Doumen, Z. Füredi, and H. Wilbrink: Embedding posetsin posets of bounded outdegree. (to appear)
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[11℄ Bollobás, Béla; Gy®ri, Ervin: Pentagons vs. triangles. Disrete Math.308 (2008), no. 19, 4332�4336.The authors estimate the number of triangles in pentagon-free graphs,and the number of hyperedges in pentagon-free 3-uniform hypergraphs.In both ases the order of magnitude is determined, but the onstantoe�ient is mot determined yet.[12℄ Borgs, Christian, Chayes, Jennifer, Lovász, László, Sós, Vera, Veszter-gombi, Kati: Limits of randomly growing graph sequenes, EuropeanJournal of Combinatoris[13℄ Borgs, C.; Chayes, J. T.; Lovász, L.; Sós, V. T.; Vesztergombi, K. Con-vergent sequenes of dense graphs. I. Subgraph frequenies, metri prop-erties and testing. Adv. Math. 219 (2008), no. 6, 1801�1851.[14℄ Ceherini-Silberstein, Tullio; Elek, Gábor: Minimal topologial ationsdo not determine the measurable orbit equivalene lass. Groups Geom.Dyn. 2 (2008), no. 2, 139�163.[15℄ Chan, Tsz Ho; Gy®ri, Ervin; Sárközy, András: On a problem of Erd®son integers, none of whih divides the produt of k others. European J.Combin. 31 (2010), no. 1, 260�269.[16℄ Chowdhury, Ameera; Patkós, Balázs: Shadows and intersetions in ve-tor spaes. J. Combin. Theory Ser. A 117 (2010), no. 8, 1095�1106.[17℄ Csaba, Béla, Jamshed, Asif, Szemerédi, Endre: Embedding spanningtrees, submitted to CPC[18℄ B. Csaba, I. Levitt, J. Nagy-Gyorgy, and E. Szemeredi. Tight bounds forembedding bounded degreee trees. Bolyai Soiety Mathematial Studies,X.(2010), Fete of Combinatoris, pp. 1-44.[19℄ Eaton, Nany; Füredi, Zoltán; Kostohka, Alexandr V.; Skokan, Jozef:Tree representations of graphs. European J. Combin. 28 (2007), no. 4,1087�1098.[20℄ Elek, Gábor: On limits of �nite graphs. Combinatoria 27 (2007), no.4, 503�507.[21℄ Elek, Gábor: The ombinatorial ost. Enseign. Math. (2) 53 (2007), no.3-4, 225�235. 9



[22℄ Elek, Gábor: Weak onvergene of �nite graphs, integrated density ofstates and a Cheeger type inequality. J. Combin. Theory Ser. B 98(2008), no. 1, 62�68, 05C50A limeszobjektum módszer segitségével sikerült Cheeger tipusú egyen-l®tlenségeket bizonyitanom a korlátos fokú gráfosztályban.[23℄ Elek, Gábor: L2-spetral invariants and onvergent sequenes of �nitegraphs. J. Funt. Anal. 254 (2008), no. 10, 2667�2689.Lenz és Stollmann bizonyitotta be, hogy a Penrose tiling gráfokon azintegrated density of states egyenletesen létezik. Ez az eredmény addigsak periodikus struktúrákon volt ismert. A limeszobjektum módszerrelkiterjesztettem eredményüket a lehet® legszélesebb gráfosztályra.[24℄ Elek Gábor: Parameter testing in bounded degree graphs of subexpo-nential growth, Random Strutures and Algorithms, vol 37/2 pp 248-270.A ikkben sikerült belátni grá�imeszek segítségével, hogy két hasonlóstatisztikájú mérsékelt növekedés¶ gráf hasonló módon partiionálható.Ennek következménye, hogy ezen az osztályon a függetlenségi szám,a partiió függvények, a véletlen Shr®dinger operátorok spektrumatesztelhet® konstans id®ben.[25℄ Elek, Gábor: On the limit of large girth graph sequenes. Combinatoria30 (2010), no. 5, 553�563.[26℄ Gábor Elek: Connes Embeddings and von Neumann regular losures ofgroup algebras. (submitted)Ultraszorzatok segítségével sikerült belátnom a Lük Approximáiós té-tel egy struktúrális verzióját amenábilis soportokra.[27℄ Elek, Gábor; Lippner, Gábor: Borel orales. An analytial approah toonstant-time algorithms. Pro. Amer. Math. So. 138 (2010), no. 8,2939�2947.A Borel Orale módszer grá�imeszek használatát jelenti, konstans-idejüilletve random lokális algoritmusok létezésének bizonyítására. A ikkbenazt láttuk be, hogy létezik konstans idej¶ algoritmus a maximális math-ing beslésére.[28℄ Elek, Gábor; Lippner, Gábor: So� equivalene relations. J. Funt.Anal. 258 (1) (2010), no. 5, 1692�1708.10



Bevezettük a szo�kus ekvivaleniareláió fogalmát, és bebizonyítottuk,hogy ezekre mind a Connes sejtés mind a Determináns sejtés teljesül.Beláttuk, hogy minden treeable reláió szo�k.[29℄ Elek, Gábor, Szegedy, Balázs: A measure-theoreti approah to thetheory of dense hypergraphs. (közlésre benyújtva)Modelelméleti és mértékelméleti módszerek segitségével új, rövid bizony-itást találtunk a hipergráf regularitási lemmára, a removal lemmára,az örökl®d® hipergráftulajdonságok tesztelhet®ségére. Általánositottuka Lovász-Szegedy limesztételt hipergráfokra. Bebizonyitottuk az els® in-verz ounting lemmát hipergráfokra.[30℄ Elekes, György; Simonovits, Miklós; Szabó, Endre: A ombinatorial dis-tintion between unit irles and straight lines: how many oinidenesan they have? Combin. Probab. Comput. 18 (2009), no. 5, 691�705.[31℄ Flandrin, Evelyne; Gy®ri, Ervin; Li, Hao; Shu, Jinlong: Cylability in
k-onneted K1,4-free graphs. Disrete Math. 310 (2010), no. 20, 2735�2741.[32℄ Füredi, Zoltán: Covering a triangle with positive and negative homoth-eti opies. Disrete Comput. Geom. 38 (2007), no. 2, 273�288.[33℄ Füredi, Zoltán; Gyárfás, András; Sárközy, Gábor N.; Selkow, Stanley In-equalities for the �rst-�t hromati number. J. Graph Theory 59 (2008),no. 1, 75�88.[34℄ Füredi, Zoltán; Gy®ri, Ervin; Pah, János; Sali, Attila Guest editors'foreword [Speial issue: Simonovits '06℄. Disrete Math. 308 (2008), no.19, 4305, 05-06[35℄ Füredi, Z.; Kang, J.-H. Covering the n-spae by onvex bodies and itshromati number. Disrete Math. 308 (2008), no. 19, 4495�4500.[36℄ Füredi, Zoltán; Kantor, Ida List: olorings with distint list sizes, thease of omplete bipartite graphs. European Conferene on Combina-toris, Graph Theory and Appliations (EuroComb 2009), 323�327,Eletron. Notes Disrete Math., 34, Elsevier Si. B. V., Amsterdam,2009.[37℄ Füredi, Zoltan; Kantor, Ida; Monti, Angelo; Sinaimeri, Blerina: Onreverse-free odes and permutations. SIAM J. Disrete Math. 24 (2010),no. 3, 964�978. 11



[38℄ Füredi, Zoltán; Lehel, Jen®: Tight embeddings of partial quadrilateralpakings. J. Combin. Theory Ser. A 117 (2010), no. 4, 466�474.�Beagyazasi tetelek termeszetesen merulnek fel a design-ok konstru-alasakor, a Hanani modszere'n alapulo Wilson fele bizonyitasnak is ezaz egyik kritikus lepese. A szerzok azt latjak be, hogy barmely n-pontu
C4-design (vagyis negy hosszu korok eldiszjunkt rendszere) kiegeszithetoegy perfekt C4-pakolassa legfeljebb kb √

n tovabbi sus hozzaadasaval.Ez aszimptotikusan eles es az elso olyan eredmeny amely szublinearis.Nem tudom megallni h ne idezzek a lektori velemenyekbol:1. The result represents a substantial improvement on numerous old andreent related results. ... All together, this is an exellent paper.2. This is a fabulous result and should be published without quanti�a-tion.[39℄ Füredi, Zoltan; Mubayi, Dhruv; Pikhurko, Oleg: Quadruple systemswith independent neighborhoods. J. Combin. Theory Ser. A 115 (2008),no. 8, 1552�1560.[40℄ Füredi, Zoltán; Özkahya, Lale: On even-yle-free subgraphs of thehyperube. European Conferene on Combinatoris, Graph Theoryand Appliations (EuroComb 2009), 515�517, Eletron. Notes DisreteMath., 34, Elsevier Si. B. V., Amsterdam, 2009.[41℄ Z. Füredi and L. Özkahya: On even-yle-free subgraphs of the hyper-ube. J. Combin. Theory Ser. A 118 (2011), no. 6, 1816�1819,[42℄ Füredi, Zoltán; Özkahya, Lale: Unavoidable subhypergraphs: a-lusters.European Conferene on Combinatoris, Graph Theory and Applia-tions (EuroComb 2009), 63�67, Eletron. Notes Disrete Math., 34, El-sevier Si. B. V., Amsterdam, 2009. 05C65A kombinatorika egyik kozponti problemaja a kulonfele strukturakreszhipergrafokkal valo jellemzese. Ebbe a tetelkorbe illeszkedik a Turanproblema. Legyen a = (a1, ..., ap) egy pozitiv egeszekbol allo sorozat, k =
= a1 + ...+ap. Az A = {F0, F1, ..., Fp} hipergraf egy a-luster ha mindentagja k-elemu, es a F1 − F0, ..., Fp − F0 tovabba az F0 − F1, ..., F0 − Fpparonkent diszjunktak, vegul minden i-re |Fi − F0| = |F0 − Fi| = ai.A-nak 2k pontja van es izomor�zmus erejeig egyertelmu.
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A delta-rendszer-modszer intenziv alkalmazasaval belatjuk h ha k > p esaz n eleg nagy akkor egy n-pontu A-mentes F k-uniform halmazrendszernagyság legfeljebb az Erd®s-Ko-Rado hatar, azaz (

n−1

k−1

).[43℄ Z. Füredi and L. Özkahya: Unavoidable subhypergraphs: a-lusters, J.Combin. Th., Ser. A, aepted[44℄ Füredi, Zoltán; Özkahya, Lale On 14-yle-free subgraphs of the hyper-ube. Combin. Probab. Comput. 18 (2009), no. 5, 725�729.Valaszolva Erd®s es Chung egy kerdesere belatjuk h az n-dimenzioshiperkoka eleinek barmely pozitiv szazaleka tartalmaz 14 hosszu kort.Ez elesiti Alon et al. egy Ramsey eredmenyet, es az elso lenyeges tovab-blepes a Turan tetelkor hiperkokara valo kiterjesztese iranyaban.[45℄ Füredi, Zoltán; Ruszinkó, Miklós: Large onvex ones in hyperubes.Disrete Appl. Math. 156 (2008), no. 9, 1536�1541.[46℄ Füredi, Zoltán; Sali, Attila: Partition ritial hypergraphs. EuropeanConferene on Combinatoris, Graph Theory and Appliations (Euro-Comb 2009), 573�577, Eletron. Notes Disrete Math., 34, Elsevier Si.B. V., Amsterdam, 2009.[47℄ Z. Füredi and J. Wetzel: Covers for losed ars of length two, PeriodiaMath. Hungar. (to appear)Egy sikbeli X halmaz az A halmazsaladot lefedi, ha barmely A-belihalmazhoz van azzal egybevago X-beli reszhlamaz. Pl. Besiovith andRado (1969) konstrualtak egy nullmerteku halmazt amely tartalmazminden sugaru korivet. Marstrand (1972) adott egy nullmerteku hal-mazt amely tartalmazza minden veges torotvonal eltoltjat.Itt azt a legkisebb a teruletu k o n v e x fedohalmazt keressuk, amelytartalmaz minden ketto hosszu zart gorbet. A 37 eves beslest 0.385 <

< a < 0.491, alaposan megjavitjuk 0.386 < a < 0.449.[48℄ Gerbner, Dániel; Keszegh, Balázs; Lemons, Nathan; Palmer, Cory;Pálvölgyi, Dömötör; Patkós, Balázs: Polyhromati olorings of arbi-trary retangular partitions. Disrete Math. 310 (2010), no. 1, 21�30.[49℄ Gerbner, D., Nathan Lemons, Cory Palmer, Balázs Patkós, Vajk Szési,Almost interseting families of sets, submittedAz els® ikkben olyan F halmazrendszereket vizsgáltunk, melyekbenminden halmazhoz pontosan l (vagy legfeljebb l) másik t®le diszjunkt F -beli halmaz létezik. Ez a de�níió l = 0 esetben a metsz® halmazrendszer13



jól ismert fogalmát adja. Mivel külön vizsgáltuk azon eseteket, amikor
F uniform illetve nem-uniform, így összesen 4 problémát kaptunk min-den l esetén, melyek mind igen különböz®ek egymástól mind a sejtettválaszt, mind az alkazott módszereket tekintve. Általában az l = 1, 2 es-etben sikerült pontos korlátot adnunk az ilyen tulajdonsággal rendelkez®halmazrendszerek maximális méretére, nagyobb l értékekre sejtéseket fo-galmaztunk meg.[50℄ Gerbner, D., Nathan Lemons, Cory Palmer, Balázs Patkós, Vajk Szési:Cross-Sperner families, SubmittedA második ikk olyan F ,G halmazrendszerpárokkal foglalkozik, melyek-ben nins olyan F ∈ F , G ∈ G pár, melyre F ⊆ G vagy G ⊆ F tel-jesülne. A metsz® halmazrendszerek hasonló módon való általánosításaegy régóta kutatott fogalom, a Sperner-rendszerek kapsán azonbanmég nem találtunk az irodalomban hasonlót. A ikkben meghatározzuk,hogy az ilyen tulajdonságokkal rendelkez® halmazrendszerpárok közülmelyekre lesz maximális |F| · |G| illetve |F| + |G|.[51℄ Gerbner, Dániel; Pálvölgyi, Dömötör; Patkós, Balázs; Wiener, Gábor:Finding the maximum and minimum elements with one lie. DisreteAppl. Math. 158 (2010), no. 9, 988�995.[52℄ Gerbner, Dániel; Patkós, Balázs: l-hain pro�le vetors. SIAM J. Dis-rete Math. 22 (2008), no. 1, 185�193.[53℄ Gerbner, Dániel; Patkós, Balázs: Pro�le vetors in the lattie of sub-spaes. Disrete Math. 309 (2009), no. 9, 2861�2869.[54℄ Gyárfás, András; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, Endre: Stability of thepath-path Ramsey number. Disrete Math. 309 (2009), no. 13, 4590�4595.[55℄ Gyárfás, András; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, Endre The Ramseynumber of diamond-mathings and loose yles in hypergraphs. Ele-tron. J. Combin. 15 (2008), no. 1, Researh Paper 126, 14 pp.[56℄ Gyárfás, András; Ruszinkó, Miklós; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, En-dre: Tripartite Ramsey numbers for paths. J. Graph Theory 55 (2007),no. 2, 164�174.[57℄ Gyárfás, András; Ruszinkó, Miklós; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, En-dre Three-olor Ramsey numbers for paths. Combinatoria 27 (2007),no. 1, 35�69. 14



[58℄ Gyárfás, András; Ruszinkó, Miklós; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, En-dre Corrigendum: "Three-olor Ramsey numbers for paths� [Combina-toria 27 (2007), no. 1, 35�69; Combinatoria 28 (2008), no. 4, 499�502.[59℄ Gyárfás, András; Ruszinkó, Miklós; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, En-dre: Partitioning 3-olored omplete graphs into three monohromatiyles. Eletron. J. Combin. 18 (2011), no. 1, Paper 53, 16 pp,[60℄ Gyárfás, András; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, Endre: Monohromatimathings in the shadow graph of almost omplete hypergraphs. Ann.Comb. 14 (2010), no. 2, 245�249.[61℄ Gyárfás, András; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, Endre: MonohromatiHamiltonian 3-tight Berge yles in 2-olored 4-uniform hypergraphs. J.Graph Theory 63 (2010), no. 4, 288�299.[62℄ Gyárfás, András; Sárközy, Gábor N.; Szemerédi, Endre: Longmonohromati Berge yles in olored 4-uniform hypergraphs. GraphsCombin. 26 (2010), no. 1, 71�76.[63℄ Gy®ri, Ervin; Hornák, Mirko; Palmer, Cory; Wozniak, Mariusz: Generalneighbour-distinguishing index of a graph. Disrete Math. 308 (2008),no. 5-6, 827�831.The authors estimate how many olors are needed to olor the edges ofa graph (not neessarily properly) so that the set of olors of the edgesinident to the verties are distint for any two adjaent verties. LaterGy®ri and Palmer determined the number preisely.[64℄ Gy®ri, Ervin; Lemons, Nathan: Hypergraphs with no odd yle of givenlength. European Conferene on Combinatoris, Graph Theory and Ap-pliations (EuroComb 2009), 359�362, Eletron. Notes Disrete Math.,34, Elsevier Si. B. V., Amsterdam, 2009.[65℄ Gy®ri, Ervin; Palmer, Cory: A new type of edge-derived vertex oloring.Disrete Math. 309 (2009), no. 22, 6344�6352.[66℄ Jan Hladky, Janos Komlos, Diana Piguet, Miklos Simonovits, MayaStein, and Endre SzemerediÉ An approximate version of the Loebl-Komlos-Sos Conjeture II. in manusript.[67℄ Jamshed, Asif, Szemerédi, Endre: Proof of the Pósa-Seymour onje-ture, Submitted to Annals of Combinatoris15
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