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A prekondicionalas matematikai modszerei nemlinearis fizikai modellekben
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A palyazat keretében 2003-2006 kozott hét kutatd dolgozott: Faragd Istvan, témavezeto,
Csomos Petra, Havasi Agnes, Horvath Rébert, 1zséak Ferenc, Karatson Janos és Loczi Lajos.
A palyazat induldsanél a résztvevok kozll négyen voltak PhD-hallgatok. Kozilik ketten
(Havasi Agnes és lzsak Ferenc) mar elnyerték a doktori fokozatot, ketten (Loczi Lajos és
Csomos Petra) idén védenek. Ugyancsak a palyazat id6 alatt habilitalt Farago Istvan.

A kutatasi id6szakban a résztvevok az aldbbi fébb tudoméanyos eredményeket értek el.

(A beszamoloban a honlapon szerepld publikacidkra a kovetkezokeéppen hivatkozunk:

- Ha a megjelenés évében a szerzd(k)tdl csak egy cikk jelent meg, akkor a név és évszam
megadéasaval.

- Ha a fenti jelolés nem egyértelmii, azaz ugyanazon szerzé(K)tsl tobb cikk is jelent meg
ugyanazon evben, akkor a folydirat roviditett megnevezese is szerepel.)

1. Operatorszeletelések és alkalmazasaik

A szennyezéanyagok nagyskaldju légkori terjedésének vizsgalatdban nélkilozhetetlenek az
euleri terjedési egyenletrendszer megoldasan alapuld matematikai modellek. Ez a rendszer
egy bonyolult parcialis differencialegyenlet-rendszer, amelynek megoldasa hatékony,
ugyanakkor kelléen pontos numerikus modszerek alkalmazésat igenyli. Az egyik
legelterjedtebben alkalmazott modszer az un. operatorszeletelés (operator splitting), amely
lehetévé teszi, hogy a teljes feladat megoldasat egyszeriibb részfeladatok megoldasara
vezessik vissza. Az operatorszeletelés szinte mindig hibat eredményez, amelynek ismerete
fontos az eljaras sikeres alkalmazasahoz. A projekt keretében elméleti és szamitogépes
vizsgalatokat végeztiink a szeletelési hiba hatasaira vonatkozoan.

Tanulmanyoztuk a szeletelési eljaras soran kapott véges differencias sémak konzisztencijat,
és vizsgaltuk a szeletelési hiba eltiinésének feltételeit a szekvencialis, a szimmetrikusan
sulyozott szekvencialis, illetve a Strang-Marcsuk szeletelésre (Dimov et al., 2004; Csomos et
al., 2005; Faragd és Havasi, 2007). A félcsoportelmélet alkalmazasaval bebizonyitottuk a
klasszikus szeletelési eljarasok (szekvencialis, Strang-Marcsuk, sulyozott szeletelések) rendjét
nemkorlatos operatorokra (Faragd és Havasi, 2006), valamint azok konvergenciajat (Farago
és Havasi, 2005). Megvizsgaltuk, hogy az operatorszeletelés és az egyes részproblémakra
nyert numerikus modszerek globalisan milyen diszkretiz&l6 eljardst eredményeznek.
Vizsgalatainkat szamitogépes elemzéssel is elvégeztik és meghataroztuk a gyakorlati és az
elméleti szeletelési rend kapcsolatat (Csomds, 2005, Nato Sci. Series). Fontos és érdekes
eredményként azt kaptuk, hogy a szeletelési hiba nagysdga fligg a szeletelési eljaras
idoparaméterétol, a felbontds utan nyert differencidlegyenletben szereplé stacionarius
differencidloperatorok kommutatoranak normajatél, valamint a részfeladatok megoldasara
alkalmazott numerikus médszer megvéalasztasatol (Csomos és Farago, 2007).

A szamitdgépes Kisérletek soran sikeresen alkalmaztuk a fenti szeletelési mddszereket egy
egyszerisitett 1égkorszennyezédesi  feladatra, nevezetesen egy légkdri oszlopmodellre
(Botchev et al., 2004). Emellett a szeletelés rendjére vonatkozd szdmitdsokat is végeztink,



amelyekben a szeletelési 1épcsé mellett figyelembe vettilk az alkalmazott numerikus médszer
lepéskozenek valtozasat is (Csomos és Farago, 2007).

A Kkulénb6z6 operatorszeletelési modszereket egy egyszersitett dinamikai légkérmodellen, a
sekélyvizi egyenletrendszeren is teszteltiik (Havasi, 2006). Megvizsgaltuk, hogyan modositja
a szeletelés alkalmazasa a linearizalt rendszer hullammegoldasainak kuldnfele
karakterisztikait. Arra az eredmeényre jutottunk, hogy ha operdtorszeletelést alkalmazunk,
akkor ezek a hullamok torzulnak. A legnagyobb torzulast az elsérendii additiv szeletelés
okozta, mig a valdsagot legjobban kozelité megolddsokat a szintén elsérendii szekvencialis
szeleteléssel kaptuk. Megmutattuk, hogy a masodrendt Strang-Marcsuk-féle szeletelés ebben
a vizsgalatban a szekvencialis modszerrel megegyezé eredményeket ad. Ez a meglep6 tény a
szeletelések spektrum-approximaéciés tulajdonsagaival magyarazhato.

A szeletelést egy ujonnan kidolgozott véges differencids sémaval egyiitt is alkalmaztuk
haromdimenzids advekcios-diffuziés modellen. Irdnyok szerinti  operatorfelbontast
alkalmazva a feladat egydimenzids advekcios-difflzids feladatokra bomlik, amelyek
konzisztencidja és stabilitdsa konnyen vizsgalhatd. Az eredményeket a (Dorosenko et al.,
2006) kozlemény tartalmazza.

A Déniai Euleri Modell (DEM) tovabbfejlesztésével kapott UNI-DEM modellel is szamos
numerikus kisérletet végeztink — linearis és nemlineéaris tesztfeladatokon egyarant — a
szeletelési mddszer és a részrendszerekre alkalmazott numerikus modszerek megvélasztasara,
valamint a szeletelési hiba hatasara vonatkozoan (Dimov et al., 2007). Megallapitottuk t6bbek
kozott, hogy p-edrendi szeletelési modszerrel egyutt nem érdemes p-nél magasabb rendii
numerikus mddszert alkalmazni. Tovabba, ha p-edrendt szeletelési mddszerrel p-edrendi
konvergenciat kivanunk elérni, akkor ehhez legaldbb p-edrendii numerikus modszerre van
sziikség.

Egyes szeletelési eljardsok hatékonyan parhuzamosithatok. Az ezzel kapcsolatos elméleti és
szamitdgépes eredményeinket a (Dimov et al., 2003) és (Csomds et al., 2007) kdzlemények
tartalmazzak.

Ujonnan kidolgozott szeletelési modszereket is tanulmanyoztunk, nevezetesen az additiv,
iterativ (Farago és Geiser, 2005; Farago, 2007, LNCS; Faragd, 2007, Idéjaras; Faragd, 2007,
AMM, Farago et al., 2007, CMA; Farago et al., 2007, AMM) és adaptiv szeleteléseket
(Faragd és Havasi, 2007). Megvizsgaltuk ezen modszerek numerikus tulajdonséagait és
algoritmikus realizalasanak kérdéseit. A kvalitativ tulajdonsagok kozul fontos megemliteni,
hogy ezek a modszerek nemcsak a szeletelési pontokban, hanem a teljes idéintervallumon
azonos rendben konzisztensek. Alkalmaztuk mindharom modszert egy diffuzids-reakcids
modellre. Az eredmények alatdmasztjak, hogy ezek az Uj modszerek realis alternativai a mar
ismert szeletelési eljarasoknak.

2. Prekondicionalt iteracidés modszerek és alkalmazéasaik

A prekondicionalas gyakran a diszkretizalt feladat megoldasanak kulcskérdése, mivel a
prekondicionald matrix megfelel6 megvalasztasa esetén a konvergencia jelentds gyorsitasa
csekély tobbletmunkaval érhet6 el. Kutatasainkban ezeket a matrixokat a folytonos feladat
alapterében konstrudlt prekondiciondld operator diszkretizacidjaként definidljuk, amely
megfelelé Hilbert-tér-elméleten alapul. Egyik f6 elénye a konvergencia racsfuggetlensége,
azaz, hogy a konvergencia nem romlik el a racs finomitasa soran. E munkank két f6 teruletre
Osszpontositott.



Az els6: nemlineéris elliptikus feladatok iteraciés megoldasa a prekondicionalé operatorok
elve alapjan. Nemlinearis rugalmassagi fizikai PDE-rendszerre a szeparalt elmozdulas elve
alapjan dolgoztuk ki prekondicionalast az (Axelsson és Karatson, 2004) cikkben, a
prekondicionadlo operatorok alkalmazasat tobbféle feladattipusra pedig az (Axelsson et al.,
2004) és (Karatson és Faragd, 2005) cikkekben tekintettiik at. A prekondicionald operatorok
Szoboljev-gradiens-tipust alkalmazédsat és szamitogépes realizaciojat elektrosztatikus
potencidlegyenletre, ill. szemilinearis rendszerekre a (Karatson, 2004) és (Karatson és Loczi,
2005) cikkek tartalmazzak.

A masik tertlet a prekondicionalt konjugalt gradiens-modszer (KGM) szuperlinearis
konvergencidja és annak racsfliggetlensége. Ezt igazoltuk tobbféle prekondiciondld operator
esetén nem szimmetrikus feladatra a GCG ill. PCGN iteraciokra az (Axelsson és Karatson,
2004, NM és 2006, SINUM) cikkekben, valamint a szimmetrikus résszel vald
prekondicionadlas modszerét Kiterjesztettik vegyes peremfeltételre (Karatson, preprint, 2006)
és rendszerekre (Karatson és Kurics, 2006, JCAM), ahol szamitdgépes Kkisérletekkel
tdmasztottuk ald az elvi becsléseket. A végeselem-mddszer esetére vonatkozd nagysagrendi
becsléslinket egy véges differencias modellfeladatra is kiterjesztettiik (Karatson és Kurics,
2006, LNCS). Onadjungalt feladatra Hilbert-Shmidt-tipust becslést adtunk a (Karatson, 2005,
Appl. Mat.) cikkben, amely az O. Axelsson professzor 70. sziletésnapjara szervezett
konferencia kulonszamaban jelent meg. A (Karatson, 2006, NFA) cikkben explicit
nagysagrendi becslést adtunk a szuperlineéaris konvergenciara és igazoltuk ennek adott
tartomany résztartomanyaitol valo fuggetlenségét is. A (Axelsson és Karatson, 2006, NFA)
cikkben a fenti eredményeket nyeregpont-tipust feladatokra terjesztettiik ki, majd Stokes-
tipusu és rugalmassagtani Navier-egyenletekre alkalmaztuk, az (Antal es Karatson, 2007)
cikkben pedig kiilsé Newton-iteracioval 6tvozve nemlineéris transzport-feladatokra épitettiik
fel.

A témahoz kotédé tovabbi nemzetk6zi egyuttmiikddés: S. Margenovval és I. Lirkovval
(Bolgdr Tud. Akadémia), ezen belul egyik PhD hallgatonk bevonasaval parhuzamos
szamitdgeprendszeren realizaltuk a (Karatson és Kurics, 2006, JCAM) cikkbeli
modszerilnket, az eredményeket a cikk konferenciakiadvany-valtozatdban publikaltuk.

A parcidlis differencialegyenletek megoldasat numerikusan kozelité eljardsok kozul a
végeselem-modszerek kdzponti jelentéségiiek. A prekondicionalo eljarasok célja sok esetben
éppen az, hogy a végeselem-feladat megoldasa soran kapott nagy linearis rendszerek
megoldasat gyorsitsa. Fontos az eljaras soran kapott hiba, a konvergencia rendjének elézetes
becslése is. Egy altalanos nemlinearis aramlasi modellben szerepl6 egyenletre végeztik el ezt
(Van der Vegt et al., 2007).

A végeselemes kozelités ismeretében ismét érdemes megbecsilni utélag a hibat, hogy tudjuk,
az eljarason hol és mennyire érdemes finomitani. Kulon probléma a hiba lokalizaciojanak
vegrehajtdsa. Ezt vegeztik el a Maxwell-egyenletek egy csaladjara (lzsék et al., 2007).
Mindket esetben tébb numerikus szimulécidval tamasztottuk ala az eredményeket, amelyeket
nemsima tesztfeladatokon is végrehajtottunk.

3. Numerikus modszerek kvalitativ tulajdonsagai
Ismert, hogy a parcialis differencialegyenleteknek van néhany, az altaluk modellezett fizikai

folyamatokbol is levezethet6 kvalitativ tulajdonsaga. A konvergencian kivil e tulajdonsagok
megorzése a legfontosabb kdvetelmény hatékony numerikus eljarasok konstrualasa soran.



Kutatdsunk kezdetén a modellekre leggyakrabban megkovetelt kvalitativ tulajdonsdgok — a
maximum-minimum elv, a nemnegativitas-megorzes és a maximumnormabeli kontraktivitas —
mar ismertek voltak. A kutatas soran elért eredményeink feltartdk a kvalitativ tulajdonsagok
kozti kapcsolatokat mind a folytonos, mind pedig a diszkret esetben, ill. sziikséges és
elégséges feltételeket adtunk meg a tulajdonsagok teljesiilésére (megfelelé diszkretizacids
halo és idolépés megvalasztasa).

Elliptikus feladatok korébol ide tartozo kutatdsi témank a diszkrét maximum-elv, melynek
érvényességéhez algebrai ill. geometriai feltételt adtunk a végeselemes diszkretizaciora
tobbféle, szimmetrikus ill. nem szimmetrikus (nemlinearis hévezetés tipusu) nemlinearis
vegyes peremérték-feladat esetén. (Karatson és Korotov, 2004 és 2005) és (Karatson et al.,
2006). Ezt kiterjesztettlik a numerikus integralas hibajanak figyelembevételével (Karatson és
Korotov, 2006, JCAM), valamint “interface’ (felliletre koncentralt reakcio) tipusu problémara
(Karatson és Korotov, 2006, preprint). A (Karatson, 2005, AMH) cikkben igazoltuk a
maésodik biharmonikus feladat megoldasanak regularitasat.

A parabolikus (id6fliggé) folytonos feladatokra megmutattuk, hogy a szigord maximum-
minimum elvbol kovetkezik a gyenge maximum-minimum elv. A gyenge maximum-
minimum elv implikalja a nemnegativitas-megorzést ill. a maximumnormabeli kontraktivitast.
Amennyiben az ismeretlen figgvény nulladik derivaltja nem szerepel az egyenletben, akkor
az er6s maximum-minimum elv és a nemnegativitas-megérzés ekvivalens tulajdonsagok. Az
egylépéses particionalt vektoriteraciokat ill. a diszkrét haldéoperatorokat vizsgalva a fenti
implikacidkat megmutattuk a kvalitativ tulajdonsagok numerikus megfelelire is (Farago és
Horvath, 2007, LNCS). A véges differencia és a Galjorkin-féle végeselem-modszereket
vizsgaltuk egy, ketto, ill. hd&rom dimenzidban (Faragd eés Horvéath, 2006; Farago és Horvath,
2007, IIMNE). Felhasznalva a nemkeskeny téglalapracs fogalmat, amely korabban csak az
elliptikus feladatokra volt ismeretes, megadtuk, hogy az ilyen racsokon milyen also és fels6
korlatok szerint kell valasztanunk az id6lépést a Galjorkin végeselem megoldasok soran
(Farag6 et al, 2007; Horvath, 2007, IJCSE/2). Hasonl6 feltételeket adtunk meg un. hibrid
racsok eseten (Farago et al, 2005, ANM). A hibrid racsok haromszdgeket ill. téglalapokat
tartalmaznak, és a hdromszdgeken lineéris, a téglalapokon bilinearis elemeket hasznalunk.
Megmutattuk, hogy az el6jelstabilitasi tulajdonsag — amely csak az egydimenzios parabolikus
egyenletre értelmezhet6 — szigorlbb feltételt ad, mint a korabban emlitett harom masik. Egy,
a négyzetes matrixok el6jelstabilitasara vonatkozd kordbbi bizonyitast 1ényegesen
egyszeriisitve megadtuk a véges differencia és a végeselem modszer eléjel-stabilitasanak
elégséges feltételet (Horvath, 2007, LNCS; Horvath, 2007, AMM). Minden vizsgalatnal
torekedtiink arra, hogy a gyakorlati szamitasok soran is jol alkalmazhaté a priori feltételeket
adjunk meg. T6bb, a gyakorlatbol szarmaztatott numerikus példat is konstrualtunk az elméleti
uton nyert eredmények szemléltetésére (pl. Farago és Horvath, 2007, IJINM).

Foglalkoztunk az egydimenzidés kozonséges autonom differencidlegyenlet h-idejt
megoldooperatoraval és annak h-1épéskdzi, egylépéses p-edrendii diszkretizaciojaval. A
kutatdsban e két leképezés altal indukalt diszkrét idejii dinamikai rendszereket hasonlitottuk
0ssze numerikus strukturdlis stabilitas szempontjabdl.

A numerikus strukturalis stabilitdas kérdését kozonseges differencialegyenletek esetén
kalonfele hiperbolicitasi  feltételek mellett  &ltalanos  esetben  tisztztak  (lokalis
kiegyenesithetéségi tételek és a Hartman—-Grobman-lemma kilénb6z6 alakjai). Természetes
modon felmeril a kérdés, hogy strukturalis stabilitas szempontjabdl mi a helyzet a
legegyszertibb nemhiperbolikus esetekben, azaz példaul kdzénséges differencialegyenletek



olyan egyparaméteres csaladjaban, ahol a hiperbolicitds valamely paraméterértéknél
megseril. Az ilyen pontokat bifurkacios pontoknak hivjuk. Egy nemhiperbolikus egyensulyi
helyzet kornyezetében az eredeti és a diszkretizalt dinamika nem feltétlentl azonosithat6
konjugacié segitségével. Bizonyos tipusu bifurkacios pontok kdzelében azonban az eredeti és
diszkretizalt dinamika kozott a konjugaciéo léte bebizonyithatd. Megvizsgaltuk a
nyeregcsomo-, a transzkritikus- és a villa-bifurkaciok esetére e legelemibb bifurkacios
pontok numerikus strukturdlis stabilitasat: konjugaci6 megkonstrualdsaval kvalitativ,
kozelsegi becslések megfogalmazasaval pedig kvantitativ szempontbol. Az elért eredmények
osszefoglalasaképpen elmondhatd, hogy a nyeregcsomo-bifurkaciés pont numerikusan
strukturdlisan stabilis, am a transzkritikus- és villa-bifurkaciés pontok altalanos
diszkretizaciokra nézve numerikusan nem strukturalisan stabilak. Ha azonban a megengedett
perturbaciok halmazat alkalmas modon leszikitjuk, akkor a numerikus strukturalis stabilitas
ezen bifurkécios pontok kozelében is helyreall. Lényeges eredmény, hogy transzkritikus- és
villa-bifurkacids pontok kdzelében optimalis kozelségi becsléseket igazoltunk a konjugacio és
az identikus leképezés tavolsagara. A nyeregcsomo-bifurkacid esete Iényegesen nehezebbnek
bizonyult. Megmutattuk tovabba, hogy a Runge-Kutta modszerek egzaktul megérzik az n-
dimenzids nyeregcsomd-, valamint a cslcs-bifurkacio feltételeit. Az elért eredmények
egyeldre preprint formajaban jelentek meg (Loczi, Preprint 03/006, Preprint 04/022 és
Preprint 05/016).

4. Fizikai es kémiai feladatok numerikus megoldasa

A reakcio-diffazios rendszerekben megfigyelt mintazatképzodés, a Liesegang-jelenség
modelljét vizsgaltuk. A nemlinearis PDE-ekkel torténé determinisztikus leirasnak is tébb
valtozata ismert, vagy nem-folytonos tagot tartalmazo differencialoperator szerepel az
egyenletben, vagy pedig a negyedrendii tagot is tartalmazd, meg az ismeretlen koncentracié
derivaltjatol is nemlineérisan fliggé Cahn-Hilliard - egyenletet hasznaljak. Ezek alternativa-
jaként egy sztochasztikus modellt javasoltunk (lzsak és Lagzi, 2003), amely a
determinisztikussal megegyez6 kvalitativ torvényszeriiségeket adta, azaz a mintazatban levé
csapadékzénak tavolsagara, vastagsagara, és megjelenési idejére vonatkozd megfigyeléseket
jol reprodukélta, de egyszeribb szimulaciot tett lehetévé. A  Kiserletek nehéz
reprodukalhatosagat folyamatosan jelen levo fluktuacioval modelleztiik (Izsak és Lagzi,
2004), a numerikus szimulaciokban is kimutattuk, hogy kulonb6z6 kezdeti koncentraciok
esetén mennyire lesz instabil a rendszer. Vizsgaltuk a rendszerben jelenlevé elektromos erétér
hatasat, amely egy advekcios tagnak felel meg (Lagzi és lzsak, 2004). Ez alkalmas lehet arra,
hogy a kialakuld6 mintazatok formajat vezéreljik. Szimulaltunk kilénbdz6 peremfeltétellel
rendelkez6 rendszereket (Lagzi és Izsak, 2005; Ripszam et al., 2005), amelyek az egyik
reagens folyamatos betéaplalasat, vagy éppen az egyik végtermékkel valé reakcidjat
modellezték. Olyan jelenségeket is leirtunk, amelyek modellje meg nem tisztazott (\Volford et
al., 2007), de val6szintileg joval egyszeriibben modellezheték, mint a hasonld kvalitativ
jelenségeket mutato Beluszov-Zsabotyinszkij - reakcio.

A Maxwell-egyenletek numerikus megoldasa soran fontos kérdés, hogy hogyan lehet az
elektromagneses modellben a szemidiszkretizacioval nyert kozonséges differencidlegyenlet-
rendszert hatékonyan megoldani. Ismert, hogy jol alkalmazhatok azok a megoldasok, melyek
az operatorszeletelési eljarason alapulnak. Megmutattuk, hogy a kordbban publikalt eljarasok
hogyan irhatok fel az operatorszeleteles mddszerével (Horvath, 2003; Horvéath et al, 2004;
Farag6 et al, 2005, IJNM) ill. hogy a mddszer hogyan alkalmazhaté a korabbiaknal
hatékonyabb eljarasok kidolgozasara.



Célunk a klasszikus finite-difference time-domain (FDTD) modszernél gyorsabb (lehetéleg
feltétel nélkil stabil) eljarasok kidolgozasa volt. Az egyik publikalt médszer azon alapul,
hogy a Namiki-Zheng-Chen-Zhang (NZCZ) modszerbeli részfeladatokat a Strang-Marcsuk
szeletelés helyett a szekvencialis szeleteléssel bontjuk fel és a részfeladatokat a Crank-
Nicolson maédszerrel oldjuk meg numerikusan. A modszer nagy elénye, hogy feltétel nélkali
stabilitdsa a konstrukciobol latszik, ill. az elektromagneses tér energidja allandé marad a
szamitasok kdzben. A méasik modszerben a szimmetrikus szekvencialis szeletelésnél adtunk
egy olyan masodrendii modszert, melynek mitveletigénye jelentésen csokken, ha parhuzamos
gépeken alkalmazzak. Az utébbi kb. 3-szor gyorsabban szamitja ki a megoldast, mint a
NZCZ-modszer (12-szer gyorsabban, mint a FDTD-modszer), ugyanakkor méasodrendben
pontos (Horvath, 2007, IJCSE; Horvath, 2006, LNCS). Megmutattuk tovabba, hogy az
operatorszeletelési eljards akkor is hatékonyan alkalmazhatd, ha forréstag is jelen van.
Ezekben az esetekben is megtartjak a klasszikus rendjlket a szeletelési eljardsok. A
szeletelések az FDTD-modszerrel és a végeselem megoldasban alkalmazott Gautschi-féle
idébeli integracios eljarassal egyitt is hatékonyan alkalmazhatok (Botchev, 2007).
Eredményeinket minden esetben numerikus példékkal is demonstraltuk.

Kutatasi eredményeinkbél 97 tudomanyos kdzleményt készitettiink.

A kutatasi idészakban a palydzat résztvevoi szamos (kb. 50) nemzetkdzi és hazai
konferencian vettek részt, nagyobbrészt az OTKA palyazat pénziigyi tamogatasaval.
Mindegyik konferencian eléadast tartottunk, amelyek kozil tobb plenaris meghivott eléadas
volt. Tébb konferencian tudomanyos szekcidkat illetve Ulésszakokat szerveztink, emellett
szamos workshop szervezésében vettlink reszt. Kulon megemlitjuk a kdvetkezé, altalunk
szervezett esemenyeket.

1. Tudoményos ulésszak szervezese ,Korszerit numerikus modszerek és légkdrdinamikai
alkalmazasi lehetéségei” cimmel az MTA Meteoroldgiai Tudomanyos Bizottsag felkerésére,
Budapest, 2005. majus 2.

2. Advances in Air Pollution Modelling for Environmental Security, NATO Advanced
Research Workshop, Borovec, Bulgaria, 2004. méajus 9-13.

3. Tubingen-Budapest Workshop on Evolution Equations, Dobogdké, 2007. marcius 22-26.

Kutatdsaink nagy része nemzetkdzi egyittmikodések Kkeretében valdsult meg. Fo6bb
partnereink:
- Owe Axelsson, Nijmegen (Hollandia)-Uppsala (Svédorszag)
- Zahari Zlatev, NERI, Dania
- Jaap van der Vegt, Mike Botchev, Enschede, Twente University, Hollandia
- Ivan Dimov, Krassimir Georgiev, Svetozar Margenov, Ivan Lirkov, Tzvetan
Ostromsky, Bolgar Tudomanyos Akadémia, Parhuzamos Algoritmusok Intézete
- Anatolij Dorosenko, Vitalij Pruszov, Ukran Tudomanyos Akadémia Kibernetikali
Intézete
- Szergej Korotov, Helsinki Muszaki Egyetem, Finnorszag



- Rainer Nagel, Tibingeni Egyetem, Németorszag

Az egyuttmitkddésben nagy segitség volt az OTKA pénzligyi héttere.



