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A KUTATÁS EREDMÉNYEI

A pályázat támogatásával 23 dolgozatot ı́rtam, amelyek megjelentek vagy
megjelenés alatt állnak nemzetközi szakfolyóiratokban, továbbá 6 előadást
tartottam külföldi egyetemeken illetve konferenciákon.

Egy integrálható θ függvény seǵıtségével egy általános összegzési eljárást
dolgoztam ki ortogonális sorokra. Bizonyos feltételek esetén ez a θ összegzés
örökli a Fejér összegzés kedvező tulajdonságait. Többek között igazoltam,
hogy a θ közepek maximáloperátora korlátos a Hp Hardy térből az Lp térbe
(1/2 < p ≤ ∞) és gyengén (1,1) t́ıpusú. A p = 1/2 végpontban egy gyenge
egyenlőtlenséget bizonýıtottam. Ebből következik, hogy egy f ∈ L1 függvény
θ közepei m.m. tartanak f -hez. A trigonometrikus Fourier, Walsh-Fourier,
Walsh-Kaczmarz-Fourier, Vilenkin-Fourier és Ciesielski-Fourier sorokat és a
Fourier transzformáltakat vizsgáltam. A θ összegzés speciális eseteként fog-
lalkoztam a Weierstrass, Picar, Bessel, Riesz, de La Vallée-Poussin, Rogo-
sinski és Riemann összegzésekkel. Ugyanezen eredményeket beláttam több-
dimenziós Fourier sorokra és Hardy terekre is. Ezt a problémakört meg-
vizsgáltam a Marcinkiewicz-θ összegzésekre is. A Marcinkiewicz összegzés a
többváltozós ortogonális sorok részletösszegeinek az átlós összegzését jelenti.

Hans G. Feichtinger bécsi matematikussal közösen is dolgoztunk az egy-
és többváltozós Fourier sorok és transzformáltak θ-szummációján, de más
megközeĺıtésben. Olyan, a szummációelméletben eddig még nem vizsgált te-
rekkel foglalkoztunk, amelyek a Gábor anaĺızisben nagy szerepet játszanak,
pl. a Wiener amalgám terek, Feichtinger algebra, modulációs terek, Herz,
Besov és Sobolev terek, illetve ezek súlyozott változatai. Igazoltuk, hogy a
θ-szummáció pontosan akkor konvergál L1 normában (minden integrálható
függvényre), egyenletesen vagy minden pontban (minden folytonos függ-
vényre), ha θ Fourier transzformáltja integrálható. Ebben az esetben min-
den homogén Banach térben is van konvergencia. Ha θ pl. a Feichtinger
algebrában van, akkor a feltételek teljesülnek. Több, új elégséges feltételt is
találtunk, hogy egy függvény benne legyen a Feichtinger algebrában. Több
mint 20 példát adtunk a θ szummációra. A pontonkénti konvergenciára
is sikerült szükséges és elégséges feltételt adnunk Wiener amalgám térbeli
függvényekre. Ezek a terek speciális esetben megadják az Lp tereket, de bi-
zonyosak közülük jóval tágabbak még az L1 térnél is. A legnagyobb közülük
a W (L1, `∞) tér, amely azon függvényeket tartalmazza, amelyek egységnyi
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hosszú intervallumokon vett integráljainak szuprémuma véges. Tehát, a θ
közepek minden Wiener amalgám térbeli (vagy integrálható) függvény min-
den Lebesgue pontjában konvergálnak akkor és csak akkor, ha θ egy bizonyos
Herz térben van. Ez a Fejér közepekre vonatkozó jól ismert Lebesgue tétel
nagy méretû általánośıtása. Ismeretes, hogy majdnem minden pont Lebesgue
pont.

Ezek után megvizsgáltuk a Herz térbeli függvények θ-szummációját. Az
előzőekhez hasonlóan a pontonkénti konvergenciára szükséges és elégséges
feltételt adtunk. A θ közepek minden (súlyozott) Herz térbeli függvény min-
den Lebesgue pontjában konvergálnak akkor és csak akkor, ha θ egy bizonyos
Herz térnek eleme.

Egy másik cikkben a Fourier transzformáltakra vonatkozó Hausdorff ope-
rátor korlátosságát igazoltam a Hp Hardy tereken egy- és többváltozós eset-
ben is.

Ismeretes, hogy Walsh-Fourier sorokra a Cesàro (vagy C, α) és Riesz köze-
pek maximáloperátora korlátos a Hp Hardy térből az Lp térbe, ha p >
1/(α + 1). Simon Péterrel közösen igazoltuk, hogy p ≤ 1/(α + 1) esetén
az álĺıtás nem igaz már, de p = 1/(α + 1) esetén egy gyenge egyenlőtlenség
még teljesül.

A pályázat támogatásával intenźıven foglalkoztam más ortogonális rend-
szerekkel is, pl. a Ciesielski rendszerekkel. Ciesielski, az egyik legnagyobb
lengyel matematikus, a 60-as években vezette be az azóta róla elnevezett bior-
togonális rendszereket. A Ciesielski rendszerek a Walsh rendszer általánośı-
tásai és ugyanolyan úton, tehát ugyanazon mátrixok seǵıtségével nyerhetők
az (m, k)-ad rendű spline rendszerekből, ahogyan a Walsh rendszer a Haar
rendszerből. Ha m = −1 és k = 0 akkor a megfelelő spline rendszer megegye-
zik a Haar rendszerrel, ı́gy a Ciesielski rendszer a Walsh rendszert adja. Ha
pedig m = k = 0, akkor a spline rendszer a jól ismert Franklin rendszerbe
megy át. A spline rendszerek kiváló bázis tulajdonságokkal rendelkeznek:
ekvivalens és feltétlen bázisok az Lp és Hardy terekben. A Ciesielski rend-
szer megőrzi a Walsh rendszer néhány kedvező tulajdonságát, ugyanakkor
bizonyos szempontból előnyösebb is, hiszen folytonos, sőt, adott esetben dif-
ferenciálható függvényekbõl áll. Ciesielski mellett olyan h́ıres matematikusok
foglalkoztak ezekkel a rendszerekkel, mint Carleson, Woytaszczik, Maurey,
Bockariev, Sjölin, Strömberg, Gevorkyan, Schipp.

Több, a trigonometrikus vagy Walsh rendszerre ismert klasszikus tétel
még ismeretlen volt Ciesielski-Fourier sorokra. Ezekből bizonýıtottam néhá-
nyat.

Beláttam az erős összegzési tételt Ciesielski-Fourier sorokra is, azaz iga-
zoltuk, hogy minden integrálható függvény erősen is összegezhető. E tétel
bizonýıtása nagyságrendileg nehezebb, mint a trigonometrikus vagy Walsh
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esetben. Ciesielski többször is felvetette ezt a problémát a szakirodalomban.
Igazoltam továbbá, hogy az erős maximáloperátor gyengén (1, 1) t́ıpusú, de
már nem korlátos H1-ből L1-be.

Igazoltam az erős szummációs tételt többváltozós Ciesielski-Fourier so-
rokra is. A Paley egyenlőtlenséget általánośıtottam egy- és többváltozós
Ciesielski-Fourier együtthatókra és Hardy terekre. Ismeretes, hogy Lp–beli
(p >1) függvény esetén a Fourier sor részletösszege majdnem mindenütt kon-
vergál a függvényhez (Carleson tétel), mind a trigonometrikus, Walsh és Cie-
sielski rendszer esetén. E tétel nem igaz már az L1 térre, sőt a H1 Hardy térre
sem. Ciesielski-Fourier sorokra igazoltam, ha ún. hézagos részletösszegeket
veszünk, akkor már igaz marad a konvergencia H1 függvényekre is.

Ciesielski egy kérdésére válaszolva igazoltam a Littlewood-Paley egyen-
lőtlenséget és a Marcinkiewicz multiplier tételt egy- és többváltozós Ciesielski-
Fourier sorokra is, valamint a multiplier tételt kiterjesztettem Hardy te-
rekre is. A többváltozós Ciesielski rendszerekre vonatkozó Sunouchi operátor
korlátosságát is megvizsgáltam az Lp és Hardy terekben és ennek seǵıtségével
eddig még nem ismert erős összegzési eredményeket értem el.

Ezenḱıvül Ciesielski 70. születésnapjára rendezett konferenciára megh́ı-
vottként ı́rtam egy összefoglaló cikket a Ciesielski-Fourier sorokról.

Továbbá intenźıven foglalkoztam vektor-értékű Hardy terekkel és vektor-
értékű Vilenkin-Fourier sorokkal. A Hardy és BMO terek közötti dualitást
kiterjesztettem Banach tér értékű martingálokra. Megadtam a vektor-értékű
martingál Hardy terek atomos felbontását. Marcinkiewicz egy klasszikus
egyenlőtlenségét kiterjesztettem UMD tér értékű Vilenkin-Fourier sorokra.
Bebizonýıtottam, hogy egy f ∈ Lp(X) (1 < p < ∞) függvény Vilenkin-
Fourier sora konvergál f -hez Lp(X) normában akkor és csak akkor, ha X
egy UMD tér. Igazoltam a jól ismert Carleson tétel kiterjesztését, azaz ha
X egy UMD Banach tér és f ∈ Lp(X) valamely 1 < p < ∞-re, akkor f
Vilenkin-Fourier sora konvergál f -hez majdnem mindenütt X normában. E
tétel természetesen nem igaz L1(X) vagy H1(X)-beli függvényekre. Azonban,
hasonlóan a fentiekhez, egy f ∈ H1(X) UMD tér értékű függvény Vilenkin-
Fourier sorának hézagos részletösszegei majdnem mindenütt konvergálnak
f -hez X normában.

Végezetül egy új tudományterületen is elkezdtem dolgozni, a magyar
Gábor Dénesről elnevezett Gábor anaĺızis (vagy idő-frekvencia anaĺızis) té-
makörben. Bekapcsolódtam az e témában folyó nemzetközi kutatásokba és a
téma egyik legkiválóbb szakértőjével, Prof. Hans G. Feichtingerrel dolgoztam
együtt.

A Gábor anaĺızis fiatal tudományág és sok gyakorlati alkalmazása van, de
Magyarországon még kevéssé művelt. Több cikket ı́rtam illetve konferencián
elő is adtam a Gábor anaĺızisben elért eredményeimből. Sikerült összefüggést
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találnom a szummációelméletet és a Gábor anaĺızis elmélete között és Gábor
sorokra illetve Gábor transzformáltra illetve ezek összegzéseire bizonýıtottam
konvergencia tételeket.

2007. február 18.

Dr. Weisz Ferenc
egyetemi tanár
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