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~ DISZKRET KOCKAZATI MODELL
ALTALANOS BEFIZETESI RATA MELLETT

GYORFI-BATORI ANDRAS, MIHALYKO CSABA, MIHALYKONE ORBAN EVA

A publikdciéban egy Sparre Andersen-kockazati folyamatot vizsgdlunk.
Egy diszkrét modellel foglalkozunk, amelyben altaldnos befizetési ratat felté-
teleziink. A Gerber—Shiu-fiiggvény egy diszkrét valtozatéra dltaldanos esetben
differenciaegyenletet adunk meg, a differenciaegyenlet megolddsianak egyér-
telmiiségére feltételt adunk. Az egyenletet negativ binomidlis kareloszlds
esetén egy masik egyenletté transzformaljuk, amelynek megadjuk a megol-
désat. Eredményiinket példaval illusztraljuk.

1. Bevezetés

Az tizleti életben miikodo vallalatoknak, igy a biztositotarsasdgoknak is fon-
tos, hogy tizleti kornyezetiikbdl fakado kockézataik felismerhetéek és kezelhetéek
legyenek, ne veszélyeztessék miikodésiiket. A biztositék kockazata az altaluk ki-
nélt szolgaltatds sztochasztikus természetén alapszik. Ezen kockdzatok felmérése
mind a biztositétarsasdgok szempontjabdl, mind pedig a veliik szerzodést kotott
iigyfelek szaméra fontos, hiszen nekik sem érdekiik, hogy a tarsasig fizetésképte-
lenné valjon. Hasonld kérdések vetddnek fel ipari rendszereknél kozbiilsé tarolok
alkalmazdsa esetén is (ldsd példaul [7]).

A kockézati folyamatok vizsgalata a huszadik szdzad elején kezdett intenziven
fejlédni. Kezdépontként Lundberg munkajat érdemes emliteni 1903-bdl. Kés6bb,
1957-t61, nagyrészt az igynevezett Sparre Andersen-modellt hasznaltdk, amelyben
a karigények kozott eltelt id6 eloszlasat exponencidlis eloszlas helyett altalanosnak
tekintették. Folytonos eloszlasok esetén nagy attorést hozott a Gerber—Shiu-féle
diszkontdlt biintetéfiiggvény [3] bevezetése, mivel igy egyetlen fiiggvény segitsé-
gével lehet szamolni a tonkremenés valdszinliségét és a tonkremenési id6 varhatéd
értékét, s6t a tonkremenés idejének szérdsat is. A Gerber—Shiu-fiiggvény mate-
matikai tulajdonsagainak elemzésével, specialis esetekben kiszamoldsaval szdmos
publikécié foglalkozik ([3], [1], [8], [9]).

A diszkrét kockazati modellekre kevesebb figyelem jut, mint a folytonosakra,
béar gyakorlati szempontbo6l nagyobb a jelentéségiik. Az irodalomban megtaldl-
haté publikaciok tobbnyire egységnyi befizetési ratat feltételeznek, és a karigé-
nyek ennek tObbszoroseit teszik ki. A Gerber—Shiu-fiiggvény diszkrét megfelel6jét
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Cheng és térsai irtak fel 2000-ben [2]. Szamos speciélis esetben taldlhaté ered-
mény vele kapcsolatban [6]-ban és az ott hivatkozott cikkekben. Li [5]-ben olyan
esettel foglalkozott, amikor a karok kozott eltelt idé véletlen nagysagi. Ekkor a
szerz6 rekurziét adott meg a Gerber—Shiu-fiiggvényre. A folytonos esetben Al-
brecher és munkatarsai adtak kvéziexplicit megoldast 2010-ben olyan feltételezé-
sek mellett, hogy a kdrok kozott eltelt id6 és a karok nagysiga eloszlasa siri-
ségfiiggvényének Laplace-transzformaltja raciondlis tortfiiggvény. Megjegyezziik,
hogy az irodalomban megtalalhaté publikdciék nem foglalkoznak a felirt differen-
cia/differencidlegyenlet megolddsénak egyértelmiiségével, csupan adnak egy meg-
oldast. Ezzel kapcsolatban elvi problémét jelent, hogy az egyenleteknek szamos
esetben nem egyértelmli a megolddsa, igy a megtalalt megoldas nem biztos, hogy
a keresett fliggvénnyel azonos.

Jelen cikkben altalanositjuk Li eredményeit Albrecher és tarsai dltal vizsgalt
irdnyban haladva. Altaldnos kérok kozti idSeloszlast és kérigényeloszlast alkalmaz-
va vizsgédljuk a Gerber—Shiu-fiiggvény egy specidlis esetére felirt egyenlet egyértel-
mi megoldhatdsigat, és negativ binomialis eloszlasu karigények esetén megadjuk
a fiiggvényt. A vizsgalt modell annyiban is dltaldnosabb a szokasosndl, hogy nem
tételezziik fel, hogy a karigények a befizetési rata egész szamu tobbszorosei. Ered-
ményiinket egy példén illusztraljuk.

2. A vizsgalt modell

Vizsgdaljuk a biztositotarsasag kasszajaban levs pénzosszeget az ido fiiggvé-
nyében. A biztositétarsasighoz idéegységenként beérkez6 pénzmennyiséget jelolje
k € NT, a kezd6t6kéjét pedig n € N. Legyen V (t) a biztositétarsasig kasszdjadban
1év6 pénzmennyiség a t. id6pillanatban, ahol ¢ nemnegativ egész szam. Jeldlje
N(t) a bekovetkez6 kdrok szamét a ¢. idépillanatig, és legyen Z; a biztositétérsa-
saghoz beérkezd [. karigény nagysdga. Mindkettd véletlen mennyiség, és tegyiik
fel, hogy egymastdl is fiiggetlenek, valamint a Z;, | = 1,2, ... valésziniiségi valto-
z6k nemnegativ, egész értékiiek és azonos eloszlastak. Ekkor ¢ id6 eltelte utan a
tarsasag pénzmennyisége az alabbi:

N(t)
Vt)=n+k-t—> Z,t=01,..
=1

s

Jelolje u(n) annak a valdszintliségét, hogy n kezd6tékérél indulva a biztositétarsa-
sag cs6dbemegy, azaz a tOkéje 0 ald csokken:
N(t)

un)=Pn+k-t— Z Z; < 0, valamely t =0,1,2, ... esetén). (1)
=1

Negativ n érték esetén értelemszeriien u(n) = 1.
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Legyen Ty (n) a tonkremenési idé n kezd6t6ke esetén, amennyiben tonkremegy
a biztositétarsasag, azaz

Ty (n) = min{t >0:t €N}, V(t) <0,
v 00, ha V(t) >0, VteN.

Legyen
ET(n) = E(Tv(n) - (1, (n)<cc))>
D*T(n) = E(T3(n) - Liry (n)<oc)) — E2(Tv(n) - L1y (n)<o0))»

feltéve, hogy a varhaté érték és a szérdasnégyzet véges. Vezessiik be tovabba a
Gerber—Shiu-féle diszkontalt fiiggvény diszkrét verzidjat abban a specialis esetben,
amikor a Gerber-Shiu-fiiggvény nem fiigg a cs6d nagysagatdl és a cséd bekovet-
kezése el6tt felhalmozott téke értékétél:

<p(n,z) = E(Z_TV(n) . 1(Tv(n)<oo))a z Z 1. (2)

Lathaté, hogy ¢(n, z) minden n € N és z > 1 esetén 0 és 1 kozé esik, azaz p(n, z)
jol definidlt. Lathatd, hogy n < 0 esetén ¢(n,z) = 1. Minden rogzitett z esetén
n-ben és rogzitett n esetén z-ben monoton fogy. Tovabbé fenndll, hogy

pln1) = un), BT(n) =~ 22D, ®)
D21y = LA g — (1)), (@

Legyen to = 0, és jelolje az (I — 1). és az . kdrigény kozott eltelt id6t ¢,
1 =1,2,3,... At; valdszintiségi valtozokrdl feltételezziik, hogy egymdéstdl és a Z;
valésziniiségi valtozoktdl is fiiggetlenek és azonos eloszlasuak. A karok kozott el-
telt 1d6 eloszlasat jelolje f(j) = P(t; = j), 7 = 0,1,..., mig a kérok nagysdganak
eloszlasat g(i) = P(Z; = i), i = 1,2,... A t; lehetséges értékeinél megengedjiik a
j = 0 értéket, de a kirok nagysdga csak pozitiv egész szam lehet. Az irodalomban
vizsgalt eseteknél ez tObbszorose az egységnyi id6 alatt befizetett pénzmennyiség-
nek, mi most annak tortrészét is megengedjiik. Mind a ¢;, mind a Z; valoszinliségi
valtozdk esetén véges szérast feltételeziink.

A folyamat viselkedését alapvetéen befolydsolja, hogy az egységnyi id6 alatt
befizetett és a kifizetett pénzosszeg varhaté értéke hogy viszonyul egymashoz. Az

E(Z1) < k- E(t) (5)

egyenlotlenség azt fejezi ki, hogy a befizetett pénzmennyiség varhato értéke tobb
a kifizetettnél, ezt nettd profit feltételnek nevezik. A nagy szdmok erds torvénye
és a Chung—Fuchs-tétel alkalmazdsaval belathaté, hogy

lim u(n) =0,ha E(Z;) < k- E(t;),

n—r oo
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u(n) =1 ¥Yn>0,hak-E) < E(Z).

3. A ¢(n, z)-re vonatkozé 6sszefiiggések

Az els6 karkifizetés id6pontja és a karkifizetés nagysaga szerinti feltételes var-
haté érték alkalmazdsdval (2)-re az aldbbi egyenlet {rhaté fel:

oo n+jk

o(n,2)=> > en+ik—i,2)f(e@z7+> Y. ez, (6)

=0 i=1 §=0 i=n-+jk+1

ezért (3), (4) miatt az

oo n+jk 00 50
X(n2) =Y X(n+jk—i2)f(De@=7+Y. > fGe=" (7)
J=0 i=1 §=0 i=n+jk+1

egyenlet megolddsara vagyunk kivancsiak. A (7) egyenlet megolddsa azonban &l-
taldnosan nem egyértelmii. Példaul z = 1 esetén a konstans 1 sorozat kielégiti az
egyenletet. Mi a korlatos, s6t a 0-hoz tarté6 megoldasokat keressiik. Ezzel kapcso-
latban az alabbi éllitas bizonyithatd a kontrakcids elv segitségével:

3.1. TETEL. Ha f(0) < 1, akkor minden 1 < z esetén (7)-nek pontosan egy
megoldédsa van a korldtos sorozatok kérében. Ha z = 1, akkor (5) teljesiilése esetén
a (7) egyenletnek pontosan egy megolddsa van a nulldhoz tarté sorozatok korében.

3.1. KOVETKEZMENY. Hal < z, akkor f(0) < 1 esetén (7) korldtos megolddsa
a (2) éltal defindlt p(n, z) fiiggvény, mig z = 1 esetén, ha a netté profit feltétel
teljesiil, akkor az egyetlen zéréhoz konvergdlé megolddsa az (1) altal definidlt u(n).

Ezek alapjan a (7) differenciaegyenlet ilyen megolddsait keressiik.

Az alapegyenlet altalanos megolddsa nem ismert. A szdmos vizsgalt specidlis
eset koziil (14sd [4]) tekintsiik most a negativ binomidlis eloszldsok esetét. Ekkor
az alabbi allitds bizonyithaté ([4]):

3.2. TETEL. Legyen a kdrok kozt eltelt id6k eloszldsa dltaldnos, mig a karigé-
nyek eloszldsa (eggyel eltolt) negativ binomidlis eloszlds a 2 < s és 0 < ¢ < 1
paraméterrel, azaz

. t+s—2\ ;4 .
= TH1—-¢q)fi=1,2,..
g(i) ( e 1 )q (1-9)i=12,
Ekkor (6) az aldbbi alakba transzformélhato:
> S . r+1 s = . . —q
p(n,2) = Z( )q7-<—1> Hpn—r,2)+(1-0)" Y pln—1+kj 2)-f ()= . (8)

r

r=1 7=0
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A Rouché-tétel segitségével beldthatd, hogy a (8) egyenlet karakterisztikus
egyenletének 1 < z esetén pontosan s darab egynél kisebb abszolut értékli gyoke
van, mig z = 1 esetén legfeljebb s az abszolut értékben egynél kisebb gyokok
szédma. A gyokok ismeretében ¢(n, z) felirhaté a szokdsos médon, specidlisan egy-
szeres gyokok esetén ezek n-edik hatvanyai linedris kombinacidjaként. A gyokoket
1i(z)-vel jelolve ekkor a c¢;(z) egyiitthatékra az aldbbi Osszefiiggések teljesiilnek
(1=1,2,..9):

W (2) () N S ORI Y
OG- T T gt e Oty = (1) - ©

Ez egyértelmiien megoldhatd, és megolddsdval megkaphatjuk ¢(n, z)-t.

4. Alkalmazas

Egy biztositétarsasighoz naponta érkezik 3 millié forint bevétel a biztositott
felekt6l. Tételezziik fel, hogy az el6z6 karigényhez viszonyitva 0,35 valoszintiséggel
aznap, 0,25 valdsziniiséggel a kovetkezd nap, 0,4 valészintiséggel 2 nap mulva ér-
kezik legkozelebb karigény. Tegyiik fel, hogy a karok nagysaga negativ binomialis
eloszlast s = 2 paraméterrel, és atlagosan naponta 2,5 millié forintot kell kifizetni.
Viélasszuk id6egységnek az 1 napot, pénzegységnek az 1 millié Ft-ot.

Jelen példéban k = 3, f(0) = 0,35, f(1) = 0,25, f(2) = 0,4. Felhasznalva a
negativ binomialis eloszlas varhaté értékének képletét, g = 0, 4286.

A p(n, z)-re vonatkoz6 egyenlet az aldbbi:

p(n,2) = 2qp(n —1,2) — ¢*p(n — 2,2)+ (10)
(1—q)* (p(n—1,2) 0,354+ @(n+2,2)-0,25- 271 + p(n + 5, 2) ~O,4~z*2).
(10) karakterisztikus egyenlete

0,13064(2)" +0,0816p(2)* - 2 — p(2)*- 22 +0,9715u(z) - 22 — 0,1837- 2% = 0. (11)

Ennek z = 1 esetén két megfelel6 gyoke a pu; = —0,2564 és pus = 0,7315, a
hozzajuk tartozé konstansok (9) alapjan ¢; = —0,0185 és co = 0, 7315. Tehét
o(n,1) = u(n) = cy - + co -t = —0,0185 - (—0,2564)" + 0, 7315 - 0, 7315".

Ko6szonetnyilvanitas
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Programja, részben a VKSZ_12-1-2013-0088 Felh6 alapt intelligens informatikai
szolgaltatdsok kialakitdsa az IBM Magyarorszagi Kft. és a Pannon Egyetem
egylittmiikodésében cimii projekt tamogatta. A tamogatasokat a szerzok koszonik.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



252

2]

3]

[4]

[6]

7]

(8]

[9]

GYORFI-BATORI ANDRAS, MIHALYKO CSABA, MIHALYKONE ORBAN EVA

Hivatkozasok

ALBRECHER, H., CONSTANTINESCU, C., PIrsic, G., REGENSBURGER, G., AND RoOs-
ENKRANZ, M.: An algebraic operator approach to the analysis of Gerber—Shiu func-
tions, Insurance: Mathematics and Economics, Vol. 46 No. 1, pp. 42-51 (2010). DOL:
10.1016/j.insmatheco.2009.02.002

CHENG, S., GERBER, H. U., AND SHIU, E. S.: Discounted probabilities and ruin theory
in the compound binomial model, Insurance: Mathematics and Economics, Vol. 26 No. 2,
pp. 239-250 (2000). DOI: 10.1016/S0167-6687(99)00053-0

GERBER, H. U. AND SHiU, E. S.: On the time value of ruin, North American Actuarial
Journal, Vol. 2 No. 1, pp. 48-72 (1998). DOI: 10.1080/10920277.1998.10595671

GYORFI-BATORI, A.: Diszkrét kockdzati folyamatok matematikai és szdmitdgépes elemzése
alkalmazdsokkal, PE-MIK OTDK dolgozat,
URL: https://drive.google.com/open?id=0B8Fej12XGLulVUh2Nmp0S2NjN2M (2017).

L1, S.: On a class of discrete time renewal risk models, Scandinavian Actuarial Journal,
Vol. 2005 No. 4, pp. 241-260 (2005). DOI: 10.1080/03461230510009745

L1, S., Lu, Y., AND GARRIDO, J.: A review of discrete-time risk models, RACSAM-Revista
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Serie A. Matematicas,
Vol. 103 No. 2, pp. 321-337 (2009). DOI: 10.1007/978-90-313-7627-8_103

MIHALYKG, C. AND ORBAN-MIHALYKO, B.: Sizing Intermediate Storages in Discrete Models
under Stochastic Operational Conditions, Periodica Polytechnica Chemical Engineering,
Vol. 60 No. 3, pp. 192-200 (2016). DOI: 10.1016/j.repl.2016.06.044

MIHALYKG, E. O. AND MIHALYKO, C.: Mathematical investigation of the Gerber—Shiu func-
tion in the case of dependent inter-claim time and claim size, Insurance: Mathematics and
Economics, Vol. 48 No. 3, pp. 378-383 (2011). DOI: 10.1016/j.insmatheco.2011.01.005

ORBAN-MIHALYKG, E. AND MIHALYKO, C.: Necessary and sufficient condition for the
boundedness of the Gerber-Shiu function in dependent Sparre Andersen model, Miskolc
Mathematical Notes, Vol. 15 No. 1, pp. 159-170 (2014).

DOI: 10.1215/9780822399674-007

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)


https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2009.02.002
https://doi.org/10.1016/S0167-6687(99)00053-0
https://doi.org/10.1080/10920277.1998.10595671
https://doi.org/10.1080/03461230510009745
https://doi.org/10.1007/978-90-313-7627-8_103
https://doi.org/10.1016/j.repl.2016.06.044
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2011.01.005
https://doi.org/10.1215/9780822399674-007

DISZKRET KOCKAZATI MODELL 253

Gyérfi-Bétori Andras 1995-ben sziiletett Ka-
posvaron. Egyetemi tanulméanyai soran az alap-
képzést a Pannon Egyetem Miiszaki Informati-
kai Karan végezte mérnokinformatikus szakon,
majd a mesterképzést a Budapesti Miiszaki és
Gazdasagtudoményi Egyetem Villamosmérnoki
Karan végezte szintén mérnokinformatikus sza-
kon, kitiintetéses diplomaval. A matematikat
mar az altaldnos iskoldban és gimnaziumban is
versenyszeriien lizte, és tobb orszagos versenyen
is kiemelked6 eredményeket ért el. Az egyete-
men ugyan az informatikai szakot véalasztotta,
de a matematikaversenyeket, és a matematika-
ban valé kutatast nem hagyta abba, igy jutott
el odaig, hogy az Orszagos Tudomanyos Diakkori Konferencidn egy matematikai és
informatikai téméban elsé helyet szerezzen. Az egyetem végeztével az Interticket
Kft.-nél helyezkedett el programozé és matematikai modellez6 szakemberként.

GYORFI-BATORI ANDRAS

Pannon Egyetem

Matematika Tanszék

8200 Veszprém, Egyetem u. 10.
gyorfi.batori.andras@gmail.com

Dr. Mihalyké Csaba 1962-ben sziiletett Veszp-
rémben.  1987-ben szerzett az KEoétvos Lo-
rand Tudomaéanyegyetemen okleveles matemati-
kus végzettséget, majd 1996-ban alkalmazott
matematika teriiletén PhD-t ugyanott. 1994-
ben Farkas Gyula-emlékdijat, 2000-ben Bolyai
Jénos Kutatési Osztondfjat, 2019-ben Mester-
tandr Aranyérmet kapott. 1987 6ta dolgozik
Veszprémben a Pannon Egyetemen, illetve jog-
- elddjein, jelenleg a Matematika Tanszéken egye-
temi docensként. Kutatasi teriiletei: kockazati

) folyamatok, dontéselmélet, matematikai model-
lezés. Eddig tobb mint 135 tudoményos kozle-

ménye jelent meg, ezek koziil 51 tudoményos folyéiratban. Osszes fiiggetlen hi-
vatkozasainak szama meghaladja a 220-at, Hirsch-indexe 8.

MIHALYKO CSABA

Pannon Egyetem

Matematika Tanszék

8200 Veszprém, Egyetem u. 10.
mihalyko@almos.uni-pannon.hu

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



254 GYORFI-BATORI ANDRAS, MIHALYKO CSABA, MIHALYKONE ORBAN EVA

Mihalykéné Orban Eva arcképe és életrajza a szdm egy mésik cikkénél jelenik meg,
mely cikknek szintén szerzdje.

ORBAN-MIHALYKO EVA

Pannon Egyetem

Matematika Tanszék

8200 Veszprém, Egyetem u. 10.
orbane@almos.uni-pannon.hu

A DISCRETE SPARRE ANDERSEN RISK MODEL WITH GENERAL
INCOME RATE

ANDRAS GYORFI-BATORI, CSABA MIHALYKS, Eva ORBAN-MIHALYKO

A discrete Sparre Andersen risk process with general income rate is investigated. A discrete
version of the Gerber-Shiu function is introduced and a difference equation is set up for it. The
existence and the uniqueness of its solution is investigated and an analytical solution is given
in the case when the claim size has negative binomial distribution. An example is given for
illustrating the computations.

Keywords: risk process, discrete model, negative binomial claim size distribution, analytical
solution.
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