Részletes szakmai zarojelentés OTKA T077409

A pélyazat keretében a kutatas a tervekkel 0sszhangban folyt. A futamidd alatt a palyazatban
részt vevo kutatok személyi Osszetétele a tervekhez képest annyiban valtozott, hogy a vezetd
kutat6 az idokozben elnyert SAB 081142 sz. OTKA-palyazat futamidejére (2010. jun. 1-t6l
2011. maj. 31-ig) annak eldirdsai szerint felfiiggesztette részvételét a jelen palydzatban.
Osszesen 35 cikk sziiletett, melyek koziil 24 megjelent, tovabbi 3 publikalasra el lett fogadva',
a tobbi’ le van adva publikalasra, illetve még kézirat. A palyazat résztvevéi a futamidé alatt
szdmos eldadast tartottak eredményeikrél nemzetkozi konferencidkon, illetve kiilfoldi
egyetemeken.

Az alabbiakban dsszefoglaljuk a palyazatban elért eredményeket’.

A véges alaphalmazon értelmezett klonok kutatdsanak egyik fo irdnya a ,,nagy” klonok
vizsgalata. Az [5], [18] cikkekben azokat a C klonokat vizsgaljuk, amelyek nagyok abban az
értelemben, hogy a hozzajuk tartozo relativ R-osztalyozasnak, amely a félcsoportok korében
ismert Green-féle R relacié analogonja, csak véges sok osztalya van. Ezen osztalyozas szerint
két miivelet akkor és csak akkor C-ekvivalens, ha C-beli miiveleteket beléjiik helyettesitve
megkaphatok egymasbol. [S]-ben megmutatjuk, hogy a nagy kloénok alkotta F filter harom,
Iényegében diszjunkt részre bonthatd. A harom rész egyikére adunk teljes leirast [18]-ban,
nevezetesen azt bizonyitjuk, hogy a Slupecki-klon egy részklonja akkor és csak akkor van F-
ben, ha tartalmazza az Gsszes nem-sziirjektiv miiveletet. Ez az eredmény egy dnmagaban is
érdekes tételen mulik, amelyet [35]-ben bizonyitunk, s amely Rosenberg [R] nevezetes
teljességi tételének kiterjesztése. Ebben megadunk tetszdleges véges 4 halmazon egy véges S
relacidhalmazt a kovetkezd tulajdonsaggal: egy C klon akkor és csak akkor nem tartalmazza
az 0sszes nem-sziirjektiv miiveletet, ha invarians valamely S-beli reldciora. A [15]-ben
tekintett C klonok (pl. véges affin algebrak klonja vagy a Burle-klon) nem tartoznak F-be, de
a C-osztalyok rendelkeznek bizonyos végességi tulajdonsaggal.

A kongruenciamodularis varietdsokra két klasszikus jellemzés ismert: Day [D], illetve Gumm
[G] Malcev-feltételei. Day eredményébdl kiindulva [14]-ben megadunk egy sokkal
egyszerlibben ellendrizhetd feltételt a kongruenciamodularitasra. A kapott tétel Day és Gumm
eredményének kozos altalanositdsa, és néhany sorra redukdl szamos igen bonyolult,
kongruenciamodularitast bizonyitd6 meggondolast, amely az irodalomban talalhat6. A cikkben
analog feltételt adunk annak ellendrzésére is, hogy egy adott varietdsban teljesiil-e
nemtrivialis kongruenciaazonossag.

[9]-ben sziikséges ¢és elegendd feltételt adunk arra, hogy egy disztributiv haldé két
polinomfiiggvénye folcserélhetd legyen egymassal. A kérdés motivacioja részben algebrai (pl.
centralizatorklon, entropikus algebrak), részben szamitdstudomanyi (aggregacidoelmélet).

Wiegold kezdeményezte véges G csoportokra a d(G,n) ndvekedési fliggvény vizsgalatat, ahol
d=d(G,n) a legkisebb olyan szam, amelyre G n-edik direkt hatvanya d elemmel generéalhato.
Sokat idézett az a [W]-beli eredmény, amely szerint d(G,n) mint n fliggvénye logaritmikus, ha
G perfekt, egyébként pedig linearis. [32] egyik f6 eredménye ezen tétel kiterjesztése
tetszOleges olyan véges algebrara, amelynek van paralelogramma-kifejezése. Az eredmény

1 A kozleményjegyzékben ezek is 2013-as megjelenési évszammal szerepelnek.
2 A kozleményjegyzékben ezek 2014-es megjelenési évszammal szerepelnek.

3 A félkovér szamokkal torténd hivatkozdsok a palyazatbeli publikaciokra vonatkoznak, és a szamozas
megegyezik az OTKA-adatbazisbeli kozleményjegyzékben szerepld sorszammal. A betliket is tartalmazo
hivatkozasok az irodalomjegyzékre utalnak.



specialisan Malcev-algebrakra is 1j. A cikkben jellemezziik az Gsszes ,,basic” Malcev-
feltételt, amely korlatozza a novekedési fiiggvényt, és megmutatjuk, hogy ha egy véges
algebran teljesiil ilyen Malcev-feltétel, akkor a ndvekedési fiiggvénye n egy polinomja alatt
marad.

A [2] dolgozatban olyan 1j, tobbségi fliggvények altal generalt minimalis klonokat talaltunk,
amelyeknél --- a korabbi példakkal ellentétben --- a klon hdromvaltozos része, mint Menger-
algebra, nem izomorf egy konzervativ minimalis klon haromvaltozos részével. Bebizonyitjuk
tovabba, hogy amennyiben létezik olyan minimalis klon, amelyben n tobbségi fliggvény van,
¢és ezek koziil legalabb egy ciklikusan szimmetrikus, akkor 1étezik olyan minimalis klon is,
amelyben 37 tobbségi fliggvény van.

A parcialis fiiggvények klonjai alkotta halé mar kételemii alaphalmaz esetén is kontinuum
szdmossagu. A halo szerkezetének megértése céljabol sokan vizsgaltdk azt a természetes
kérdést, hogy totalis Boole-fiiggvények egy adott C klonjahoz hany olyan parcialis klon
1étezik, amelynek totalis része éppen C (lasd [Lau]). Ezt a régota nyitott problémat oldjuk
meg a [25] cikkben a hidnyzo esetek kivizsgalasaval.

Az aritashézag fogalmat Couceiro és Lehtonen vezették be, és meghataroztdk az 1-nél
nagyobb aritdshézaggal rendelkezé Boole-fiiggvényeket. A [12], [19] cikkekben ezt az
eredményt altalanositjuk. Véges halmazok esetén pontosan megadjuk az adott aritdshézaggal
¢s adott valtozészammal rendelkezd fliggvények szamat, a haromelemii halmazon pedig
leirjuk az 1-nél nagyobb aritashézaggal rendelkezd miiveleteket. A [13], [28] cikkekben
monoton fiiggvények, halopolinomok, valamint test feletti polinomok aritdshézagat
vizsgaljuk. A [20] dolgozatban arra a kérdésre adunk vdlaszt, hogy hogyan valtozhat a
lényeges valtozok szama, ha tobb valtozéazonositast hajtunk végre egymds utan. Ezen
vizsgalataink ,,melléktermékeként” 1) binomidlis azonossagot taldltunk, amelyre [1]-ben
kombinatorikai bizonyitast adunk.

A [4] cikkben a véges lancok feletti pszeudopolinomokat irjuk le, és megadunk egy
algoritmust, amely eldonti, hogy adott fliggvény pszeudopolinom-e, €s ha igen, akkor meg is
konstruélja egy felbontasat. Ezeket az eredményeket altalanositjuk véges disztributiv halokra
a [22] dolgozatban. A bizonyitas egy fontos 1épését alkotja egy disztributiv halok feletti
specidlis interpolacids probléma megoldasa [23], amely Goodstein tételének altalanositasat
adja nemkorlatos disztributiv halokra. A [10] cikkben altalanosabb interpolacids kérdést
vizsgalunk, itt a megolddshoz mar ki kell 1épniink a halé 4ltal generalt Boole-algebraba.
Eredményeink  dontéselméleti  alkalmazasaként preferencia-relaciokat  modelleziink
pszeudopolinomokkal a [11] dolgozatban.

[31]-ben permutéaciocsoportok adott elemszamu véges halmazon értelmezett tobbvaltozos
fiiggvények invarianciacsoportjaiként valdé reprezentdlasaval foglalkozunk. Teljes
karakterizacidjat adjuk a reprezentalhatdé csoportoknak bizonyos esetben, valamint
megmutatjuk, hogy minden primitiv permuticiocsoport reprezentdlhatd haromelemi
halmazon értelmezett fliggvény invarianciacsoportjaként.

A [3] és [6] cikkek Boole-fliggvények gyakorlati alkalmazasaihoz kapcsolodnak. A monoton
Boole-fliggvények altal kifeszitett valos vektortér leirasat adjuk [6]-ban, és ennek segitségével
altalanositjuk egy tobbkomponensii rendszer élettartama és a komponensei élettartama (mint
véletlen valtozok) kozotti kordbban ismert Osszefiiggéseket. Couceiro, Foldes €s Lehtonen
bevezetett Boole-fliggvényekre egy Uj, a tobbségi fiiggvényre ¢épitd normalformat, és
megmutatta, hogy ez hatékonyabb, mint a klasszikus diszjunktiv normalforma vagy a
Zsegalkin-polinom. A [3] cikkben algoritmust adunk egy ilyen normalforma
megkonstrualasara.



A [21] cikkben pszeudo-Boole-fliggvényeken értelmezett , differencialoperatorokat”
tanulmanyozunk, €s bizonyos felcserélhetdségi tulajdonsdgokkal jellemezziik a lokalisan
monoton fliggvényeket.

Az analizisbdl ismert fliggvényegyenletek diszkrét megfeleldit vizsgaljuk a [30] dolgozatban.

A majdnem faktorizalhaté inverz félcsoportok alapvetd, €s az E-unitér inverz félcsoportokhoz
viszonyitva dualis szerepet jatszanak az inverz félcsoportok struktiraelméletében (lasd [L]). E
témakor f6 eredményeit szamos bovebb osztalyra (pl. ortodox, gyengén tagas, ill. szigorian
lokalisan inverz félcsoportokra) kiterjesztették. A [7] cikkben bevezetjiik a majdnem
faktorizalhatésag fogalmat az Osszes lokalisan inverz félcsoportok osztalydban. Ilyen
altalanossagban ,nem miikddnek” az emlitett részosztalyokban alkalmazott definiciok
megfelel6i, U megkdzelités sziikséges. A kapott fogalom azonban jol illeszkedik egyrészt a
korabbi, szlikebb osztadlyokban bevezetett definiciokhoz, masrészt jol illeszkedik a lokalisan
inverz félcsoportok strukturaelméletébe. A cikk {6 eredménye szerint az igy definialt
majdnem faktorizalhato lokalisan inverz félcsoportok és az 1980-as évek kozepén bevezetett
gyengén E-unitér lokalisan inverz félcsoportok egymas dudlisai.

A matematika tobb teriiletén egymastol fliggetleniil vizsgaltak bizonyos unér miivelettel
rendelkezd, parcialis leképezésekbdl allo félcsoportokat, melyek absztrakt megfeleldit a
félcsoportelméletben jelenleg balmegszoritasos félcsoportoknak, bal-jobb szimmetrikus
valtozatukat pedig megszoritasos félcsoportoknak hivjak. Az utobbi évtizedekben szamos
inverz félcsoportokra vonatkozd struktaratételt altalanositottak ilyen félcsoportokra. Az E-
unitér inverz félcsoportok megfeleléi itt az un. valédi balmegszoritdsos, ill. valddi
megszoritasos félcsoportok. A [24] cikkben sziikséges és elegendd feltételt adunk arra, hogy
egy valodi balmegszoritasos félcsoport mikor dgyazhatd be félhalo tetszoleges monoiddal vett
un. W-szorzataba, a [27] dolgozatban pedig a 1ényegesen bonyolultabb, de ezzel analdg
problémat oldjuk meg valodi megszoritasos félcsoportok esetében.

Azt mondjuk, hogy egy algebranak van véges relacidbazisa, ha a klonja véges sok
kompatibilis relaciéval definidlhat6. Aichinger, McKenzie és Mayr bebizonyitotta [AMM],
hogy minden ¢lkifejezéssel rendelkezd algebranak van véges relacidbazisa, tehdt ezen
algebrak orokletesen véges relaciobazissal rendelkeznek. A [16] cikkben ennek a forditottjat
bizonyitjuk: megmutatjuk, hogy ha egy idempotens véges algebra oOrokletesen véges
relaciobazissal rendelkezik, akkor van ¢lkifejezése. Kovetkezésképpen igazoljuk, hogy
Valeriote-nak a kongruenciamodularis varietdst generald véges relacidstruktirakra
megfogalmazott sejtése ekvivalens azzal az allitassal, hogy a kongruenciamodularis varietast
generald, véges relacidbazissal rendelkezd véges idempotens algebrak osztilya zéart az
idempotens miiveletekkel valo kiterjesztésre.

A homomorfizmus-problémara vonatkozé dichotomiasejtés bizonyitasa a véges szélességi
algebrak osztalyara, illetve a kevés részhatvannyal rendelkez0 algebrak osztalyara mar ismert.
Mind a két esetben egy polinom idejii algoritmus helyességét kell igazolni. A [33] cikkben
ezen két teljesen kiilonb6zo algoritmust sikeriil 6tvozni, €s ezzel az eddigieknél bdvebb
algebraosztalyra, a véges szélességli és kevés részhatvannyal rendelkezd algebrak Aaltal
generalt pszeudovarietdsra igazoljuk a dichotomiasejtést. A [34] kéziratban a
dichotomiasejtést olyan specialis algebraosztalyra bizonyitjuk, amely a félhdlo- és Malcev-
mivelettel rendelkezé idempotens varietdsok szorzatdban van, de az ismert moddszerekkel
(beleértve a [33] eredményt is) eddig nem volt kezelhetd. A bizonyitas egy technikai feltétel
miatt sajnos csak olyan algebrakra miikddik, ahol a félhalomiivelet altal meghatarozott
rendezés faszerii. Ezt a technikai megkotést szeretnénk a tovabbiakban kikiiszobdlni, és ugy
publikélni az eredményt.

A [8] cikkben véges algebrak feletti polinom-egyenletrendszerek megoldhatdsdganak



bonyolultsdgat vizsgaljuk, ¢és nagyon altalanos algebraosztialyok esetén bizonyitunk
dichotomiatételeket. Példaul belatjuk, hogy a polinom-egyenletrendszerek megoldhatdsagi
probléméja vagy polinomidében megoldhatd, vagy NP-teljes a Hobby-McKenzie-féle 1-es
tipussal nem rendelkez6 véges algebrak felett. A polinomidejii eseteket algebrai feltételekkel
jellemezziik.

[17]-ben a kompatibilis tobbségi miiveletekkel rendelkezd reflexiv irdnyitott grafokat
vizsgaljuk. Megmutatjuk, hogy ha egy véges reflexiv iranyitott grafnak vannak Gumm-
miiveletei, akkor tobbségi miivelete is van. Ezzel igazoljuk Valeriote egy sejtését a reflexiv
iranyitott grafok specialis esetére. Belatjuk, hogy a tobbségi miiveletekkel rendelkezd véges
reflexiv iranyitott grafoknak minden akadalya faszerli, igy rendelkeznek tetszdleges
valtozoszdmu totalisan szimmetrikus idempotens miivelettel is. Az emlitett eredményeinket
felhasznalva polinom idejii algoritmust adunk annak eldontésére, hogy egy véges reflexiv
iranyitott graf rendelkezik-e tobbségi mivelettel. Megemlitjiikk, hogy nemrégiben Bartonak
[B] sikeriilt Valeriote sejtését teljes altalanossagban bizonyitania, részben a [17] cikkiinkben
szerepld Otleteket felhasznalva.

Az (n,k)-paraméterli Kneser-graf az a graf, amelynek csiucshalmaza a (2n+k)-elemii halmaz n-
elemii részhalmazainak halmaza, ¢lhalmaza pedig a diszjunkt csticsparokbodl all6 halmaz.
Stahl sejtése azt allitja, hogy pontosan akkor van homomorfizmus az (n,k)-paraméterii
Kneser-grafbdl az (n’,k’)-paraméteric Kneser-grafba, ha k’/k legalabb akkora, mint »n’/n felsé
egész része. A sejtést rogzitett n, k és tetszleges n’, k' értékek esetén tanulmanyozzuk.
Vizsgalatainkat megel6zden n=4 és k=2 voltak a legkisebb paraméterértékek, amelyekre a
sejtés nyitott volt. A [26] cikkben n és k ezen értékei mellett igazoljuk a sejtést. Bar a
bizonyitast hagyomanyos eszkdzokkel végezziik, vizsgalatainkban szamitdégépes programokat
is felhaszndlunk.
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