
Szakmai zárójelentés (OTKA F-046061)

Az F-046061 számú OTKA pályázat kutatási szerződésében foglaltaktól egyetlen lénye-
ges pontban történt eltérés. 2007 decemberében kérvényeztük a támogatás időtartamának
a pénzmaradványok terhére történő meghosszabb́ıtását, ı́gy a támogatott időszak a 2004.
január 1. és 2008. december 31. közötti öt évet foglalta magába.

A fent emĺıtett időszakban kutatásaink a pályázathoz benyújtott munkatervhez h́ıven
három területre koncentrálódtak. Az első a regressziós modellek paraméterbecsléseivel
foglalkozott. Itt először egy, a lineáris modellekre An, Hickernell, Zhu (1997) által ki-
fejlesztett Fourier transzformáltakon alapuló paraméterbecslési módszert terjesztettünk
ki klasszikus nemlineáris modellekre (Baran, 2005a). Erősen keverő hibákat feltételezve
igazoltuk a paraméterbecslések konzisztenciáját és aszimptotikus normalitását. Elméleti
eredményeinket széleskörű számı́tógépes szimulációval is alátámasztottuk. Sajnálatos
módon a kapott becslést eddig nem sikerült kiterjeszteni hiba a változóban t́ıpusú mo-
dellekre és nem sikerült közölhető eredményt elérnünk a növekvő paramétertartományt
sűrűsödő megfigyelésekkel párośıtó modellek esetén sem.

Vizsgáltuk még az
Xk,ℓ = αXk−1,ℓ + βXk,ℓ−1 + εk,ℓ (1)

alakú térbeli autoregressziós folyamat paramétereinek legkisebb négyzetes becslését. Elő-
ször igazoltuk, hogy a becslés – eltérően az időbeli AR(1) folyamattól – mind a stabil
(|α| + |β| < 1), mind pedig az instabil (|α| + |β| = 1) esetben aszimptotikusan normális.
A bizonýıtás során jelentős nehézséget okozott az a tény, hogy az |α|+|β| = 1, 0 < |α| < 1
esetben a kapott határeloszlás elfajuló. Az eredményeinket ismertető dolgozatra (Baran,
Pap, van Zuijlen, 2007), pontosabban az annak előzményeként szolgáló kutatási jelentésre,
eddig két független hivatkozást kaptunk. Megvizsgáltuk továbbá az (1) modell közel
instabil változatát is (stabil modellek sorozata, instabil helyzethez tartó paraméterekkel),
és itt is beláttuk a legkisebb négyzetes becslés aszimptotikus normalitását (Baran, Pap,
2009a).

Az (1) modell egy lehetséges általánośıtása, hogy bevezetjük a ,,múlt” Xk−1,ℓ−1 alakú
komponensétől való függést. E téren vannak kezdeti eredményeink, melyeket ebben az
évben először egy konferencia előadás formájában szeretnénk ismertetni. A másik le-
hetséges általánośıtás a szimultán autoregresszió (SAR), amikor a folyamat egy adott
pontban felvett értéke a körülötte lévő pontokban felvett értékek lineáris kombinációjának
és a zajfolyamatnak az összege. Ez egy régóta vizsgált és roppant nehéz probléma, eddig
csupán egy speciális időbeli SAR modell esetén sikerült eredményeket elérnünk (Baran,
Pap, 2009b).
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Lazábban bár, de ugyanehhez a témakörhöz tartozik két olyan vizsgálat is, melyek
eredetileg nem szerepeltek a munkatervben. Az egyikben egy Wiener mező eltolás-
paraméterének maximum likelihood becslését határoztuk meg egy meglehetősen általános
megfigyelési tartomány esetén (Baran, Pap, van Zuijlen, 2009). A másik egy alkalma-
zott statisztikai kutatás, mely során az Ogi Longitudinális Növekedési Vizsgálatban részt
vett fiúk hat anthropometriai jellemzőjére (magasság, ülőmagasság, cśıpőtövis magasság,
felső végtag hossza, vállszélesség, cśıpőszélesség) illesztett nemlineáris regressziós modell
seǵıtségével vizsgáltuk e jellemzők maximális illetve minimális növekedésének serdülőkori
mutatóit (Csukás, Takai, Baran, 2006). Ez utóbbi munkánkra eddig két tőlünk független
dolgozatban hivatkoztak.

Második kutatási témaként lokálisan kompakt topológikus csoportokon, Lie-csoporto-
kon értelmezett valósźınűségi mértékek analitikus és algebrai tulajdonságait vizsgáltuk.
Sikerült explicit képletet nyernünk Heisenberg-csoporton értelmezett Gauss-mértékek Fo-
urier-transzformáltjára. Mindezen túl szükséges és elegendő feltételeket találtunk arra
vonatkozóan, hogy mikor lesz két, a Heisenberg-csoporton értelmezett Gauss-mérték kon-
volúciója újra Gauss-mérték (Barczy, Pap, 2006a).

Eredményesen alkalmaztuk Gaiser (1994) lokálisan kompakt Abel-csoportokra vonat-
kozó központi határeloszlás tételét speciális lokálisan kompakt Abel topológikus csopor-
tokra, nevezetesen a tórusz, a p-adikus egészek és a szolenoid esetén (Barczy, Bendi-
kov, Pap, 2008). A fenti Abel-csoportok esetén sikerült tetszőleges gyengén korlátlanul
osztható valósźınűségi mérték konstrukcióját megadni valós értékű valósźınűségi változók
seǵıtségével (Barczy, Pap, 2008a). Eredményeink speciális eseteként a szolenoidon adott
Haar-mérték egy új előálĺıtását nyertük (Barczy, Pap, 2008a). Mindezek mellett sikerült
a portmanteau tételt általánośıtanunk nem korlátos mértékekre (Barczy, Pap, 2006b).
Eredményeinkre eddig összesen három tőlünk független hivatkozás érkezett.

Az eredeti munkatervben az absztrakt csoportokon értelmezett valósźınűségi mértékek
vizsgálatával kapcsolatban célként megjelöltük még a központi határeloszlás-tételek vizs-
gálatát és a konvergencia sebesség becslését az euklideszi mozgások, ill. általában egy
kompakt csoport és egy nilpotens Lie-csoport szemidirekt szorzatán. Ezen témák kidol-
gozása még várat magára.

A munkatervben célként szintén megjelölt diffúziós folyamatokkal, feltételes diffúziós
folyamatokkal kapcsolatban az alábbi eredményeket értük el. Foglalkoztunk feltételes
diffúziós folyamatok defińıciójának prećız megadásával, valamint ilyen folyamatok egyér-
telműségének viszgálatával. Teljes szeparábilis metrikus térbeli értékű, időhomogén Mar-
kov-folyamatokból származtatott hidak olyan konstrukcióját adtuk meg, mely csak az
átmeneti sűrűségfüggvényeket használja (Barczy, Pap, 2005). Megmutattuk, hogy bizo-
nyos többdimenziós Ornstein-Uhlenbeck folyamatok esetén az ún. radiális rész képzése és
a 0-végpontú h́ıdképzés felcserélhető (Barczy, Pap, 2005).
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Barczy Mátyás Peter Becker-Kernnel közösen többdimenziós Ornstein-Uhlenbeck-t́ı-
pusú hidak integrál- és ún. anticipat́ıv reprezentációját bizonýıtotta, összevetve az eredmé-
nyeit a már létező egyéb előálĺıtásokkal. Általánośıtotta továbbá a Mansuy (2004) által
bevezett ún. alpha-Wiener hidak fogalmát, megvizsgálva azt a kérdést, hogy származ-
tathatóak-e a bevezetett általánośıtott alpha-Wiener hidak Ornstein-Uhlenbeck-t́ıpusú
folyamatokból h́ıdképzés seǵıtségével. Ezen kéziratok befejezése még várat magára.

A diffúziós folyamatok elméletéhez kötődő, Pap Gyulával közösen végezett kutató
munka három részre bontható: paraméterbecslés, Laplace-transzformáltak explicit meg-
határozása és regularitási tulajdonságok vizsgálata. Időhomogén diffúziós folyamatok drift
együtthatójában szereplő paraméterek maximum likelihood becslésének aszimptotikáját
vizsgáltuk az ún. szinguláris esetben (Barczy, Pap, 2008b). Sikerült elegendő feltételeket
adni arra vonatkozóan, hogy a határeloszlás az ún. Dickey-Fuller statisztika eloszlása
(Barczy, Pap, 2008b). Sikerült bizonyos t́ıpusú időhomogén diffúziós folyamatok bizonyos
funkcionáljainak a Laplace-transzformáltját explicit módon meghatározni (Barczy, Pap,
2008c). Ezen explicit formula jól használhatónak bizonyult a fent emĺıtett maximum likeli-
hood becslés aszimptotikájának vizsgálatában is. Megmutattuk továbbá, hogy különböző
paraméterű alpha-Wiener hidak által generált valósźınűségi mértékek szingulárisak, illetve
vizsgáltuk az alpha-Wiener hidak trajektóriáinak regularitási tulajdonságait is (Barczy,
Pap, 2008d). Eredményeinkre eddig összesen egy tőlünk független hivatkozás érkezett.

Pénzügyi matematika terén kutatásunk fő témáját diszkrét idejű forward kamatláb-
modellek vizsgálata jelentette. Ezen vizsgálatokat Pap Gyula és Martien van Zuijlen
professzorokkal közösen végeztük. Ezen modellek sajátsága, hogy a különböző lejáratig
hátralevő időkhöz tartozó forward kamatlábakat egy véletlen mező hajtja meg. Ilyen
modellek arbitrázsmentességi problémáival már a pályázatot megelőző években is fog-
lalkoztunk. Ezek alapján jelent meg kisebb változtatásokkal az alapmodelleket és az
arbitrázsmentességet garantáló drift feltételeket tartalmazó munkánk (Gáll, J., Pap, G.,
van Zuijlen, M., 2006a).

Kutatásaink fókuszában ezen modelekkel kapcsolatos statisztikai vizsgálatok voltak.
Korábbi munkánkban kizárólag a volatilitás paraméterének maximum likelihood becslését
vizsgáltuk, és igazoltuk annak aszimptotikus normalitását különböző esetekben (Gáll, J.,
Pap, G., van Zuijlen, M., 2004). A pályázat ideje alatt rátértünk a gyakorlati szem-
pontból sokkal lényegesebb együttes paraméterbecslési kérdésekre. Ehhez a forward ka-
matlábmodellek meghajtó mezőjének egy térbeli autoregressziós mezőt választottunk, a
motivációt a folytonos idejű analógiákból vettük , és megvizsgáltunk néhány alternat́ıv
market price of risk struktúrát. Az arbitrázsmentességi feltételek alapján bevezetett szto-
chasztikus diszkonttényezőt úgy választottuk, hogy abban egy vektor adta a piacra jel-
lemző market price of risk paramétereket. Ezen modellben vizsgáltuk a volatilitás és az
fent léırt paraméterek együttes maximum likelihood becslését. A korábbi volatilitásra
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vonatkozó ML becslésekkel ellentétben az ML becsléseknek itt nincs elérhető explicit
alakja. ı́gy azokat numerikusan kell közeĺıteni. A nem független és nem azonos eloszlású
mintán feĺırt ML probléma esetén a fenti nehézségek ellenére igazoltuk az együttes ML
paraméterbecslés erős konzisztenciáját, továbbá azok aszimptotikus normalitását (mely-
ben egyes normáló tényezők eltérőek). A fő eredményeket foglalja össze Gáll, J., Pap, G.,
van Zuijlen, M. (2006b). A fenti becslések (és a szükséges numerikus eljárások) empiri-
kus tesztelése is elkezdődött. Itt egyrészt szimulációk seǵıtségével vizsgáltuk a becslések
kismintás viselkedését (hiszen elméleti eredményeink rendre aszimptotikusak), továbbá
modellszelekciós empirikus kérdéseket vizsgáltunk különböző paraméterszámú modellek
összevetésére. Végül néhány példán teszteltük a modellválasztás következményeit, hatását
a Value at Risk értékére a fenti forward kamatlábakkal léırt kötvények esetén. Ezen
vizsgálatokról néhány korai eredményt tartalmaz Gáll, J., Pap, G., Peeters, W. (2007),
beszámoltunk róluk nemzetközi konferenciákon, és van egy jelenleg is készülő dolgozat.
A kutatási tervben megjelölt kamatlábderivat́ıvák árazásával kapcsolatban viszont nem
értünk el eredményeket.

A fenti kamatlábmodellekben elkezdődött a modellszelekciós kérdések elméleti vizsgá-
lata is. Itt elsősorban likelihood hányados próbák kialaḱıtása történt meg, illetve igazoltuk
a próbastatisztikák aszimptotikus viselkedését, amelyek alapján megtörténhet a különböző
paraméterszámú modellek összehasonĺıtása. Ezen eredményeink léırása jelenleg is folya-
matban van, ı́gy azokról 2009 során tervezünk közleményt benyújtani.

A fentiek mellett egy dolgozatban működési kockázat veszteségeloszlásalapú megkö-
zeĺıtésével foglalkoztunk és összefoglaltuk a megközeĺıtés lényegi elemeit, továbbá a gya-
korlati alkalmazás néhány kulcskérdését és problémáját (Gáll, J., Nagy, G., 2007).

Mindezeken túl statisztikai modelleket illesztettünk az elmúlt évtizedek magyar mor-
talitási adataira. A biztośıtástanban jól ismert Lee-Carter módszerből kiindulva magyar-
országi halandósági adatok alapján megalkottuk a klasszikus modell egy, a magyar esetre
az eredetinél jobban illeszkedő általánośıtott variánsát és ennek alapján előrejelzéseket
adtunk a magyar halandósági ráták alakulására (Baran et al., 2007). A téma aktualitását
jelzi, hogy e munkánkra még a megjelenés évében hivatkozott egy svéd kolléga.

Egy másik alkalmazott kutatási témánk a pénzügyi matematikához és ökonometriához
kapcsolódóan makrogazdasági adatok statisztikai vizsgálata volt, amely mögött szintén
aktuárius alkalmazások jelentették a motivációt. Ennek során a klasszikus ún. Wilkie
modellt vettük alapul, továbbá vizsgátunk természetesen adódó alternat́ıvákat, módośıtá-
sokat. A vizsgált idősormodelleket illesztettük néhány magyar makrogazdasági adatsorra
(infláció, bérek ill. bérindex, hozamindex) és seǵıtségükkel elkésźıtettük ezen mutatók
előrejelzését (Baran et al., 2009).

Az elméleti és alkalmazott kutatásokon túl foglalkoztunk oktatási tananyagok fej-
lesztésével is. Erről ad számot a pályázat időtartama alatt elkésźıtett három példatár:
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Barczy, Pap (2006c), Barczy (2009) és Baran (2005b). Az első két példatár diszkrét
idejű Markov-láncok, illetve diszkrét idejű opcióárazás témaköréből tartalmaz feladato-
kat, valamennyi kitűzött példához részletes mintamegoldást adva. Hasonló szerkezetű a
harmadik is, de ott csak a feladatok egy része van részletesen kidolgozva. Bőv́ıtésre került
további két jegyzet. A Hasznosságalapú portfólió-menedzsment ćımű tananyag (Gáll, J.,
Pap, G., 2005) egy kockázati mértékeket tárgyaló fejezettel bővült, bemutatva a koherens
mértékek, a Value at Risk és az expected shortfall alapjait. A jegyzet mind angol mind
magyar vátozatban bőv́ıtésre került. Továbbá elkészült az elsősorban abszolút folyto-
nos esetekkel bőv́ıtett változata az Információelmélet ćımű jegyzetnek (Gáll, J, Pap, G.,
2005). Elkészült még egy rövid ismertetése a Matlab néhány alapvető pénzügyi mate-
matikai eszközének, mely megjelenésre került egy S. Gisbert által szerkesztett, a Matlab
alapjait, toolboxait ismertető könyvben (Gáll, J., 2005).

A támogatott kutatási időszak eredményeit folyóiratcikkekben történő publikálásukat
megelőzően rangos nemzetközi valósźınűségszámı́tással, statisztikával illetve pénzügyi ma-
tematikával foglalkozó konferenciákon (pl. 25th and 26th European Meeting of Statis-
ticians, 9th International Vilnius Conference on Probability Theory and Mathematical
Statistics, Numerical Methods in Finance) ismertettük.

Végezetül itt jegyeznénk meg, hogy a támogatási időszak alatt a pályázatban résztvevő
mindhárom kutató karrierjében jelentős szakmai előrelépés történt. Baran Sándor 2005
decemberében védte meg habilitációs értekezését, Barczy Mátyás és Gáll József pedig
2006-ban illetve 2008-ban szerzett PhD fokozatot.
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Baran, S., Gáll, J., Ispány, M., Pap, G. (2007) Forecasting Hungarian mortality rates
using the Lee-Carter method. Acta Oeconomica 57, 25–38.

Baran, S., Gáll, J., Ispány, M., Pap, G. (2009) Stochastic models of Hungarian economic
variables for actuarial use. Acta Oeconomica, közlésre benyújtva.
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II. rész (Diszkrét idejű Markov-láncok)
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