A kutatas cime: Hiperbolikus dinamikai rendszerek: attraktorok
és korrelacié lecsengés, érdeklgdésiinknek és munkassagunknak a hiper-
bolikus elméleten beliili két alapvets iranyat tiikrozte. Ennek megfelelGen
ezt a két kérdéskort kiilon targyaljuk.

I. BILIARDOK ES A LORENTZ-FOLYAMAT:
KORRELACIO-LECSENGES ES SZOCHASZTIKUS TULAJDONSAGOK.

ELOZMENYEK:

1. 1998-ban jelent meg az Annals of Mathematics-ben Young attorést je-
lentd torony-konstrukcioja (|Y 98]), amelynek segitségével elgszor sik-
eriilt exponencialis korrelacio-csokkenést igazolni kétdimenzios szorod
biliardokra. Ehhez kapcsolodéan palyazati munkaterviink egyik {6
célkitiizése volt exponenciélis korrelacidlecsengés bizonyitasa magas
dimenzids szoro6 biliardok egy osztalyara. Ezt Young modszere ill. an-
nak Chernov altal adott moédositasa segitségével terveztiik. A célt még
1998-ban ttiztiik ki, am akkor szamos olyan nehézségre deriilt fény -
mindenek el6tt a szingularitasok struktirdjara vonatkozoan - ami a 6
cél elstt feltétleniil megoldandd mellékproblémakra vilagitott ra. Igy
a palyazati idGszak el6tt és alatt is kozlemények sora sziiletett a magas
dimenziés korrelacidlecsengés iranyaban.

2. A Lorentz-folyamat — definiciéja szerint — a torikus biliard Z?-kiterjesztése,
és mint ilyen természetes — determinisztikus — dinamikai modellje a
Brown-mozgéasnak. Young torony-konstrukcidja azt is lehetévé teszi,
hogy a Lorentz folyamatra olyan valdszintiségi allitasokat bizonyit-
sunk, amelyek a Brown-mozgas sztochasztikus modelljére: a véletlen
bolyongasra jolismertek. (Példa a centrélis hatareloszlastétel, amit
a gyengébb, szubexponencialis korrelaciolecsengés segitségével Buni-
movich és Sinai mar 1981-ben megmutattak. Mi itt finomabb tu-
lajdonsagokra, pl. lokalis hatéareloszlastételekre és az ezekbdl adodo
rekurrencia-tulajdonsagokra (v. 6. Polya klasszikus tétele) gondol-
unk.) Az utobbi években a d = 2 esetben az ezirdnyu kutatasok az
érdeklsdés kozéppontjaba kertiltek (1. [ESI]).

3. A palyazati ciklus kozepén, 2006-ban késziilt el Chernov és Dolgo-
pyat nagyivii munkéja "Brownian Brownian motion" cimmel (v. &.



[ChD 07]), amely 1j eszkozoket adott keziinkbe sztochasztikus tulaj-
donsagok és specidlisan a szingularitasi struktira problémainak kezelésére
is. Teamiinknek, a mt lektorai 1évén, azonnal lehetGsége lett az 0j és
erGs modszereket alkalmaznia — részben Dolgopyattal kozos kutatas-
ban.

EREDMENYEK:

1. Korrelacidlecsengés szingularis hiperbolikus dinamikai rend-
szerekben

(a) A palyazati idészakban — els6ként — (kétdimenziés) puha bil-
iardok egy osztalyara altalanositottuk Young és Chernov ered-
ményét. Ez a munka - til azon, hogy onmagaban is érdekes
probléma megoldésa - egyrészt lehetGvé tette a modszer technikai
részleteinek maradéktalan megértését, masrészt modot adott egy
olyan modell-csaldd azonositasara, ahol a szingularitési struktira
egyszertibb, mint a klasszikus biliardok esetén, igy a korrelacidlec-
sengés bizonyitasa soran a technikai nehézségek egy része nem 1ép
fel. Az eredményeket az [BT 04] cikkben foglaltuk ssze.

(b) Ezen vonal logikus folytatasaként magas dimenzios puha bilidr-
dokat vizsgaltunk. Ezen rendszerek exponencialis korrelacidlec-
sengésének bizonyitasa az elézGekben leirtak szerint (bizonyos
specialis esetekben) nélkiilozhet bizonyos technikai nehézségeket.
Miés szempontboél viszont a probléma nehezebb a klasszikus bil-
iardok eseténél, hiszen magas dimenziés puha bilidrdok kaotikus
viselkedését tekintve semmilyen korédbbi eredményre nem tamaszkod-
hattunk. Igy elsé lépésként olyan rendszereket kellett keresniink,
ahol legalabb a hiperbolicitas bizonyithat6. Végiil szinte minden
olyan, a puha szoérétesteket leird potencialra sikeriilt a hiperbol-
icitast bizonyitanunk, amire kordbban két dimenziéban a hiper-
bolicitas ismert volt. Ezek az eredmények az [BT 06| cikkben
jelentek meg.

(c) Az emlitett [ChD 07] dolgozat gondolatéval az altaluk két di-
menzidban bevezetett metrikidt tudtuk tgy altaldanositani a ma-
gas dimenziés esetre, hogy a dinamika iterdltjainak hasznalata



lényegében elkeriilhetévé valt, igy csak az egylépéses dinamika
sima szingularitasait kellett kezelni. Ennek segitségével végre
sikeriilt elérniink az 1998-ban kittizott célt, és exponenciélis ko-
rrelacidlecsengést bizonyitani az eredetileg tervezett magas di-
menzios szord biliard osztalyra: nevezetesen azokra a sarokpont
nélkiili, véges horizontu szord biliardokra, amikre teljesiil az tgy-
nevezett "szubexponencialis komplexitasi feltétel". Ez a korrela-
cidlecsengés téméjaban egyértelmten a palyazati ciklus {6 ered-
ménye, mely a [BT 08| cikkben jelenik meg.

(d) Az elsbbi eredmény bizonyitasa soran az a szokatlan helyzet
allt el6, hogy hiperbolikus bilidrdok egy széles osztalyara ren-
delkezésre allt az exponencialis korrelaciolecsengés bizonyitasa-
nak minden technikai feltétele, kivéve az ergodicitast. Ennek
az az oka, hogy a szingularitasok altalunk felfedezett bonyolult
strukturaja sokaig az ergodicitéds bizonyitasat is csak algebrai
szorotestek esetén engedte meg, ami az el6bbi eredménynek nem
feltétele. Ezért megalkottuk az ergodicitdsnak egy j bizonyitasat,
ami - algebra helyett - azokra az erds geometriai tulajdonsagokra
épit, amik a korrelacidlecsengés bizonyitasahoz is kellettek. Igy
az el6bbi eredményben érintett (és nem algebrai) rendszerekre
parhuzamosan nyert bizonyitast az ergodicitas és az exponencialis
korrelécidlecsengés. Ezzel az eredménnyel valik - reményeink sz-
erint - lehet6vé a kozeli jov6ben az is, hogy a korabban emlitett
magas dimenziés puha bilidrdok vizsgalatdban tovabb lépjiink,
hiszen itt is nyitott az ergodicitas kérdése. Az eredményt Pavel
Bachurin tarsszerzénkkel kozosen a [BBT 08] cikkben kozoljiik.

(e) Az eddig vazolt eredményekre - és azok kozvetlen elzményeire -
épil Toth Imre Péter 2006-ban sziiletett doktori disszertéacioja:
Ergodicity and Correlation Decay in Billiards.  LelGhely:
http://www.math.bme.hu/ mogy /publications/

2. A Brown mozgas dinamikai elmélete: a Lorentz-folyamat sz-
tochasztikus tulajdonsagai.

(a) Befejeztiik végtelen horizonttu sikbilidardban a lokalis hatéarelos-
zlas tétel, és a rekurrencia bizonyitasat. Ezek a kérdések a ko-



rabbi véges horizontu eset (v. 6. [SzV04]) szerves folytatésa-
nak tekintheték, azonban szamos 1j problémét vet fel a végte-
len horizont miatti nem-korlatos szabad tuthossz. Bleher 1992-
es nevezetes sejtését igazolva erre a fiiggvényre, pontosabban
Osszegeire, bizonyitottunk szuperdiffuziv (konkrétan y/n log n) skalazas
mellett normalis hatareloszlast. Tovabba az ennél joval finomabb
lokélis hatareloszlast, valamint ennek alkalmazasaként a rekur-
renciat is bebizonyitottuk. Az eredmények, melyek megfelelnek a
korabbi varakozasoknak, a [SzV07| dolgozatban lettek publikalva.

A kutatéas folytatasaként az a kérdés vet6dott fel, hogy a limesz-
folyamat, a brown-mozgas, milyen egyéb tulajdonsagai figyel-
het6k meg a Lorentz-folyamaton. Mar az el6bbiekben emlegetett
rekurrencia is ilyen jellegii kérdésfelvetés volt, a tovabbiakban
még finomabb valoszintiségi kérdésekre koncentraltunk.

Dmitry Dolgopyat-tal egytlittmiikodve a kovetkezé kérdésekkel
foglalkoztunk:

e Els6 visszatérés idejének aszimptotikaja,

Lokalis id6 hatareloszléasa,

Integralhato fiiggvény ergodikus atlaganak hatéareloszlasa,

Tavolrél inditott részecske, origd koriili halmaz els§ elérési
idejének aszimptotikaja
o Az elss elérés féziseloszlasanak aszimptotikaja.

Ezekkel a kérdésekkel csak véges horizont esetén foglalkoztunk,
mind a sikbeli Lorentz-folyamatra, mind a Lorentz-csatornara,
mind diszkrét, mind folytonos idében, valamint két részecske
talalkozasanak idejét is vizsgaltuk.

Minden esetben az egyszerd szimmetrikus bolyongés ismert ered-
ményei bizonyultak a helyes valasznak. Az eredményeket a [DSzV08|
cikkben publikaltuk.

A tovéabbiakban a nem-periodikus Lorentz-folyamatok azon es-
eteit vizsgaltuk, amik elGallnak periodikus rendszerek véges per-
turbaciojaként. A koévetkezd négy modellben bizonyitottuk a
gyenge invariancia elvet:

e Sikbeli, periodikus Lorentz folyamat véges sok litk6z§jét megval-
toztatjuk (erre vonatkozott Sinai 1981-es sejtése);



o Tiikrozé falat vezetiink be a periodikus Lorentz-folyamatban,
a falat metsz6 itkozsket eltavolitjuk.

e Periodikus Lorentz-csatornaban vezetiink be tiikrézo falat,

e Periodikus Lorentz-csatornaban Gauss-termosztatos, kompakt
tartoju kiilsé teret vezetiink be

Mindegyik esetben feltevés volt, hogy a kiindulasi periodikus
modell véges horizont kellett legyen. Az eredményeket a [DSzV09|
kéziratban irtuk le.

3. Rokon eredmények

(a) Nem-egyenletesen hiperbolikus biliardok statisztikus tu-
lajdonsagai
Igen fontos példa a Bunyimovics stadion, amely a végtelen hori-
zontu Lorentz folyamathoz hasonléan O(1/n) nagysagrendii korrelacio-
csOkkenést, valamint nem-standard hatéareloszlastételt mutat. A
Bunyimovics stadion részletes vizsgéalataval, ezen beliill a nem-
standard hatareloszlastétel bizonyitasaval foglalkozik Béalint Péter
és Sebastien Gouezel kozos dolgozata (|[BG 06]). A kozleményben
kidolgozasra keriilg altalanos modszerek (pl. Young toronyokhoz
kapcsolodd operatorok perturbativ vizsgélata) szoros kapcsolat-
ban allnak Szész Domokos és Varju Tamas Lorentz folyamatra
vonatkozo eredményeivel ([SzV04], [SzV07]).

(b) Forgathato iitk6zékkel rendelkezd Lorentz gaz (vagy ro-
tor modell).

A modell vizsgalata felé tett els6 lépésként érdemes megvizs-
galni, hogyan jelentkezik a rotor kolcsonhatas egyszertibb biliard-
geometridkban. Balint Péter és Serge Troubetzkoy munkajaban
(|BTr 04a]) a — hagyomanyos biliard kolecsonhatés esetén inte-
gralhato — korgytri alaku tartoméanyban vezeti be a rotor kdle-
sonhatast. Ennek hatasara az integralhato jelleg felbomlik, és
a geometriai paraméterek megvélasztasatol fiiggs, valtozatos er-
godikus viselkedést kapunk.

(c) Az alabbi eredmény Szasz Domokosnak ¢és Siményi Nandornak
a kemény goly6 rendszerek ergodicitasara vonatkozé korabbi ku-
tatasaihoz kapcsolodik:



Kemény goly6 rendszereket hagyoményosan a téruszon vizsgal-
nak, a fizikai alkalmazasok szempontjabol azonban fontos, és a
megmarad6 mennyiségek szaméanak csokkenése miatt nehéz kérdés
a masmilyen alaki tartoményok (zart hatarfeltételek) esetére valo
kiterjesztés. Balint Péter és Serge Troubetzkoy kozos munkaja
(|IBTr 04b]) két kemény korong dinamikai rendszerére bizonyit
hiperbolicitéast és ergodicitast, integralhatd sokszog alaku tar-
tomany (azaz négyzet, szabélyos haromszog illetve ezek felezésével
kapott derékszogi haromszogek) esetére. A modszer egy izomorf
hengerbilidrd vizsgalata.

(d) A kovetkezd eredmény a BME Sztochasztika Tanszék munkatar-
sainak - Szasz Domokosnak és Toth Balintnak - korabbi kutaté-
saihoz kapcsolodik:

A jelolt részecske asszimptotikus viselkedését vizsgaltuk az 1 di-
menzios Rayleigh gézban, kis tomeg hatéaresetben (|[BTTO07]). A
problémat visszavezettiik egy olyan 1 dimenzidés rendszer vizs-
galatara, amelyben két kitiintetett szomszédos részecske kozott
taszitd potencial hat. Az 0j modellt matematikailag szigori es-
zkozokkel, valamint szamitogépes szimulaciokkal vizsgéalva érdekes,
részben a kordbbi kutatédsokat 1j megviladgitasba helyezd ered-
mények adodtak a jelolt részecske asszimptotikus szorasaval kapc-
solatban.

II. HIPERBOLIKUS RENDSZEREK ATTRAKTORAI:
ELOZMENYEK

Az iteralt fiiggvény rendszerek (IFS) olyan dinamikai rendszerek amikor
adott egy bizonyos metrikus teret (esetiinkben az egyenest) nmagéaba képezd
véges vagy megszamlalhatoan végtelen sok folytonos fiiggvény és azon valoszintiségek
listaja, melyek ezen fiiggvényeknek az iteracio soran az el6fordulasat meghatéroz-
zak. Ezen fliggvények vagy mindegyike kontrakcié vagy legaldbb a rendszer
egylittesen atlagosan 6sszehuzo. IFS-ek elméletének szamtalan alkalmazésa
van az informécié elméletben, képtomoritésben és a természettudoméanyok-
ban. A dinamikus rendszerek elméletében az IFS-ek legtermészetesebben
gy fordulnak el¢ mint valamely tagité leképezés lokalis inverzeibdl allo



fiiggvények rendszere. Az IFS filiggvényeinek iteralasa sorédn kapjuk az
adott IFS attraktorat és az attraktoron értelmezett tigy nevezett invarians
mértékeket. Ezen objektumok Hausdorft dimenzidjat illetve az invaridns
meértékek esetében az abszolut folytonossagot vizsgaltuk a [FST 06], [ST 06],
[T 08| cikkekben.

A tangenciélis homoklinikus pontok létezésének fontos szerepe van a
feliileten vett sima diffeomorfizmusok dinamikajanak megértése szempon-
tjabol. Palis és Takens ilyen diffeomorfizmusok egy paraméteres csalad-
jaban vizsgalta, hogy milyen nagy azon paraméterek halmaza, amelyekre
tangencialis homoklinikus pontok léteznek. Az volt a sejtésiik, hogy vagy
az igaz, hogy ezen paraméter halmaz "nagy" abban az értelemben, hogy
tartalmaz egy intervallumot vagy pedig kicsi abban az értelemben, hogy
Lebesgue szerint nulla mértékid. Ezen sejtés kdzvetlen kapcsolatba hozhato
azzal a kérdéssel, hogy legalabbis tipikusan igaz-e hogy az egyenesen vett
Cantor halmazok algebrai kiilénbség halmaza vagy tartalmaz intervallumot
vagy Lebesgue szerint nulla mértéki. Ezt a kérdést vizsgalta Simon Karoly
Michel Dekking-el kozos dolgozatdban a véletlen Cantor halmazok esetére a
[DS 08| cikkben.

EREDMENYEK:

1. A [FST 06| cikkiinkben olyan iteréalt figgvény rendszereket (IFS) vizs-
galunk az egyenesen, melyek nem kontraktiv leképezésekbdl allnak.
Olyan példakkal foglakoztunk, amelyekben lehetséges, egy az IF'S min-
den fliggvényére kozos atlagosan taszito fix pont. Bebizonyitjuk, hogy
noha altalaban végtelensok invaridns mérték van, ezek koziil egy olyan
van ami nem atomos és felsé becslést adunk ezen mérték Hausdorff di-
menzidjara.

2. A [ST 06] cikkiink Solomyak-nak a végtelen Bernoulli konvoluciok
abszolut folytonossagara vonatkozo tételének altalanositéasat tartal-
mazza. Nevezetesen igazoljuk, hogy ha m > 2 és vy az Yy = > a,\"

n=0

véletlen Osszeg eloszlasa, ahol a,, € {0,1,...,m — 1} azonos 1/m valoszintiséggel
valasztva minden lépésben fiiggetleniil. Akkor Lebesgue majdnem
minden A € (1/m,1)-re a vy, mérték abszolut folytonos a Lebesgue
mértékre



A |T 08| cikkben Toth Hajnal a fentihez hasonlé problémat vizsgalt
azzal a kiilonbséggel, hogy itt a valoszintségek kiilonbozdek. Nevezete-
sen tekinti az Sy(z) = Az — 1, S5(z) = Az + 1 IFS-t, ahol az Si(x)-et
p az So(x)-et 1 — p valosziniiséggel alkalmazzuk. Peres és Solomyak
megmutatték, hogy ha p nem nagyon tér el 1/2-t61 akkor azt kapjuk
amit varunk. Vagyis ha 1/3 < p < 2/3, akkor a fenti IFS-re és
legaldbbis Lebesgue majdnem minden A-ra az invarians mérték ab-
szolut folytonos ha az entropia/ Lyapunov exponens hanyados nagy-
obb mint 1 és szingularis egyébként. Ezen eredménynek minden 0 <
p < 1-re val6 kiterjesztésében ért el részeredményt Toth Hajnal.

. A cikkben [DS 08] az intervallumon definialt véletlen Cantor halma-
zokat tekintiink. Arra a kérdésre keresiink vélaszt, hogy ha a Haus-
dorff dimenziok Osszege nagyobb mint 1, akkor vajon teljesiil-e egy
valoszintiséggel, hogy a véletlen Cantor halmazok kiilonbsége tartal-
maz intervallumot? Ha a dimenziok Osszege 1-nél kisebb erre nincs
esély. Eredményiink nem akkor és csak akkor jellegi de sok érdekes
kérdést tisztaz. A cikkben olyan determinisztikus énhasonl6 Cantor
halmazokra is tekintettiink, melyek f;(z) = 4;-a++5,4 € {0,... M — 1}
alaku fiiggvényekbdl allo IFS general. Ebben az esetben a kérdést tel-
jesen megvalaszoltuk.
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