1. FOURIER ANALIZIS (MR 42)
(a) Fourier integrdlok statisztikus konvergencidja
Legyen s : Ry — C mérhet6 fiiggvény. Akkor mondjuk, hogy s-nek a statisztikus

limesze oo-ben /¢, jelben: st- lim s(v) = ¢, ha minden £ > 0-ra

lim 5|{VE (0,a) : [s(v) = €] > e}[ =0,
ahol az | - | szimbolummal a Lebesgue mértéket jeloljiik. Ez a Cauchy értelemben vett
hatarérték altalanositasa (gyengitése), amely azonban az elébbiek szinte minden tulajdon-
sagaval rendelkezik; lasd [Analysis, 24(2004), 1-18].
Az f € LY(R) fiiggvény Fourier transzformaltjit az

1 )
= %/Rf(x)e_’mdx, t eR,

képlettel definialjak, mig a Fourier integral definici¢ja:

x) ~ / f(t)eit‘rdt, z € R.
R
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Alapvet6 probléma, hogy milyen feltételek mellett helyettesitheto a jel az jellel a
legutébbi képletben, legalabb is majdnem minden x-re. Mivel altaldban f ¢ LY(R), ezért
az

su(fyz) = f el dt = /fx— smyt dt

un. Dirichlet integral konvergenciajat vizsgéaljuk. A Fourier sorokra vonatkozé Kolmogorov
példdhoz hasonléan megadhaté olyan f € L'(R) fiiggvény, amelyre

limsup |s,(f;z)] =00 m.m.

Bizonyitottuk [Analysis, 24 (2004), 1-18], hogy ha f € L*(R), akkor

st — lim s,(f,z) = f(x) m.m.

V—00

Tovabbd, ha f € LY(R) N L (R) folytonos az I nyitott intervallumon, akkor a

st — lim s,(f,z) = f(z)

V—00

hatarérték lokalisan egyenletesen all fenn az I intervallumon.
(b) A mazimdl Fejér operdtor a valés H'(R) Hardy téren
A Dirichlet integral Fejér kozepét a

N
— N
on(f;x) ::%/O sy(f;x)dV:%[Rf(x—t)%dt



képlettel, mig a maximal Fejér operatort a

ou(fiz) = sup |on(fiz)], z€R,
O<N<©

képlettel definialjék.

Bizonyitottuk [J. Fourier Anal. Appl., 10(2004), 27-50], hogy ha f € L'(R), akkor
f € HY(R) akkor és csak akkor &ll fenn, ha o, (f) € L'(R), amelynek teljesiilése esetén

[l ~ flowfllL, -

(c) A mazimdl konjugdlt és Hilbert operdtorok nem korldtosak a valds H' Hardy térbol
az L térbe. Az f € L1(T) fiiggvény f konjugalt fiiggvényét az

f(@ = (P.V.)% /Tf(x - t)% cot %dt

képlettel, mig a maximéal konjugdalt operatort az

fo(z) = sup

O<h<m

1 1 t
—/ f(x —t)=cot =dt|, xe€T,
T Jin|<|t|<n 2 2

képlettel definialjék.
Bizonyitottuk [Acta Math. Hungar., 109 (2005), 53-63], hogy megadhaté olyan f €
HY(T) fiiggvény, amelyre

Hf*”L(’JI‘) = 0.

Hasonlé tételt bizonyitottunk az

~ 1 —t
f«(z) ;== sup }—/ Mdt , T E€R,
0<h<oo 'T J|t|>h t

maximal Hilbert operétorra is, ahol f € H(R).
(d) Abszolit konvergens Fourier sorok és klasszikus fliggvényosztdlyok
Legyen {c : k € Z} komplex szamoknak olyan mindkét irdnyban végtelen sorozata,

amelyre
Z lexk| < 0.
keZ

Ekkor a
> e = f(a)

trigonometrikus sor egyenletesen konvergens és ezért Osszegfiiggvényének Fourier sora.
To6bbek kozott a kovetkezd két tételt bizonyitottuk [J. Math. Anal. App., 324(2006),
1168-1177].



1. Tétel. (i) Ha valamely 0 < a < 1-re

(1) Y lker| = 00!,

|k|<n

akkor > |ex| < oo és

f(x):= Z cre™® € Lip(a).

keZ

(ii) Megforditva, ha kcx > 0 minden k-ra, > |cx| < 0o és valamely 0 < a < l-re
f € Lip(«), akkor (1) fennall.

Ezt a tételt R.P. Boas bizonyitotta szinusz és koszinusz sorokra nemnegativ egyiitt-
hatok esetén.

2. Tétel. (i) Ha valamely 0 < o < 2-re

(2) Y Kl =0m*),

|k|<n

akkor ) |ck| < 00 és f € Zyg(a).

(ii) Megforditva, ha ¢, > 0 minden k-ra, ) |ck| < oo és valamely 0 < a < 2-re
f € Zyg(a), akkor (2) fennall.

Ezt a tételt R.P. Boas bizonyitotta a = 1-re szinusz és koszinusz sorokra nemnehativ
egylutthatok esetén.

2. FUNKCIONALANALIZIS (MR 46)

Legyen (X, F,u) tetszéleges mértéktér pozitiv p mértékkel. Beppo Levi klasszikus
monoton konvergentiatétele az L? = L?(X, F, u) Lebesgue térre a kivetkezéképpen fogal-
mazhaté: Ha m.m. x € X-re

0< fi(z) < falzx) < ... és sup/Xfid,u<oo,

n>1

akkor létezik olyan f € L? fiiggvény, amelyhez az {f,} sorozat pontonként m.m. és L>2-
norméban is konvergal.

Legyen H szeparabilis komplex Hilbert tér, ¢ egy hil, normél allapot [faithful, normal
state] a H-n értelmezett korldtos linedris operatorok £(H) algebrajan. Ekkor L(H) az

(A|B) := ¢(B*A), A,B e L(H),

belso szorzattal ellatva komplex prehilbert tér.

Ennek teljessé tételét L? = L?(¢)-vel, belsd szorzatét (-|-)-vel és normdjat || - ||-vel
jeloljiik. A hires Gelfand-Naimark-Segal reprezentacios tétel szerint megadhaté olyan
egy-egyértelmii *-homomorfizmus L£(H)-bdl az L2-en értelmezett korldtos linedris opera-
torok L(L?) algebrajaba és egy ciklikus, szeparalé [cyclic, separating] w € L? vektor,
amelyekre

$(A) = (r(A)w|lw), A€ L(H).
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Bizonyi{tottuk [Proc. Amer. Math. Soc. 133 (2005), 2559-2567], hogy Beppo Levi
klasszikus monoton konvergencia tétele nem érvényes a nemkommutativ L?-térben.

Tétel. TetszoOleges szeparabilis komplex H Hilbert téren megadhaté operatoroknak
olyan monoton névé (A, :n =1,2,...) sorozata, amelyre

sup (A7) < oo,
n>1

de nem létezik olyan & € L? vektor, amelyre az aldbbi két hatarérték barmelyike is fenn-
allna:
T(AnJw € b (4w €] =0, n—oc.

Ttt > az tn. nyaldb [bundle] konvergenciat jeloli, amely a m.m. konvergenciat helyettesiti
nemkommutativ terekben, és amelyet E. Hensz, R. Jajte és A. Paszkiewicz vezettek be,

lasd [Studia Math., 120 (1996), 23-46].

3. APPROXIMACIOLEMELET (MR 41)
Az alabbi figgvényosztalyokat Leindler Lészlo vezette be, lasd [Acta Sci. Math. Sze-
ged, 43 (1981), 301-309]:

(H*)" :={f € C(T) : wa(f;1) = O(w(t))},

ahol w = w(t) adott folytonossagi modulus, wo(f;t) pedig az f fiiggvény simasiagi modu-
lusa;

H(ws0,9) 1= 1f € CT) : half:6.) = OA(3))},

ahol 8 és p pozitiv szamok és

1 n
ho(f;8,p) == ||{m l;)(k + 1) sk (f;2) — f($)|p}1/p},
n =0,1,2,...;s5(f;x) az f fiiggvény Fourier soranak k-adik részletosszege, és || - || a
folytonos fiiggvények C(T) terében értelmezett maximum norma.

Leindler Laszlé szintén bevezette a folytonos fiiggvények €2,-val jelolt részosztalyait
0 < a < 1 esetén, amelyeket altalanoitott Lipschitz osztalyoknak nevezett. A definicié
természetes mdédon kiterjeszthetd tetszoleges av > 1-re is.

Bizonyitottuk a kovetkezd tételt [Acta Sci. Math. Szeged, 73 (2007), 637-647]. Ha
w € , valamely 0 < o < 2-re, 8 és p tetszbleges pozitiv szdmok, akkor 8 > ap esetén
fennall

H(w; B,p) = (H*)";

mig # < ap esetén fenndll
H(w; B,p) € (H”)".

Ez a tétel Leindler Laszlo tételét terjeszti ki az o = 1 esetrdl a 0 < o < 2 esetekre.
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4. SZUMMALHATOSAG (MR 40)

(a) J. Karamata elegendd Tauber feltételének élesitése sziikséges és elegendd Tauber
feltétellé

Legyen P az R, félegyenesen értelmezett monoton nemcsokkené fiiggvény,

P0)=0 ¢és lim P(t) = oc.

t—oo

Adott komplex-értékii f € Li (R, ) fiiggvényre vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

loc

s(z) = /Oxf(y)dy P ::#/O s(z)dP(z), t>0,

feltéve, hogy P(t) > 0. Az

3) / " fa)ds

formalis integralt (W,P)-szummalhaténak [summable by weighted mean method determi-
ned by P] nevezziik, ha a
lim o(t) =/

t—oo

véges hatarérték létezik. Nyilvanvald, hogy ha az

(4) / f(x)dx := lim s(x) =/
0 r—00
improprius integral 1étezik, akkor az (W, P)-szummalhaté is ugyanezen ¢ értékhez.
Legyen p: Ry — Ry szigoriian monoton névé, folytonos fliggvény, amelyre

lim p(t) = oo.

t—o0

A p fliggvényt P-re nézve megengedett fliggvénynek nevezziik, ha

lim inf M

1.
e Pl

Jeloljik A-val a P-re nézve a megengedett fiiggvények Osszességét.

Bizonyitottuk [Publ. Math. Debrecen 67(2005), 65-78], hogy a (4) improprius integral
létezése akkor és csak akkor kovetkezik a (3) formélis integral (W, P)-szummalhatésagabol,
ha

. . 1 p(t) B
inf limsup | s /t (s(z) — s(t)}dP(z)| = 0.

J. Karamata aldbbi tétele [Bull. Acad. Serbe 2 (1935), 169-205] nyilvén korolldriuma
fentebbi tételiinknek: Ha a (3) formélis integral (W, P)-szummalhaté és s lassan oszcillal
[slowly oscillating] P-re nézve, amelyen azt értjiik, hogy

lim li —s(t)|=0
Jim I?Ligpt;%%'“@ s(t)] =0,
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ahol
T:=P *(A\P(), t>0;

akkor a (4) improprius integral 1étezik.

(b) I. J. Schoenberqg Tauber tételének kiterjesztése szamsorozatokrol mérhetd fiiggué-
nyek sorozataira

H. Fast [Colloq. Math., 2 (1951), 241-244] vezette be a statisztikus konvergencia
fogalmat az {s : k = 1,2,...} C C szadmsorozatokra. Akkor irjuk, hogy

st — lim sp =/,

k—o0

ha minden € > 0-ra .
lim —{1<k<n:|sx—& >¢e}| =0.

n—oo M

I.J. Schoenberg bizonyitotta [Amer. Math. Monthly, 66(1959), 361-375], hogy valds
szamoknak egy (s ) sorozata akkor és csak akkor konvergdl statisztikusan ¢-hez, ha minden
t € R-re fennall

n

1 . .
lim — g eitsk — eitl,
n—oo N
k=1

Bizonyitottuk [Acta Math. Hungar., 114 (2007), 235-246], hogy egy s : Ry — R

mérheto fliggvényre akkor és csak akkor 1étezik a

st — lim s(v) =4

V—00

véges statisztikus hatarérték, ha minden t € R-re fennéll

a—00

1 /e .
lim —/ et gy — ¢,
0

Ezt a tételt tetszdleges vektor-értékid s : R’ — R™ mérhetd figgvényekre is kiterjesztettiik,
ahol m és n adott természetes szamok.



