Zardjelentés
Jatékelmélet OTKA-46194

A kutatds a jatékelmélet kiilonbozo teriiletein és témdiban az aldbb részletezett
eredményeket hozta. A kutatasi eredményeket a futamidd alatt 8 folyodiratcikkben és 14
konferencia-el0addsban ismertettiik. FElkészitettiink egy, a klasszikus jatékelmélet
legfontosabb témadit €s eredményeit bemutatd tankonyvet is.

Jatékelmélet (elektronikus tankonyv)

A tankonyv a kozgazddsz egyetemi hallgaték szdmdra késziilt. Atfogja a klasszikus
jatékelmélet legfontosabb témadit és eredményeit, amelyek egy féléves, kétsavos kurzus
torzsanyagat képezik (nem kooperativ jatékok modellezése normadl és extenziv formdban,
racionalizalhat6sag, Nash-egyensuly létezése, szimmetridja €s unicitdsa, részjaték
tokéletes egyensuly és visszafelé indukcid, matrix- és bimatrix-jatékok, tokéletes és
korreldlt egyensuly, nem tokéletes informdcios jatékok Harsanyi-modellje, ismételt
jatékok, kooperativ jatékok karakterisztikus fiiggvény formdja, a mag, a nukleolusz és a
Shapley-érték, a Nash-féle alkumegoldds). A konyv példaanyaga elsOsorban a
kozgazdasagi alkalmazdsokra koncentrdl (Cournot- és Bertrand-dupdlium, Cournot-
oligopdlium, arverési modellek, koltségszétosztds, stb.). A konyvben egyes fejezetek
illetve alfejezetek magasabb szintii (pl. PhD) és/vagy nagyobb 6raszdmu kurzusokban
szerepelhetnek tananyagként. Ezek: a Nash-egyensuly axiomatizaldsa, evolucidsan stabil
egyensuly, szekvencidlis egyensily, néptételek, stabil halmazok. A konyv szerkezete és
megjelenési modja lehetdvé teszi a folyamatos javitdst €s kiegészitést. Ingyenesen
hozzaférhet6 €s mas egyetemeken is haszndljdk tananyagként (pl. a PTE Kozgazdasagi
Karan).

Az L-Nash megoldas implementaciéja kétszemélyes alkuproblémak esetén

A ,Nash-program” tobb mint Otven éve a jatékelméleti kutatdsok egyik integrativ
alapelvét foglalja magaba, kapcsolatot l1étesitve a kooperativ és nem kooperativ jatékok
kozott (lasd pl. Serrano, 2007). A 1ényege, hogy lehetfleg minden kooperativ megoldds
koncepciot egy nem kooperativ alkumodellel, ennek részjaték tokéletes Nash-
egyensulyaként is allitsunk el6. Az ugy nevezett L-Nash megoldast eddig még nem
implementaltak alkujatékként. Az L-Nash megoldads a Nash-megoldds hatarértéke, ha az
egyet nem ¢értés biintetése tart a végtelenhez egy adott irdny mentén. Egyértelmi
meghatdrozottsdgat €s axiomatizdldsat a vele ekvivalens tobbkritériumi dontési
modellben Forgé és Szidarovszky (2003) végezte el. Ugyanott bizonyitottdk, hogy az L-
Nash megoldas poliedrikus lehetséges kimenetel tartomény esetében megkaphatd, mint
egy (hagyomdnyos) Nash-alkuprobléma megolddsa elég nagy, de véges biintetés-mérték
mellett.

Az eredeti egzisztencia bizonyitds helyett sikeriilt most a sziikséges biintetés mértékére
kizarolag az alapadatokra (a lehetséges tartomdny csucspontjai és az egyetértési irdny)
tdmaszkodva egy alsé becslést adni. Ez lehetségessé teszi, hogy az L-Nash megolddst
implementélni lehessen minden olyan nem kooperativ alkujatékkal, amely magét a Nash-
megoldast implementédlja. Folytonos Pareto-hatdrd lehetséges tartomany esetében
konnyen ellendrizhetd feltételeket adtunk arra, hogy ebben az esetben is elég legyen



véges biintetés €s ennek mértékét a Pareto-hatdr egyenletébdl ki lehessen szdmitani. Egy
ellenpéldaval megmutattuk, hogy bizonyos esetekben nincs véges biintetés. Ebben az
esetben bebizonyitottuk, hogy a Rubinstein-féle véltakozé ajanlattételes modell kis
moédositdsaval az L-Nash megolddst aszimptotikusan el6 lehet dllitani ennek a jatéknak a
részjaték tokéletes Nash-egyensulypontjaként, ha a biintetés mértékének a végtelenhez €s
a targyaldsok megszakaddsa valdszinlis€égének nulldhoz tartdsa 6ssze van hangolva. Ezek
az eredmények kétszemélyes alkuproblémadkra vonatkoznak, kiterjesztésiik (amennyiben
lehetséges) tobb személyes jatékokra tovabbi kutatds feladata.

A mag stabilitasa lanc-osszefiiggo additiv jatékokban

Klasszikus konyviikben Neumann és Morgenstern (1944) az elosztisok egy olyan
halmazét tekintették egy kooperativ jaték megolddsdnak (mai terminoldgidval stabil
halmaznak), amelyben semelyik két elosztds sem domindlja egymast, ugyanakkor
egylittesen domindljak az Osszes halmazon kiviili elosztast. A koncepcid hétranya, hogy
ha egy jatéknak egydltalin van nem {iires stabil halmaza, akkor tipikusan nagyon sok
stabil halmaza van, ezek rdadasul igen nehezen meghatdrozhatok. Ez még akkor is igaz,
ha a jaték magja (a semmilyen elosztds dltal sem domindlt elosztdsok halmaza) nem iires,
jollehet a mag mindegyik stabil halmaznak részhalmaza. Ismert ugyanakkor néhdany
specidlis jatéktipus (pl. a konvex jatékok), amelyekre a mag az egyetlen stabil halmaz.

Holland kollégakkal kozosen azt vizsgéltuk, hogy a kommunikdcioés hélézatokhoz
kapcsolodo alkalmazdsi lehetdségei miatt kiilonosen érdekes és mindig nem iires maggal
rendelkezd fa-Osszefiiggd additiv jatékok (Potters és Reijnierse, 1995) milyen
részosztalydra igaz ugyanez. A lanc mentén Osszefiiggd additiv jatékokra sikeriilt
azonositani, azaz sziikséges €s elegend?6 feltétellel jellemezni azt a részosztalyt, amelyen
a mag stabil. A karakterizdcié megadja azt a jatékosok szdmdban polinomidlis sok
linedris egyenldtlenségbdl all6 rendszert, amelyet a lanc mentén Osszefiiggd koalicidk
értékének teljesitenie kell. Hasonld jellegli karakterizdciét adtunk hédrom, a mag
stabilitdsandl erdsebb tulajdonsiagra is, de ekkor mar exponencidlis sok linedris
egyenldtlenségbdl allé rendszerre van sziikség. Ebbdl a jellemzésbdl adddik, hogy egy
lanc-6sszefiiggd additiv jaték pontosan akkor egzakt, amikor a magja ,,nagy”, illetve
amikor a magja kiterjeszthetd, a lanc-Osszefiiggd additiv jatékok osztdlydn tehdt ez a
harom tulajdonsag ekvivalens.

Alkuhalmazok és a mag egybeesése particios jatékokban

A mag a semmilyen elosztds dltal sem domindlt elosztdsok halmaza. Mivel sok jatékban
nem létezik ennyire stabil elosztds, sziikség van olyan megolddsokra is, amelyek akkor
sem liresek, amikor a mag iires. Az alkuhalmazok k6zos jellemzdje, hogy olyan domindlt
elosztdsokat is megengednek, amelyeknél egy koalicié kivdlasat az ellenérdekelt
jatékosok meg tudjdk hidsitani néhany kivalni szdndékozd jatékos kifizetésének
megemelésével. A mogottes alkufolyamat részletei, s igy az azt tiléld elosztds-halmazok
is nagyon sokfélék lehetnek. A kutatds keretében elsdsorban a Mas-Colell alkuhalmazzal
(Mas-Colell, 1989) és a klasszikus alkuhalmazzal (Davis és Maschler, 1967)
foglalkoztunk. A Mas-Colell alkuhalmaz altaldban nem, a szuperadditiv jatékok esetén
viszont tartalmazza a klasszikus alkuhalmazt (Holzman, 2000). Mindkét alkuhalmaz



tartalmazza a magot. Természetes a kérdés, hogy milyen feltételek mellett esnek egybe
ezek a megoldasok, masképpen, mikor ekvivalensek a mogottes stabilitasi elvek.

Szuperadditiv jatékok esetén a klasszikus alkuhalmaz és a mag egybeesésére adott
sziikséges €s elégséges feltételt Solymosi (1999). Ehhez nagyon hasonlé Holzman (2000)
karakterizdcigja a Mas-Colell alkuhalmaz és a mag egybeesésére. Ezen egységes
jellemzések alkalmazhatésdgat vizsgédltuk a korldtozott kooperdcids lehetdségekkel
rendelkezd dontési helyzetek altalanos modelljének szdmité uUn. particios jatékok
(Kaneko és Wooders, 1982) esetén. Megmutattuk, hogy akdrhogyan is rogzitiink egy
bazis-kollekciot, barmelyik generdlt particiés jaték barmelyik szétosztdsdhoz tartozé
maximadlis-tobblet jaték is ugyanezen bazis-kollekci6 éltal generdlt particids jaték lesz.
Ebbdl mér konnyen kovetkezik, hogy az erdsen kiegyensulyozott particids jatékokra
(ilyenek példaul a hozzdrendelési jatékok vagy a fa-Osszefliggd additiv jatékok, 1dsd Le
Breton et al., 1992) az emlitett alkuhalmazok azonosak a maggal. Nagyon hasonlé médon
ugyanez bizonyithat6 az egyszerl halézati jatékokra is, amelyek particids jatékok ugyan,
de nem tartoznak az erésen kiegyenstulyozott tipusba.

Redundancia kooperativ jatékok megoldasaiban

A kooperativ jatékok megolddsai elvben figyelembe veszik az Osszes lehetséges koalicid
értékét. Tobb dominancién illetve tobbleten alapulé megoldast azonban a koalicioknak
mdr egy sziikkebb halmaza is egyértelmiien meghatdroz. Elemzési, de kiilondsen a
megoldasok kiszdmitdsdnak szempontjdbol fontos, hogy ismerjiik az adott megoldast
egyértelmiien megado lehetd legsziikebb koalicidesaladot. Kozos bizonyitést sikeriilt adni
tobb ismert redundancia-eredményre. Az egységes megkozelitésnek koszonhetéen
konnyen adédhatnak dj eredmények is. fgy bizonyithaté példdul, hogy — ellentétben az
altalanos esettel — fa-Osszefiiggd additiv jatékokban a nukleoluszt egyértelmiien
meghatdrozza a mag. Kozlésre elfogadott formdban eddig csak a magra és a sziikmagra
vonatkoz6 eredményeket irtuk le. Jellemeztiik a minden koriilmények kozott folosleges,
illetve elhagyhatatlan koaliciokat, és meghatdroztuk az elfajulé mag esetén feltételesen
sziikséges koaliciok korét is.

Tipus-monoton allokaciok piacjatékok egy osztalyaban

A jelen pélyazat futamideje alatt keriilt sor a jorészt mar az OTKA T30945 keretében
elért eredményeket tartalmazé cikk utomunkdlataira. A kordbbi kéziratot ugyanis a
birdlati eljards sordn kiegészitettiik kisebb észrevételekkel, illetve atdolgoztuk a TOP
folyoéirat birdloinak és szerkesztdjének kivanalmai alapjan.

Romdn és holland kollégakkal vizsgaltuk a tobb, egymast kiegészitd tipusu, oszthatatlan
termékekkel rendelkezd piacokat modellezd un. multi-glove jatékokat, bevezettiik az itt
természetes Un. tipus-monotonitast, és megmutattuk, hogy egy multi-glove jitékban
barmelyik mag-elosztds kiterjeszthetd egy tipus-monoton allokdciés sémavd, ami
mindegyik részjdtékra meghatiroz egy-egy mag-elosztast. Bizonyitottuk tovabba, hogy
mindegyik részjaték tau-értékét (Tijs, 1981) vagy nukleoluszit (Schmeidler, 1969) véve
egy jo tulajdonsdgokkal rendelkezd tipus-monoton allokédciés sémat kapunk. Ennek
bizonyitdsdbol az is kideriilt, hogy a nukleoluszra itt explicit képlet adhatd, ami
megegyezik a tau-érték képletével, e két pont-értékli megoldds tehat a multi-glove
jatékokban egybeesik.



A nukleolusz adat-monotonitasa hozzarendelési jatékokban

A nukleolusz hidnyossdga, hogy — ellentétben példaul a Shapley-értékkel — a jatékosok
egyéni kifizetései nem feltétleniil tiikrozik egy Oket tartalmazd koalicio értékének
novekedését. Az ilyen tipusi monotonitds nem teljesiilésére tobb ellenpélda is ismert,
még olyan viszonylag specidlis jatékok osztdlyan is, mint a konvex jatékok.
Megmutattuk, hogy a hozzarendelési jatékok korébdl a szokdsos definicioban megkivant
véltoztatds csak akkor nem vezet ki, ha egyetlen elad6-vevd par értékét noveljiik. Az
ilyen jellegli javulést viszont respektdlja a nukleolusz, sem az érintett vevo, sem az eladd
kifizetése nem csokken. Kordbban ugyanezt bizonyitotta a tau-értékre Nunez és Rafels
(2002). Az eredményeket konferencidkon méar bemutattuk.

Tipusterek létezése

A nem teljes informdcids jatékok elemzése sordn a modellezd beleiitkozik az un.
véleményrangsorok kezelésének problémdjaba. A véleményrangsorok kozvetlen
megjelenése a modellben gyakorlatilag kezelhetetlenné teszi azt. Ez a jelenség késztette
Harsényit (1967-68) a tipus fogalmdnak bevezetésére. Diohéjban, a tipus a
véleményrangsor kivéltdsdra alkalmas objektum. A tipusokbdl épiil fel az un. tipustér. A
tipustér, ellentétben a véleményrangsorokat kozvetleniil tartalmaz6 modellekkel, egy jol
kezelhetd keretrendszert biztosit a nem teljes informdcids szitudcidk elemzéséhez.
Harsanyi egyik legfontosabb intuicidja az volt, hogy a lehetséges tipusokat 0ssze lehet
gyljteni egyetlen tipustérbe (az un. egyetemes tipustérbe) ami aztdn tetszleges modell
alapjaul, hatteréiil szolgdlhat. A kordbbi eredmények (pl. Mertens és Zamir (1985),
Brandenburger és Dekel (1993). Heifetz (1993), Mertens, Sorin, Zamir (1994)) az
egyetemes tipustér létezésének bizonyitdsa sordn a természet lehetséges 4llapotait
tartalmaz6 Un. paramétertérre vonatkozo topologikus feltételekkel éltek. A kutatds soran
sikeriilt megmutatni, hogy a topologikus feltételek elhagyhatéak, tisztdn mérhetd
paramétertéren is elérhetdek a fent emlitett szerzok pozitiv eredményei.

A véleményrangsorok matematikai formdja az un. mértékterek inverz rendszere. Az
egyes vélemények, az egyes véleményeken értelmezett vélemények, az egyes
véleményeken értelmezett véleményeken értelmezett vélemények, és igy tovébb,
egyértelmlien megfeleltethetbek egy olyan inverz rendszernek, amelynek elemei
(valoszinliségi-) mértékterek. Harsdnyinak az a ,,megérzése", hogy az egyes
véleményrangsorok helyére tipusok helyezhetdéek, a matematika nyelvére igy fordithatd
le, hogy a vizsgdlt inverz rendszereknek (véleményrangsoroknak) van inverz limesziik.
Az inverz limesz 1étezésének kérdéskore a Kolmogorov-féle Kiterjesztési Tétel targya.
Kutatdsaink sordn éaltaldnositottuk a Kolmogorov-féle Kiterjesztési Tételt, igy a
jatékelméleti mellett, matematikailag is 4j eredményt értiink el.

Regresszios jatékok

Egy kooperativ jaték megoldasa az egyes jatékosok daltal egyiittesen elérhetd eredmény
bizonyos elvek szerinti elosztisa a jatékosok kozott. Egy regressziés modellben a
rendelkezésre 4all6 magyardzé viltozok altal egyiittesen elérhetd illeszkedés az az
eredmény, amit szét szeretnénk osztani. Az egyes magyardzé véltozok jatékelméleti
modszerekkel vald értékelése egyrészt hozzasegit az adott, modellezni kivant probléma



jobb megértéséhez, masrészt segit kivalasztani azoknak a véltozéknak a korét, amelyek
az adott probléma modellezéséhez sziikségesek. A kutatds célja volt, hogy a kooperativ
jatékelméletben jol ismert Shapley-érték (Shapley, 1953) fogalmat haszndlva értékeljiik a
regresszios modellek magyardzé véltozoit, mely kérdés a mai alkalmazott statisztika
egyik sokat vizsgélt problémdja (Idsd pl. Gromping, 2007). Attekintettiik a Shapley-érték
Hart és Mas-Colell-féle (1989) karakterizacidjat, és példdkon mutattuk be a javasolt
eljarast. Konkldzié: a Shapley-érték haszndlata regresszids modellek magyardzé
valtozdinak értékelésére egy axiomatikusan megalapozhatd, jol interpretialhaté médszer,
ami rdaddsul a tobbvaltozés regresszids modszerekben alkalmazott kiilonféle (bovitd
illetve sziikitd) 1€pésenkénti eljarasok (step-wise) természetes kiterjesztésének tekintheto.

Nem teljes informaciés kooperativ jatékok

A kooperativ, vagy koaliciés formdban adott jatékok teriiletén a nem teljes informacids
szitudciok modellezése a nem kooperativ, vagy stratégiai formdban adott jatékok
osztalydhoz viszonyitva még gyermekcipOben jar. A kérdéskorben két munkat emeliink
ki Myerson (1982) és Slikker et al. (2003). A teriileten még nincs elfogadott, széles
korben hasznalt modell, az még kialakuléban van. Megitélésiink szerint a modellezés
legfébb problémadja az, hogy mig az informécié személyhez kotott, személyes jellemzo,
addig a koaliciés formdban adott jatékok esetén nem a személyek, hanem a lehetséges
koaliciok az alapfogalmak. Ebbdl kifolydlag ugy itéljik meg, hogy a nem teljes
informdciés koaliciés formdban adott jatékok elemzése szorosan kotddik az tn. Nash-
programhoz (a Nash-programrdl 14dsd pl. Serrano, 2007). Kutatdsaink sordn egy olyan
modellt vizsgéltunk, ahol ugyan a jatékosok koaliciora Iéphetnek egymadssal, tehat a jaték
kooperativ, de az informécids kiillonbségek megmaradnak a koaliciéban, tehdt bizonyos
mértékig a jaték nem kooperativ. A konferencidn mar bemutatott eredmény még
publikdcié eldtt all.

Hivatkozasok:

¢ Brandenburger A, Dekel E (1993) Hierarchies of beliefs and common knowledge.
Journal of Economic Theory, 59:189-198.

e Davis M, Maschler M (1967) Existence of stable payoff configurations for cooperative
games, in: Shubik M (szerk.) Essays in Mathematical Economics in Honour of Oskar
Morgenstern, Princeton University Press, pp. 39-52.

e Forgd F, Szidarovszky F (2003) On the relation between the Nash bargaining solution
and the weighting method, European Journal of Operational Research, 147:108-116.

e Gromping U (2007) Estimators of relative importance in linear regression based on
variance decomposition. The American Statistician, 61:139--146.

e Harsdnyi J (1967-1968) Games with incomplete information played by "Bayesian”
players, Part L., IL., Ill., Management Science 14:159-182, 320-334, 486-502.

e Hart S, Mas-Colell A (1989) Potential, value, and consistency. Econometrica, 57:589-
614.

e Heifetz A (1993) The Bayesian formulation of incomplete information — The non-
compact case. International Journal of Game Theory, 21:329-338.

e Holzman R (2000) The comparability of the classical and the Mas-Colell bargaining
sets, International Journal of Game Theory, 29:543-553.



Kaneko M, Wooders M (1982) Cores of partitioning games, Mathematical Social
Sciences, 3:313-327.

Le Breton M, Owen G, Weber S (1992) Strongly balanced cooperative games,
International Journal of Game Theory, 20:419-427.

Mas-Colell A (1989) An equivalence theorem for a bargaining set, Journal of
Mathematical Economics, 18:129-139.

Mertens JF, Sorin S, Zamir S (1994) Repeated games, Part A. CORE Discussion
Paper No. 9420.

Mertens JF, Zamir S (1985) Formulations of Bayesian analysis for games with
incomplete informations. International Journal of Game Theory, 14:1-29.
Myerson RB (1982) Cooperative games with incomplete information, working paper
(http://www .kellogg.northwestern.edu/research/math/papers/528.pdf)

Nunez M, Rafels C (2002) The assignment game: the tau-value. International Journal
of Game Theory, 31(3): 411-422.

Potters J, Reijnierse J (1995) Gamma-component additive games, International
Journal of Game Theory, 24:49-56.

Schmeidler D (1969) The nucleolus of a characteristic function game, SIAM Journal
on Applied Mathematics, 17:1163-1170.

Serrano R (2007) Nash program, working paper
(http://www.econ.brown.edu/faculty/serrano/pdfs/2005PalNash.pdf)

Slikker M, Norde H, Tijs S (2003) Information sharing games, International Game
Theory Review, 5:1-12.

Shapley LS (1953) A value for n-person games, in: Kuhn H és Tucker AW (szerk.)
Contributions to the Theory of Games II, Princeton University Press, pp. 307-317.
Solymosi T (1999) On the bargaining set, kernel and core of superadditive games,
International Journal of Game Theory, 28:229-240.

Tijs S (1981) Bounds for the core and the tau-value, In: Game Theory and
Mathematical Economics, Moeschlin O, Pallaschke D (szek.), North-Holland,
Amsterdam, pp. 123-132.

von Neumann J, Morgenstern O (1944) Theory of Games and Economic Behavior,
Princeton University Press.



