Beszamol6 a T46023 palyazat zardjelentéséhez

A projekt soran megorzési transzformaciok szerkezetének a leirasaval fog-
lalkoztunk elsésorban kvantumstruktirakon.

Megérzési transzformacidkkal kapcsolatos kérdések a matematika legtobb
teriiletén elofordulnak. Ennek oka az, hogy az ilyen leképezések mindig bi-
zonyos struktirdk izomorfizmusainak (illetve altaldnosabban csak morfizmu-
sainak) tekinthetok, s az ezekre vonatkozé vizsgalatok minden tertileten a
fontos problémak kozé tartoznak.

Jelen kutatasaink sikerességének bizonyitékaként kiilon is emlitjiik, hogy
a projekt vezetje ezen id6 alatt védte meg MTA doktori értekezését [4], me-
lyet a biralok osztonzésére benyujtott a Springer Kiadéhoz, amit az kozlésre
elfogadott és 2006 végén megjelentetett a Lecture Notes in Mathematics c.
sorozataban [10].

A kutatds soran tekintett strukturak a kovetkezok voltak: a kvan-
tumallapotok halmaza, az obszervabilisek tere, és az effektek halmaza.
A kvantummechanika Neumann Janostél szarmazé Hilbert-teres leirasaban
az ezen objektumoknak megfelelé operatoregytittesek rendre a kovetkezok:
a pozitiv egységnyi nyomu operatorok halmaza, a H Hilbert-tér korlatos
linedris operatorai B(H) algebréja (illetve éltalénosabban egy C*-algebra)
6nadjungélt elemei alkotta tér, valamint a B(H) (illetve altaldnosabban egy
C*-algebra) azon pozitiv elemeinek halmaza melyek az egységoperatornal
kisebb-egyenloek.

A projekt alatt kapott eredmények a jelentés részét képezo kozlemény-
jegyzékben (ldsd nyomtatési nézet) szereplokon til az aldbbi megjelenés il-
letve biralat alatt all6 dolgozatokban keriilnek kozlésre:

[17] L. Molnér, Linear maps on matrices preserving commutativity up to a
factor, Linear Multilinear Algebra, megjelenés alatt.

[18] L. Molnar, Maps on the n-dimensional subspaces of a Hilbert space pre-
serving principal angles, Proc. Amer. Math. Soc., megjelenés alatt.

[19] L. Molndr, Maps on states preserving the relative entropy, J. Math.
Phys., megjelenés alatt.



[20] L. Molnar, Maps preserving the geometric mean of positive operators,
Proc. Amer. Math. Soc., birdlat alatt.

Tovabbi két, az MTA-n tartott el6adds irdsos anyaga, melyek az
Akadémia ”Kozgytilési Eléadasok” c. sorozatdban varnak megjelenésre:

[21] L. Molnar, A kvantumdllapotok halmazanak transzformdcicirdl.

[22] L. Molnar, Az énadjungdlt operdtorok terének transzformdacicirdl.

Az aldabbiakban réviden ismertetjiik a kutatds soran végzett vizsgalatokat
és a nyert eredményeket. Az egyes dolgozatokra a kozleményjegyzékben il-
letve annak fenti kiegészitésében szerepld sorszamokon keresztiil torténik hi-
vatkozas.

Allapotok halmaza:

A tiszta allapotok tere atmeneti valoszinliséget meg6érzo transzformécioi-
nak szerkezetére vonatkozo, Wigner-t6l szarmazé klasszikus eredmény kiter-
jesztéseivel kapcsolatos vizsgalataink immar 10 éves multra tekintenek vissza.
Ezen a tertileten a projekt sordn a kovetkezd eredmények sziilettek:

- Gy6ry Maté a [2] dolgozatban egy ijabb elemi bizonyitast adott Wigner
eredeti tételére.

- Wigner tétele egydimenziés objektumok (projekcidk illetve alterek)
kozotti bizonyos numerikus mennyiséget (a szorzat nyoma illetve a szog)
meg6rzo transzformacidk lefrasara vonatkozik. Egy 2001-ben a Comm.
Math. Phys.-ben megjelent cikkiinkben megadtuk Wigner tételének egy
magasabb (fix) dimenziés alterek kozotti transzformécidkra vonatkozé ki-
terjesztését. Ezen cikkiinkben azonban a felhasznélt eszkozokkel nem tudtuk
targyalni azt az esetet, amikor a tér 2n-dimenzids, a tekintett alterek pe-
dig n-dimenziésak (n > 1). Megfogalmaztunk viszont egy sejtést, melyet
végiil a [18] dolgozatunkban sikeriilt igazolnunk. Nevezetesen, bizonyitast
nyert, hogy a fenti koriilmények kozott tetszoleges olyan transzformacio az
n-dimenziés alterek halmazarol onmagaba, ami megérzi az Gn. foszogeket
(principal angles) vagy M s U(M), vagy pedig M +— U(M<') alakban &ll
el6 valamely U unitér vagy antiunitér operatorral.

- Ehhez a problémakorhoz kapcesolédik Gyéry Maté [1] cikke, ami-
ben leirta egy adott Hilbert-tér rogzitett (véges) dimenzids altereinek hal-
mazan értelmezett bijektiv, az ortogonalitast mindkét irdnyban megorzo



transzformécidinak szerkezetét (egy dimenzidra vonatkozé feltétel teljesiilése
esetén). Ezzel Wigner tételének Uhlhorn-tipusi kiterjesztését kapta maga-
sabb dimenziés alterekre vonatkozdan.

- A relativ entropia fogalma a kvantum-informacidelmélet kozponti fo-
galma. Jo6l ismert tény ezen mennyiség unitér-invariancidja: tetszoleges U
unitér vagy antiunitér operator esetén a p — UpU* leképezés megorzi a
relativ entrépia mennyiségét. A [19] dolgozatunkban megmutattuk, hogy
ezen allitas forditottja is igaz, azaz az allapotok terének minden olyan bi-
jektiv transzformacidja, ami megdrzi a relativ entropiat, a fenti alakban all
el6. Tagabb értelemben ez az eredmény is Wigner-tipusu tételnek tekintheto,
ugyanis az allapotok terének a relativ entrépia mennyiségére vonatkozé szim-
metriai szerkezetét irja le.

- A [11] dolgozatunkban meghataroztuk az allapotok halmazénak a kon-
kurrenciat, illetve ©-fidelitast megérzo transzformacidit, illetve a szamos
alkalmazasban el6forduld, tébbek kozott az Uhlmann-Jozsa-féle fidelitds-

fogalomban is szereplé (p, o) — +/+/po/p miiveletet megorz6 leképezéseket.

Obszervabilisek tere:

Bar az obszervabilisek tere linedris tér, ennek olyan transzformacioit
vizsgaltuk, melyekrdl nem tételeztiik fel a linearitdst. A matrixelméleti il-
letve operatorelméleti megdrzési problémakkal kapcsolatos kutatasok ilyen
jellegfi, nemlinedris problémékra valé kiterjedésében sajat és P. Semrl-lel
kozos vizsgalataink jelentds szerepet jatszottak.

- Az obszervabilisek kozott az egyik alapveto relacié a kommutélas vagy
felcserélhetdség (amit a fizikdban kompatibilitasnak neveznek). A [6] dolgo-
zatunkban jellemeztiik az obszervabilisek terének azon nemlinearis bijekciéit,
amik mindkét iranyban megorzik ezt a relaciét. Kideriilt, hogy szeparabilis
Hilbert-tér (dim H > 3) esetén minden ilyen transzformécié A — U fa(A)U*
alakt, ahol U egy fix unitér vagy antiunitér operdator, fu pedig az A-tdl fiiggo
korlatos valés Borel-fiiggvény A spektruman.

- A [8] dolgozatunkban a kvantummechanikai rejtett véltozok (hidden
variables) problémé&javal kapcsolatos, alapvetd jelentdségii Kochen-Specker
tétel egy altalanositasaval foglalkoztunk. Nevezetesen, olyan funkcionalokat
vizsgaltunk, melyek az onadjungalt matrixok halmazéan értelmezettek és mul-
tiplikativak a felcserélhet6 matrixokon. Targyalasukhoz sziikségiink volt ezen
funkcionaloknak a pozitiv definit valamint a pozitiv szemidefinit matrixok
halmazan valé vizsgalatara is. A folytonos esetben sikeriilt a kérdéses funk-



cionédlokat teljesen leirni. A megoldashoz vezeté uton a determinans 1j jel-
lemzéseit kaptuk a fent emlitett halmazokon.

- Az (A,B) — ABA 1n. Jordan triple-szorzat fontos szerepet jatszik a
gytriielméletben és az operatoralgebrak elméletében is. Nem utolsé sorban a
8] cikkiinkben kapott eredmények altal motivalva a [7] dolgozatunkban meg-
hataroztuk az ezen miiveletre vonatkozo automorfizmusait egy Hilbert-tér
pozitiv invertalhaté operatorai, pozitiv operatorai, énadjungalt invertalhato
operatorai, illetve onadjungalt operatorai alkotta struktiraknak a véges il-
letve a végtelen dimenziés esetben egyarant. Belattuk példaul, hogy az onad-
jungalt invertalhaté operatorokon 3 < dim H < oo esetén minden folytonos,
Jordan triple-szorzatot megdrzo bijekcid

A 7(A)|det AUAU*  vagy A 7(A)|det AUAU*

alakba irhatd, ahol 7 egy +1 értékeket felvevo folytonos skalarfiiggvény, c
alkalmas valés szam, U pedig egy unitér vagy antiunitér operdtor. A [9]
dolgozatunkban ezen eredmények egy részét sikeriilt kiterjeszteni a B(H)
operatoralgebrarol a Neumann-algebrak joval altalanosabb kategoridjara.

- A J. Math. Phys. folydiratban egy 2001-ben megjelent cikkiink-
ben leirtuk az obszervabilisek halmazanak az onadjungélt operatorok kozott
szokasos rendezésre vonatkozd rendezés-automorfizmusait. Ilyen irdnyu
vizsgalatainkat folytatva, a [12] dolgozatban leirtuk az obszervabilisekkel
kapcsolatban nemrégiben definialt in. Gudder-rendezésre vonatkozé auto-
morfizmusokat, illetve (amit ennél sokkal jelentésebb eredménynek tartunk)
a [15] cikkiinkben meghatéroztuk az effektek illetve az obszervébilisek hal-
mazanak a spektralis rendezést megdrzé bijekcidit (1dsd még aldbb).

- Végezetill megemlitjiik [14] dolgozatunkat, melyben teljes lefrasat ad-
tuk az Un. 1-hosszisdgi (nemlinedris) Jordan elemi operdtoroknak az
onadjungalt operatorok halmazan. A kérdéses elemi operator fogalmat
a M. Bresar-tél és P. Semrl-t6l szdrmazé absztrakt értelemben értjiik,
azaz ilyen operatoron egy olyan (M, M*) transzformécié-part (ami 'a pri-

ori’” nem linedris) értiink az Onadjungdlt operdtorok halmazan, melyre

M(AM*(B)A) = M(A)BM(A) és M*(BM(A)B) = M*(B)AM*(B) teljesiil
minden A, B 6nadjungalt operator esetén.

Effektek halmaza:

- Az effektekkel kapcsolatos legfontosabb eredményiink az ezek halmaza
spektrélis rendezést megorzé bijekcidinak lefrasa.



Ha A, B 6nadjungalt operdtorok F,, Ep spektralmértékekkel az R Borel
halmazain, akkor azt mondjuk, hogy A kisebb-egyenlé mint B a spektrélis
rendezésre nézve, ha F4(—o0,t] > FEp(—00,t] teljesill minden ¢ € R esetén
(itt < a szokdsos rendezés a projekcidk kozott). A spektrélis rendezés fo-
galmat Olson vezette be 1971-ben. Kadison egy nevezetes 1951-es tétele
szerint az onadjungalt operatorokon a szokdasos rendezés haléelméleti szem-
pontbdl igen furcsan viselkedik: azzal egy Un. anti-haléot alkot. Olson meg-
mutatta, hogy a spektralis rendezés viszont egy feltételesen teljes halova teszi
ugyanezt a halmazt. Ezen tulajdonsdga és fizikai tartalma miatt a spektrélis
rendezést az utobbi években kvantummechanikai szempontbdl is vizsgaljak
mind az obszervabilisek mind pedig az effektek halmazan. A Hilbert-tér ef-
fektek ezen rendezést meg6rzd transzformécioit sikertilt a [15] dolgozatban
lefrnunk az aldbbiak szerint. A végtelen dimenzids esetben az effektek hal-
mazanak minden olyan bijekciéja, ami mindkét iranyban megorzi a spektrélis
rendezést

A limU(Tf(A)"T)/"U*

alaku, ahol U unitér vagy antiunitér operator, 7" invertalhaté pozitiv kont-
rakcio, f:[0,1] — [0, 1] pedig egy szigortian monoton bijekcid.

- A [16] dolgozatunkban egy korabbi, a faktor Neumann-algebrak effektje-
inek halmazan a keveréket megorzo leképezésekre vonatkozé eredménytinket
terjesztettiink ki tetszoleges Neumann-algebrak esetére. Ez azon ¢ transz-
formaciok leirasat jelenti az effektek halmazan, melyekre az teljesiil, hogy
tetszoleges E, F, G effektek esetén E pontosan akkor konvex kombinacidja
az F, G-nek ha ¢(F) konvex kombindcidja az ¢(F), (G)-nek (természetesen
esetleg mas kombindlé tényezbkkel). FEredményiink szerint minden ilyen
transzformacié az alapul vett algebrak kozotti algebra x-izomorfizmusbdl és
x-antiizomorfizmusbdl szarmaztathaté bizonyos moédon.

- Végezetill, a [3] dolgozatunkban a Hilbert-tér effektek halmaza
olyan transzformécidinak szerkezetét irtuk le, melyek bizonyos numeri-
kus mennyiségeket (ezek az erd-fiiggvénnyel, az operator normaban vett
tavolsdggal, illetve a szekvencialis szorzat normajaval kapcsolatosak) 6riznek
meg. Kideriilt, hogy minden esetben a tekintett transzformaciok unitér vagy
antiunitér operator altal implementaltak.

Tovabbi eredmények:
- A kvantummechanika matematikai leirasaban alapveto fontossagu
Gleason-tétel targyaldasaban lényeges szerepet jatszanak az un. frame



fiiggvények. FEzek terén elég természetes moédon definialhaté egy tavolsag-
fogalom. A [13] dolgozatunkban leirtuk az igy keletkez6 metrikus tér izomet-
ridinak szerkezetét.

- Egy, a J. Funct. Anal.-ban 1998-ban megjelent cikkiinkben megmu-
tattuk, hogy a B(H) szuszpenzidja automorfizmus- és izometria-csoportja
algebrailag reflexiv. A szobanforgé cikk biraléjanak felvetésével motivéalva az
[5] dolgozatban Gydry Maté karakterizélta ezen izometria-csoport topologi-
kus reflexiv lezartjanak elemeit.

- A matrixok kommutaldsanak fontos relacidja mellett nevezetes kapcso-
lat a kvazi-kommutalas vagy mas elnevezéssel ’egy faktor erejéig valé kom-
mutéalds’ (AB és BA egy nemzérus skaldr szorzéban térnek el egyméstol). En-
nek a relaciénak lényeges fizikai alkalmazasai is vannak. A [17] dolgozatunk-
ban meghataroztuk a teljes matrixalgebra illetve az onadjungalt matrixok
terének azon linearis bijekci6it, melyek megorzik a matrixok kozotti ezen
relaciot.

- Az operatorelméletben igen fontos szerepet tolt be a pozitiv operdatorok
kozotti Ando-tél szarmazé geometriai kozép fogalom, aminek jelentés al-
kalmazasai vannak a kvantum-informécidelméletben is. A [20] cikkiinkben
meghataroztuk a pozitiv operatorok halmazanak azon bijekcidit, amik au-
tomorfizmusok ezen miiveletre nézve. Bizonyitast nyert, hogy (dim H > 1
esetén) minden, a geometriai kdzepet meg6rzé bijektiv transzformécié el6all
A — SAS* alakban, ahol S invertalhato linearis vagy konjugdlt-lineéris bi-
jekcié az alaptéren.

- Megjegyezziik még, hogy a Kérchy Laszlo illetve Székelyhidi Laszld
Akadémiai Dijanak kapcsan rendezett két tudomanyos iilésen eldadast tar-
tottunk a kvantumaéllapotok illetve obszervabilisek terének transzformacidira
vonatkozo vizsgalatainkrol és a kapott eredményekrél. Az eldadéasok irott

valtozata az MTA Kozgytlési El6adasok c. sorozatdban var megjelenésre
21,22].

A kutatéds soran elért eredményeinkrol tobb mint 20 eldadast tartottunk
nemzetkozi konferencidkon illetve kiil- és belfoldi egyetemek szeminariumain.

Molnéar Lajos
egyetemi tanar, MTA doktora
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