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OSSZEFOGLALO. Léteznek olyan konvex poliéderek (tin. al-Johnson-poliéderek),
melyeknek mindegyik sokszoglapja szabalyos sokszog vagy annak egy jo kozelitése
valamilyen értelemben, és esetleg nem is (vagy alig) észreveheté ezeken a
poliédereken, hogy a lapjaik kdz6tt van nem pontosan szabalyos sokszog, mikézben
megmutathatd, hogy nem létezik olyan konvex poliéder, melynek ugyanaz a
laphaldja, és minden lapja szabalyos sokszog. Bemutatjuk, hogyan modellezheték
az ilyen poliéderek geometriai modszerek felhasznalasaval, azaz valamely
geometriai szoftverrel megvalositott térbeli geometriai szerkesztésekkel.

ABSTRACT. The near-miss Johnson solids are such convex polyhedra whose faces
are regular polygons or polygons whose shape is close to a regular polygon in some
sense, and in some cases, it can not be (or it can only be slightly) observed that not
all faces are regular polygons — however there is no such convex polyhedron with
the same face net having only regular polygons as faces. We show how to model
such polyhedron using only geometric methods, that is, how to create a virtual model
of that polyhedron using space geometric construction steps with a geometry
software.

1. Bevezetés

Olyan konvex poliédereknek a modellezésével fogunk foglalkozni, melyek lapjainak alakja
szabalyos soksz0g vagy annak egy j6 kozelitése, de nincs olyan konvex poliéder ugyanolyan
laphaloval, melynek minden lapja szabalyos sokszog lenne. (Ezért egy ilyen poliéder nem lehet
egy csupan szabdlyos sokszdg alakl lapok altal hatarolt poliédernek egy kissé deformalt
valtozata, ugyanazzal a laphaloval.) Es emiatt biztos van olyan lapja a vizsgalt poliédernek,
amely nem pontosan szabdlyos sokszdg, még ha ahhoz kozeli is az alakja. Geometriai
modellezést fogunk alkalmazni.

A kovetkezékben roviden attekintiink néhany kapcsolodo témakort, és osszefoglaljuk a
szamunkra fontos jellemzdit a geometriai modellezésnek, a szerkeszthetdségnek, ill.
paraméteres modellezésnek, és a szabalyos sokszoglapokkal hatarolt konvex poliéderek
esetében hasznalhaté geometriai modellezési moddszereket. Mindezek utdn, a kovetkezd
fejezetben arra keresiink vélaszt, hogyan definidlhatjuk a majdnem szabélyos sokszdglapokat,
majd utana eldszor megvizsgaljuk, hogy néhany nevezetes poliéderosztily elemei ilyen
lapokbol allnak-e, majd altalanossagban foglalkozunk ilyen lapok altal hatarolt konvex
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poliéderekkel, késobb pedig konkrét példdkat mutatunk be, felvdzolva a szerkesztési
modszereket az egyes esetekben. Végiil 6sszefoglaljuk a tapasztalatainkat.

1.1. Geometriai modellezés

Nagyon sokféle 3-dimenzids poliéder szamitogépes modellezése torténhet csupan
geometriai modszerekkel. Ekkor egy geometriai szoftver térbeli szerkesztési miiveleteit
hasznaljuk a poliédermodell pontos vagy kozelitd (adott hibahataron beliili pontossagu)
megszerkesztéséhez.

Geometriai modszerekkel torténd modellezés esetén egyszeri alakzatokbdl kiindulva
készitlink Osszetett modellt, 1j alakzatok vagy segédalakzatok segitségével (pl.
szerkesztOegyenesek, szakaszok, korok, sikok, sokszoglapok, gombok felhasznilasaval), €s
geometriai transzformdciok (pl. forgatés, eltolds, tiikrozés) alkalmazasaval. Ilyenkor az
egymasra €piild szerkesztési lépések garantdljadk a poliéderlapok megfeleld illeszkedését. A
poliéder esetleges szimmetriait kihaszndlva forgatasokkal és tiikkrozésekkel fejezhetd be a
modell, garantalva a végsé modell megfeleld szimmetriait.

A geometriai modszerek hasznalata amellett, hogy elegans, matematikai képletek
bevitelétdl mentes szerkesztést tesz lehetoveé, fejleszti a modellezd térlatasat és egyéb téri
képességeit is, igy a konkrét modellezett poliéder egyes geometriai és kombinatorikai
tulajdonsagait (pl. szimmetridkat, az egyes lapok egymashoz viszonyitott helyzetét is
konnyebben felismerheti a modellezd, mar a modellezési eljaras soran megismerve ezeket).

1.2.Szerkeszthetdség és paraméteres modellezés

A szokésos szoftveres térbeli szerkesztési 1épések visszavezethetOk gomb, sik, térbeli
egyenes, térbeli kor alakzatoknak a felvételére és ilyen alakzatok metszéspontjainak a
megszerkesztésére, amely miiveletek a sikbeli korzdvel-vonalzoval torténd szerkesztési
Iépésekhez hasonloan ugy bdvitik a megszerkesztett pontok halmazat, hogy azok koordinatai
megfeleld masodfoku testbdvitések egymas utani alkalmazéasaval mindig megkaphatok. Ezért
ha egy poliéder bizonyos cslUcsparjainak a tavolsaganak a racionalis szamok feletti
minimalpolinomja nem kett6hatvany, akkor az a poliéder nem szerkeszthetd meg csupan
racionalis koordinataju pontokbol kiindulva (Id. [5]).

Dinamikus geometriai szoftverekkel torténd szerkesztések esetén azonban paraméteres
poliédermodelleket is tudunk késziteni, azaz a modellezés soran késébb folytonosan
valtoztathato paraméterértékeket (tipikusan geometriai jelentéssel bird, pl. sz0g nagysagat vagy
szakasz hosszat megadé értékeket) is felhasznalhatunk — vagy ennek megfeleld valtoztathatd
alakzatokat helyezhetiink el a modellben, pl. pontot koron vagy szakaszon mozgathatunk,
amely mozgas szog, ill. tavolsag valtozasanak feleltethetd meg. igy bizonyos nemszerkeszthet
poliéderek tetszéleges pontossaggal modellezhetdk, amennyiben készithetd olyan paraméteres
poliédermodell, amelynek a paraméterértékeinek a megfeleld beéllitasaival a kivant
poliéderkozelités  elérhetd. Egyetlen paraméter haszndlata esetén, folytonossagi
meggondolasok alapjan elég egyszerli a megfeleld paraméterérték megtalalasa.

1.3.Szamitogépes modellezés szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex
poliéderek esetén

Most attekintjiik, hogy a szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéderek hogyan
modellezhetdk geometriai modszerekkel. A szabalyos testek (hasonlosag erejéig 5 db ilyen test
van) mind szerkeszthet6k, és persze a szabalyos sokszoglapokkal rendelkez6 egyenes hasabok
¢és antiprizmdk végtelen csaladjai is szerkeszthetok. Az arkhimédészi, félig szabalyos testek
(13 db) kozott azonban mar talalhatd két nemszerkeszthetd test: a pisze kocka és a pisze
dodekaéder. A fennmaradd, szabdlyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéderek a
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Johnson-poliéderek (ezekbdl 92 db van), koziiliik 85 db konnyen szerkeszthetd, azonban van
7db olyan Johnson-poliéder, amely nem szerkeszthetd (vagy valosziniileg nem szerkeszthetd),
ezek a J84-J90 sorszami poliéderek. Azonban a fentebb emlitett 6sszesen 9 nemszerkeszthetd
poliéder mindegyikének elkészithetd a virtualis modellje tetszdleges pontossaggal, alkalmasan
valasztott 1-paraméteres poliédermodell készitésével, majd a paraméter megfeleld értékre
torténd beallitdsaval. Mindez azért lehetséges, mert az itt emlitett poliéderosztalyok
mindegyikének az elemei rendelkeznek tobb-kevesebb szimmetriaval — enélkiil lehet hogy csak
legalabb 2 paraméteres poliédermodell alkalmazasdval tudnank valamelyik poliédert
modellezni, marpedig ezek esetében a paraméterértékek megfeleld beallitasa sokkal
nehezebben oldhat6 csak meg.

Tehat a szabalyos sokszoglapokkal hatarolt konvex poliéderek tobbsége szerkeszthetd, a
fennmarado 9 test pedig megfeleld 1-paraméteres modellek felhasznalasaval tetszdleges
pontossaggal modellezhetd egyszeriien, dinamikus geometriai szoftverekkel.

A szabalyos testek megszerkeszthetdk: elég egyetlen testszogletiiket megszerkeszteni, pl.
lapjaik felhajtdsaval. A szabalyos hasabok €s antiprizmak esetére is mitkodik ez a modszer. Az
arkhimédeszi testek tobbségénél is ez a helyzet, de azok szabalyos testekb6l masképp is
eléallithatok: szeléssel, lapok eltolasaval, lapok forgatva eltolasaval. A legtobb Johnson-
poliéder eloallithatd arkhimédészi testekbdl, hasdbokbol és antiprizmakbol geometriai
alapmiiveletekkel (cstucsok altal meghatarozott sikkal valo szelés, kozos lap mentén egyesités).

2. Majdnem szabalyos sokszoglapok

Most nézziik, hogyan definialhat6 precizen, hogy majdnem szabalyos sokszogek alkotjak
egy poliéder lapjait? A lapok alakjanak eltérését mérjiik majd az ugyanannyi csucsu szabalyos
sokszog alakjatol. A szakirodalomban van olyan szerzd, aki egy poliéderre az 6sszes lapnak az
ott ahitott egységnyi élhosszu szabalyos sokszogektdl vald eltéréseit igy méri, hogy dsszeadja
az ¢lhosszak 1-t6l valo eltéréseinek az abszolut értékét az 6sszes €lre, €s a lapok szdgei esetén
az ugyanannyi csucsu szabalyos sokszdg szogértékeitol valo eltérések abszolut értékeinek az
Osszegét veszi. Igy a poliéderre két mennyiséget kapunk, az élek abszolat eltéréseinek az
Osszegét ¢és a szogek abszolut eltéréseinek az Gsszegét. Egy masik szerzd pedig az egész
poliéderre csupan a leghosszabb és legrovidebb ¢l aranyat tekinti, ezt az egy mérdszamot
hasznalja mérészamként.

Szerintlink a lapoknak a szabalyos sokszogtdl vald legnagyobb eltérését kell vizsgélni, ez
mutatja meg, hogy mennyire észrevehetd hogy nem szabélyos sokszog alaku egy lap. Ugy
gondoljuk, hogy a szabalyossagot a szemiinkkel lokalisan, laponként ellendrizziik, méghozza
szimmetriaként, a lap ¢lhosszainak ill. a lap szogeinek az egyenldségét tesztelve szemiinkkel.
Ezért vegyiik egy lap leghosszabb és legrovidebb oldalainak az aranyat (ez legalabb 1, mivel a
szamlalo legalabb akkora, mint a nevezd egy ilyen tipust tortben), valamint a lap legnagyobb
¢s legkisebb szogének a kiilonbségét is szamitsuk ki (ez pedig mindig nemnegativ mennyiség,
mert a legnagyobb szogbdl vonjuk ki a legkisebbet). Minden lapra szamitsuk ki ezt a két
mennyiséget, majd ezek maximumat vegyiik mindkét esetben. Jelolje ER(P) az egyes lapokhoz
tartozd legnagyobb ¢lardnyok maximumat, és jelolje AD(P) az egyes lapokhoz tartozd
legnagyobb szogkiilonbségek maximumat, egy P konvex poliéder esetén (ER=edge ratio,
AD=angle_difference). Ha az ER(P) legfeljebb 1 4+ ¢ valamely € > 0 esetén, és AD(P)
legfeljebb & valamely & > 0 esetén, akkor azt mondjuk, hogy a lap alakja az (g, 9) -
hibahatarokon beliil kozeli a szabalyos n-sz6ghoz, ill. a lap az (g, §)-hibahatarokon beliil
szabalyos sokszoglap. Kézel szabdlyos sokszéglapnak nevezziink egy poliéderlapot, ha az
teljesiti a kdvetkezo feltételt:
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1) A poliéder minden lapja legfeljebb az (¢, §)-hibahatarokon beliil kézeli egy olyan
szabalyos soksz6ghdz, melynek ugyanannyi csiicsa van, mint a lapnak.

Ha az ¢ és § mennyiségeket megfeleléen kicsi pozitiv értéknek valasztjuk, akkor a
szemiink tényleg nem latja a kiilonbséget a szabalyos sokszog €s a téle (g, §)-hibahatarokon
beliil kozeli sokszog kdzott.

A latvanyon tilmenden van néhany egyszerii szabaly, amelynek fenn kell allnia, ha egy
konvex poliédernek mindegyik lapja szabalyos sokszog:

2) A lapok egy csucsnal fekvé szogeinek dsszege 360°-ndl kisebb legyen mindegyik csiics
esetén.

3) Ha két sokszdglap kozos éllel csatlakozik egymashoz, akkor szimmetria miatt, a két
sokszoglapbol a kozos él egyik csucsaba befuto masik ket él egymdssal bezart szége
megegyezik a kozos él masik csucsaba befuto masik két él egymassal bezart szogével.

Az is elvaras lehet, hogy szabalyos sokszoglaphoz kozeli alakt lapok esetén egy poliéder
megfeleljen ezeknek a szabalyoknak akkor is, ha ugy szdmolunk az esetében, mintha minden
lapja szabalyos sokszoglap lenne, hogy legaldbb az ilyen egyszerli lokalis szabalyoknak
megfeleljen a laphdloja akar szabalyos sokszogekkel is (ezeknél az egyszeri lokalis
vizsgalatoknal még ne deriiljon ki, hogy a poliéder laphaldja esetleg nem realizalhatd szabalyos
sokszoglapokkal).

A fenti 3 szabalyt nevezhetjiik 1. feltételnek, 2. feltételnek, ill. 3. feltételnek, melyeknek
fenn kell allniuk, hogy a poliéder jelolt maradhasson arra, hagy szabalyos sokszoglapok altal
hatérolt (az 1. feltétel barmely pozitiv (&, §)-hibahatarokra fennall ilyenkor). Ami nem vilagos,
hogy milyen nagynak valaszthatjuk az € és § értékeket, hogy a szemiinkkel mar ne érzékeljiik
az eltérést a szabalyos sokszogtdl, ha a sokszog (&, §)-hibahatarokon beliil kozeli egy szabalyos
sokszoghoz.

A 2., 1ll. 3. szamu feltételek kovetkezményei:

2b) Mindegyik csucsnal legfeljebb 5 lap talalkozik.
2¢) 3 db hatszéglap nem talalkozhat egy csucsban.
2d) 2 db hatszoglap és 2 db haromszoglap (0sszesen 4 lap) nem talalkozhat egy csucsban.

3b) Ha két szabalyos sokszéglap kozos éllel csatlakozik egymashoz, és a kozos él egyik
csucsanal csak harom sokszoglap talalkozik, akkor
e vagy csak harom sokszoglap talalkozik a kozos él masik csucsandal, és a kozos él ket
csucsanal talalhato harmadik sokszoglapok egybevagoak (azaz oldalszamuk
megegyezik),
e vagy a kozos él masik csucsanal legalabb négy sokszoglap talalkozik, melyek koziil
az emlitett kozos élre nem illeszkedo legalabb két sokszoglap szogeinek osszege ennél
a masik csucsnal nagyobb, mint az él egyik csucsanal talalhato harmadik sokszéglap
szoge.

3. Néhany nevezetes, majdnem szabalyos sokszoéglapokkal rendelkezo
poliéderosztaly

Vannak olyan nevezetes poliéderosztalyok, melyek elemei jeloltek lehetnek majdnem
szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéderekre. Egyik ilyen a geodézikus poliéderek
csaladja, a masik a Goldberg-poliéderek csaladja (1d. [4]). Egy geodézikus poliéder csucsai egy
gombfeliileten vannak, csak hdromszdglapjai vannak, és ha elég kis haromszogekrdl van szo6
(ami nagy csucsszam esetén teljesiil), akkor eléfordulhat, hogy sok haromszdglapjanak az
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alakja elég kozeli a szabalyos haromszogéhez. De van mindig valahany (legalabb 4) cstcsa,
ahol legfeljebb 5-5 db haromszoglap talalkozik, igy ott a kis haromszdglapok csucsai nem
lehetnek 60°-hoz kozeliek (mivel a csucsban talalkozo szogek 6sszege 360°-hoz kozeli nagy
cstcsszam esetén). [gy mégse igazan j6 jelolt ez a poliédercsalad, plane mert a 2. feltételt sem
teljesitik az ilyen poliéderek szabalyos haromszoglapok szogeivel szamolva, ugyanis mindig
van olyan csucsa, ahol 6 db haromszoglap talalkozik (és nagy csucsszdm esetén az ilyen
csticsok vannak tilnyomo tobbségben, mondhatjuk, hogy majdnem minden csucsa ilyen).

1. abra. Geodézikus dodekaéder L2 és egy Goldberg-poliéder (dualis ikozaéder L3)

A Goldberg-poliéderek az ikozaéderes szimmetriaju geodézikus poliéderek dualisai, 12
szabalyos 6tszoglapjuk van, a tobbi lap hatszoglap, és mindegyik lap érinti a beirt gdmbét. De
igy amely csucsnal az Otszoglaphoz csatlakoznak a hatszdglapok, az ott talalkozé lapok
csticsszogeinek Osszege 360°-hoz kellene, hogy kozel legyen (ez nagy csicsszam esetén
teljestil), azonban az 6tszoglap 108°-0s szoge miatt a masik két hatszéglap csucsszoge annal a
cstcsnal nem lehet kozel 120°-hoz, igy nem lehet kozel az alakjuk szabalyos hatszoghoz. Es
itt is fenndll, hogy a 2. feltétel nem teljesiil, ha a lapokndl szabdlyos sokszogek szogeivel
szamolunk, mivel sok csucsban harom hatszoglap talalkozik, melyeknél a sz6gdsszeg 360°
lenne.

2. abra. Szabalyos tetraéder lapjainak egy racsfelosztasa

Végiil, ha vesziink egy olyan konvex poliédert, melynek lapjai feloszthatok racsfelosztassal
akéarmilyen sok szabalyos haromszogre vagy négyzetre, akkor kicsit elmozdithatjuk a felosztas
cstcsait ugy, hogy egy konvex poliéder cstcsai legyenek, és a poliéder laphalojat a lapok
racsfelosztasai adjak. A szabdlyos tetraéder vagy a kocka ilyen poliéderek, hiszen barmilyen
nagy finomsagu szabalyos haromszdgracsos ill. négyzetracsos felosztast lehet rarajzolni a
haromszoglapjaikra ill. négyzetlapjaikra, de jo par mas poliéder is létezik ilyen tulajdonsaggal,
pl. a csak szabalyos haromszoglapokkal vagy négyzetlapokkal rendelkezd poliéderek ilyenek,
de eléfordulhat szabalyos hatszoglap, paralelogramma alakt lap (amely 2 db szabalyos
haromszdgre oszthato fel), ill. trapéz alaku lap (amely 3 db szabalyos haromszogre oszthato fel)
az ilyen tulajdonsagu poliéderek lapjai kozott. A racsfelosztas haromszogei ill. négyszogei kissé
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eldeformaldédnak a csticsok elmozditasa soran, de azért ilyenkor az megvaldsithato, hogy a
négyszogek megmaradjanak sikbeli négyszdgeknek, és bar mar nem lesznek szabdlyos
sokszogek a racsfelosztasbol lett lapok, de tetszélegesen kozeliek lehetnek a szabalyos
sokszogekhez a lapok a csicsok elég kismértékii elmozditasa esetén. Igy barmely
adott € > 0 és § > 0 esetén is végtelen sok olyan poliéder adodik, amely megfelel az 1.
feltételnek — de a 2. feltételnek persze mar nem fog megfelelni, ha a lapoknal szabalyos
sokszogek szogeivel szamolunk, mivel akkor sok csucsban 360° jon ki szogdsszegnek.

4. Al-Johnson-poliéderek

Vajon mi a helyzet, ha nem pontosan szabalyosak a poliéder lapjai? Eloszor is egy ehhez
kapcsolodo tételt emlitiink: a Cauchy-tétel kimondja, hogy ha egy konvex poliéder lapjainak
alakjat merevnek tekintjiik, €s a lapok kozos éleit csukloknak, akkor a poliéder merev, azaz
nem deformalhatd at masféle alakuva. SOt, ennél tobb is igaz: ha adott a sokszdglapok alakja
(egybevagosag erejéig) valamint adott a laphdlod, amely meghatdrozza, hogyan csatlakoznak
egymashoz a lapok, akkor legfeljebb egy konvex poliéder Iétezik, melynek a sokszdglapjai és
a hozza tartoz6 laphaloja megegyeznek ezekkel.

Azt, hogy 92 Johnson-poliéder 1étezik, még Johnson sejtette meg 1966-ban (1d. [2]), és bar
korabban el is ért néhdny részeredményt a sejtése igazoldsanak az irdnyaban (pl. Griinbaummal
kozos cikkében igazolta 1964-ben, hogy csak véges sok olyan konvex poliéder létezik, melynek
minden lapja szabalyos sokszog, 1d. [1]), de a sejtését végiil is Zalgaller bizonyitotta be 1967-
ben (Id. [6]). A véges sok eset vizsgalatakor kideriilt, hogy jo6 par esetben azért Iétezik olyan
konvex poliéder, melynek mindegyik lapjanak az alakja igen kozeli egy szabalyos sokszoghdz.

Al-Johnson-poliédernek nevezziik az olyan konvex poliédert, melynek nem minden lapja
szabalyos sokszog, de a 2. fejezet 1. feltétele teljesiil valamely adott € és § pozitiv szdmokra
(angolul:  near-miss Johnson solid). Azaz egy al-Johnson-poliéder lapjai az
(g, 6)-hibahatarokon beliil szabalyos sokszdgek, de legalabb 1 lapja nem szabalyos sokszog
(Id. [3]). Mivel minden poliéder al-Johnson-poliéder megfeleléen nagy € és & szamokra, ezért
(ER(P) — 1) és ED(P) értékei (ha P jeloli a poliédert) — a 2. fejezetben bevezetett
jelolésekkel — adjak meg a legkisebb € és § értékeket, melyekre a poliéder még al-Johnson-
poliéder.

Nevezziik 1., 2., ill. 3. tipust al-Johnson-poliédernek az olyan konvex poliédert, melyre az
l.,az 1. és 2., ill. az 1., 2. és 3. feltételek teljesiilnek (ha a 2, €s 3. feltételben ugy szamolunk a
szogekkel, mintha a poliéder minden lapja szabalyos sokszdglap lenne). Az 1. feltétel adott €
¢és 6 pozitiv szamok esetén teljesiil, itt olyan értékekre gondolunk, amelyek esetén a sokszog
mar latszolag szabalyos, de azért a lehetd legnagyobb ilyen értékeket szeretnénk valasztani,
hogy legyen egyaltalan a feltételeknek megfelelé poliéder, akar minél tobb is. Az, hogy az ¢ és
6 pozitiv szamokra mely értékek a megfeleld valasztds, még tovabbi vizsgalatok targya kell,
hogy legyen.

Ha a poliédernek csak a haromszoglapjai nem szabdlyosak, akkor §-tol eltekinthetiink,
mivel egy hdromszog oldalhosszai mar meghatarozzak annak alakjat is, igy azt is, hogy menyire
kozeli az alakja egy szabalyos haromszoghoz. Ekkor € = 0,02 mar jo valasztasnak tiinik, 1d. az
5. fejezet 2. példajat.

Erdekesség, hogy ha egy al-Johnson poliéder tényleg latszolag szabalyos sokszoglapokkal
rendelkezik, akkor j6 esély van ra, hogy pl. papirmodellt vagy palcikamodellt (amely megfeleld
lapatlokhoz tartozo palcikdk berakasdval mar merev lesz) tudunk késziteni beldle, mivel a
fizikai modellkészités soran fellépd pontatlansagok elfedik a kis illeszkedési pontatlansagokat.

A 3. fejezet utolsé poliéderosztalya példa arra, hogy végtelen sok 1. tipusu al-Johnson-
poliéder létezik, mig a 3. tipust al-Johnson-poliéderekbdl valosziniileg mar csak véges sok van
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(megfelelden kis € és § pozitiv szdmok esetén, amik azért garantaljak, hogy ne iires halmaz
legyen ekkor az al-Johnson-poliéderek csaladja), mivel Griinbaum és Johnson fentebb emlitett
végességi bizonyitasa is a 2. és 3. feltételen alapszik.

Megfelel6 miveletek megengedésével persze minden poliéderrdl eldonthetd (akar
geometriai modszerekkel is), hogy Johnson-poliéder-e vagy sem — mert pl. egy olyan szabalyos
sokszoget rajzolva egy tetszoleges lap sikjaban, amelynek egyik oldala a poliéder egyik éle, és
a sokszog a lap irdnyaban fekszik ugyanannyi cstccsal, mint a lap cstcsainak szama,
ellendrizhetd, hogy az a szabalyos sokszog megegyezik-e a lappal.

Az al-Johnson-poliéderek egy-egy tipusanak sokszor tobbféle megvaldsitasa is van, mivel
eléallithatok ugyanolyan laphaldju, de alakjukban csak kicsit kiillonb6zd poliéderek. Van,
amikor arra torekednek egy konstrukcidoban, hogy minél tobb szabalyos sokszoglapja legyen az
al-Johnson-poliédernek, de van, hogy inkabb arra, hogy minden lapja minél kozelebbi alaku
legyen egy szabalyos sokszoghdz, még ha ennek az is az ara, hogy egyik lap sem lesz pontosan
szabalyos sokszog. Altalaban minél tobb szabalyos sokszdglapja van egy poliédernek, annal
egyszeriibb a modellezése.

Az al-Johnson-poliéderek nem szabalyos sokszoglapjai gyakran a leheté legkisebb
oldalszamu lapoknal (haromszoglapok, négyszoglapok esetében) vannak. Ilyenkor a szabalyos
sokszoglapok ¢és a laphdlo szimmetriai (amelyek tipikusan megvaldsulnak metrikus
szimmetriaként is) alapjan sokszor mar megszerkeszthetd a poliéder. Sokszor azért is van
értelme ilyen poliédermodell készitésének, mert igy a poliéder feliiletének a kisebb része lesz
nem szabalyos, ugyanis ugyanakkora élhossz esetén a szabdlyos n-szog teriilete nd, ha n
novekszik.

Al-Johnson-poliéderek szamitogépes modellezésekor vigyazni kell, hogy ne automatikusan
tekintsiik a poliéder barmelyik lapjat szabdlyos sokszogként megszerkeszthetonek, mert nem
megfeleld valasztas esetén nem zarodo poliéderfeliiletet kapunk.

Al-Johnson-poliédereknek egy gyakori el6allitasi modja: az arkhimédészi ill. Johnson-
poliéderek szerkesztésekor hasznalhatd szerkesztési modszerek alkalmazasa mas esetekre:
lapok szelése, lapok kifelé eltolasa, lapok piszésitése (eltolva forgatasa kifelé). Ilyenkor
tipikusan mar nem mindegyik tjonnan keletkezett lap lesz szabalyos sokszdg, de toreksziink ra
hogy minél kevesebb nem szabalyos sokszdglap legyen, azért aranylag nem messze es6 alakkal
a szabalyos sokszogtdl, vagy minél kisebbek legyenek a keletkez6 nem szabalyos lapok (pl.
haromszogek, négyszogek, mivel oldalszammal nd a tertilet is). Illetve, annak is van elonye, ha
paratlan oldali sokszog lesz a nem szabalyos (pl. 6tszdg), mert a paros oldaliaknal talan
konnyebben észrevehetd, ha elromlik valahol a szimmetria, mondjuk a centralszimmetria, és
ezért bizonyos szemkdzti oldalak nem lesznek parhuzamosak. Szelésre gyakran kiindulopont
egy katalan test (ez az arkhimédészi test dualisa), mert annak a csucsalakzatai szabalyosak, igy
megfeleld szeldsikok esetén szabalyos sokszoglapok keletkeznek a szelések helyén, és akkor
mar csak arra kell tigyelni, hogy a tobbi keletkezd lap kizel szabélyos sokszdg alaku legyen.

5. Példak al-Johnson-poliéderek szamitogépes modellezésére

A kovetkezOkben néhany al-Johnson-poliéder esetében megvizsgaljuk, hogyan lehet
elkésziteni a szamitogépes modelljikket (az al-Johnson poliédereknek egy kozel sem teljes
listdja megtalalhat6 a [3]-as hivatkozésban).

1. példa. Csonkolt kettds gula — itt két modellezési lehetdség van. Az egyik, ha pontosan
négyzetlapokat szerkesztiink, akkor 1 paraméter marad arra, hogy a csonkolt lapok minél
jobban hasonlitsanak a szabalyos 6tszoglapokra. A masik esetben kétparaméteres a probléma:
ha csak négyzethez kozeli lapokat készitlink, ekkor olyan paraméterértékeket keresiink, hogy a
négyszoglapok a négyzethez, az Otszoglapok a szabalyos Otszoghdz legyenek a lehetd
legkdzelebb (az 6tszoglapok nem lehetnek szabalyos 6tszogek, mert akkor a négyszdgek nem
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lennének siklapok). Ez a poliéder 2. tipusu al-Johnson-poliéder, mivel a 3. feltétel nem teljesiil
rd, de az 6tszoglapjain konnyen lathato, hogy nem szabalyosak, csak képzeletben huzzuk be az
atloit, latszik, hogy nem egyforman osztjak ketté az 6tszoglapot.

3. abra. Az 1. példa és a 2. példa al-Johnson-poliéderei

2. példa. Ez a poliéder a pentahexagonalis piritoheptakontatetrahedron névre hallgat
(Mason Green fedezte fel 2006-ban). A laphald szimmetriait szeretnénk metrikus
szimmetriaként is eldallitani. A 6 db hatszéglap atellenes sokszdgparokat alkot, ezeknek a
paroknak kozos forgastengelyiilk van (180 fokos forgasszimmetria miatt). A 3 tengely a
szimmetria miatt paronként merdleges kell, hogy legyen egymasra, és 1 ponton kell, hogy
menjen at. Emiatt a hatszogek egy kocka lapjain helyezkednek el, a 12 db 6tszéglap a kocka 12
¢léhez tarsithatd, mert egy Otszoglap két olyan hatszoglapot kot Ossze, mely kozos éllel
rendelkezd, szomszédos kockaoldalakon helyezkedik el. A hatszoglapok és Otszoglapok
megszerkesztése utan a hdromszoglapok mar automatikusan megszerkeszthetok, mivel a
hatszoglapok és Otszoglapok lefogjdk az Osszes poliédercsucsot. Adott élhosszu szabalyos
hatszogek ¢és szabalyos 6tszogek esetén a kocka élhossza szerkesztendd — valamely két tengely
altal meghatarozott sikot elmetszve a poliéderrel, egy Pitagorasz-tétel irhat6 fel, melyet kifejtve
az ismeretlen kockaélhossz egy masodfokt egyenlet gyoke lesz, és igy megszerkeszthetd lesz.
Ez a poliéder 3. tipusu al-Johnson-poliéder, és csupan a haromszoglapjai k6zott vannak nem
szabalyos sokszoglapjai. Ez egy al-Johnson-poliéder & = 0,018 hibahatarnal kozelebbi
szabalyos sokszoglapokkal, amelyek mindegyike latszolag szabalyos.

4. abra. A 3. példa al-Johnson-poliédere, a csonkolt csonka ikozaéder
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3. példa. Csonkolt csonka ikozaéder. A csonka ikozaédert (focilabdat) a csucsainal
egységesen szeljiik, de nem tudjuk ugyanugy szelni az 6tszoglapoknal €s a hatszoglapoknal: ha
mondjuk szabalyos 12-szoglapokat szeretnénk kapni a szelések utan a hatszoglapokbol, akkor
az O0tszoglapokbol keletkezd 10-szoglapok és a focilabda csticsainal keletkezd haromszdéglapok
sem lesznek szabalyosak.

4. példa. Kifel¢ toljuk a csonka ikozaéder (focilabda) lapjait, a lapokra merdleges
iranyokban, egységes s > 0 tavolsaggal az Otszoglapokat, és egységes t > 0 tavolsaggal
a hatszoglapokat. Ez egy kétparaméteres modellel megvaldsithatd, dinamikus geometriai
szoftvert hasznalva. Az eltolt lapokhoz csatlakozo téglalapokat és haromszdglapokat vesziink
hozza, hogy megkapjuk egy poliéder feliiletét (Id. 5. abra). Az igy ad6do poliéder sok esetben
konvex lesz, de bizonyos s ¢és t értékekre konkav poliéder adodik.

A hatszoglapok kozott elhelyezkedd négyszoglapok négyzetek lesznek t megfeleld
valasztasa esetén. Az igy keletkezett poliéder ugy is elkészithetd, hogy a focilabdankkal azonos
¢lhosszl, nagy rombikozidodekaéder nevii arkhimédészi test (amelynek csiicsaiban egy-egy
szabalyos 10-szog, 6-sz0g ¢és 4-sz0g talalkozik) mindegyik 10-széglapjara olyan ,,sapkat”
helyeziink, melyet poliéderiink egy Otszoglapja a vele hataros téglalapokkal ¢és
haromszoglapokkal egytitt alkot (ekkor a ,,sapka” alakja mar csak az s paramétertdl fiigg). Ha
most s értékét ngy valasztjuk, hogy a hatszoglapokat az Otszoglapokkal 0Osszekotd
négyszoglapok is négyzetek legyenek, a poliéder mar nem lesz konvex (pedig ekkor még a
haromszoglapok is szabalyos sokszogek lesznek).

Olyan konvex poliédert, amely al-Johnson-poliéder, ugy kaphatunk, hogy beallitjuk t
értékét arra a t szdmra (vagy annak a kozelébe), melyre a hatszoglapok kozotti négyszoglapok
négyzetek lesznek, ezutan s értékét pedig tigy allitjuk be, hogy a poliéder még épp konvex
maradjon (de s kismértékli novelésével mar atvaltson konkavba a poliéder alakja). Szerencsére
ebben az esetben az 6tszoglappal hatdros négyszoglapok €s a haromszoglapok alakja is elég
kozeli a négyzethez, ill. szabalyos haromsz6ghtz. Ez az al-Johnson-poliéder nem 2. tipust,
mivel van olyan csucsa, amelyben a szogdsszeg 360° lenne, ha gy szamolunk az esetében,
mintha minden lapja szabalyos sokszoglap lenne.

5. abra. A 4. példa és 5. példa al-Johnson-poliéderei

5. példa. Piszésitjiik a csonka ikozaéder (focilabda) lapjait (kifelé toljuk azokat és egyben
forgatjuk is Oket a lapkdzéppontok és a testkozéppont egyenesei, mint tengelyek koriil,
egységesen az OtszOglapokat és egységesen a hatszoglapokat is, és ezekhez a lapokhoz
csatlakozd haromszoglapokat vesziink hozza, hogy megkapjuk egy poliéder feliiletét (1d.
5. dbra). Az igy adddo poliéder sok esetben konvex lesz, de bizonyos eltolasokra és
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forgatasokra konkav poliéder adédik. A pisze dodekaéder 1-paraméteres poliédermodelljéhez
hasonloan (Id. [5]) adott forgatasi szogre megszerkeszthetd, hogy a hatszoglapok hogyan
legyenek eltolva, hogy kozottiik egyenld szarti haromszoglapok keletkezzenek (azaz, azok a
haromszdglapok legyenek egyenld szaruak, melyek csucsait lefogjadk a hatszoglapok), majd
beallithatd gy a forgatasi szogiik, hogy ezek a haromszoglapok szabalyos haromszogek elég
j6 kozelitései legyenek. Ezt kovetden be lehet ugy allitani az 6tszogek eltolasait és forgatasait,
hogy a veliik szomszédos, ijonnan keletkezé haromszoglapok alakja aranylag kozel legyen a
szabalyos haromszdghoz, és még kozben fennmaradjon a poliéder konvexitdsa is. Hasonl6an
az eléz6 példahoz, itt is a konvexitas feltétele miatt all fenn az, hogy az Gtszoglapokkal
szomszédos haromszoglapok alakja nem lehet akarmilyen kozel egy szabalyos haromszdghoz.
Ez az al-Johnson-poliéder nem 2. tipust, mivel van olyan csucsa, amelyben a szogdsszeg
360° lenne, ha Gigy szdmolunk az esetében, mintha minden lapja szabalyos sokszoglap lenne.

6. Osszefoglalo

Nincs még szisztematikusan feltérképezve az al-Johnson-poliéderek csaladja. Tobbféle
moddszerrel lehet eldallitani ilyen poliédereket, €s ha elég nagyfokt a szimmetridja egy ilyen
poliédernek, valamint elég sok szabalyos sokszoglapja van, akkor az vagy szerkeszthetd, vagy
paraméteres poliédermodell felhasznalasaval elkészithetd a tetszéleges pontossagu kozelitése.
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