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OSSZEFOGLALO. A  dolgozatban altalanositjuk Macfarlane M  klasszikus
hiperbolikus kvaternidit és megkonstrualjuk az altalanositott hiperbolikus
kvaternidinak M, struktargjat. Az Aaltalanositott Cayley-Dickson eljaras
felhasznalasaval e strukturabol megalkotjuk az altalanositott hiperbolikus oktoniok
(D)I;By nem kommutativ és nem asszociativ algebrajat. Az utols6 fejezetben
megkonstrualjuk az  altalanositott  hiperbolikus  oktoniok  vektor-matrix
reprezentaciojat.

ABSTRACT. In the paper we generalize Macfarlane’s classical hyperbolic
quaterninons M, and we construct the structure of generalized hyperbolic
quaternions Ml . Based of the generalized Cayley-Dickson process of this structure
we vyield the non-commutative and non-associative algebras of generalized
hyperbolic octonions (O)Zﬁy. In the last section we construct the vector-matrix
representation of generalized hyperbolic octonions.

1. Bevezetés

Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865) ir matematikus, fizikus és csillagasz a komplex
szamok strukturajanak altalanositasaként alkotta meg a kvaterniokat. A kvaterniok képzetes
egyseégei kozotti, attorést jelentd

i2=j2=k?=i-j-k=-1

Osszefliggést 1843. oktober 16-an ismerte fel. Dublinban az Ir Tudomanyos Akadémia iilésére
tartott gyalogosan, ahol aznap éppen 6 elndkolt. A Kirdlyi Csatorna hidjdhoz érve naploja
bejegyzése szerint villamcsapasként érte a felismerés. A pillanat heviiletében zsebkésével a hid
korlatjaba véste a felfedezett Osszefliggést, amely egyértelmiien a probléma megoldésat
jelentette. Hamilton ezutan teljes hatralevd életét a kvaternidk elmélete minél teljesebb
kidolgozasanak szentelte. (HAMILTON, 1844,1847)

Nem sokkal Hamilton felfedezése utan John Thomas Graves (1806 — 1870) ir, majd Arthur
Cayley (1821 — 1895) angol jogasz és matematikus egymastol figgetleniil megalkottak az
oktoniok strukturajat. A XIX. szdzad masodik felében jonéhdny mds, a szamfogalom
altalanositasaként felépitett rendszer is napvildgot latott. Ezek egyike volt az Alexander
Macfarlane (1851 — 1913) skot szarmazasu amerikai matematikus és fizikus altal 1891-ben
megalkotott hiperbolikus kvaterniok algebraja. Ezeket a matematikai strukturakat egészen a
XX. szézad harmincas éveinek végéig hiperkomplex rendszereknek nevezték utalva arra, hogy
a komplex szamok 4ltalanositasaiként alakultak ki. Manapsag ezekre a strukturakra inkébb a
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(test feletti) algebrak eclnevezést hasznaljak. (CAYLEY, 1889), (MACFARLANE, 1900),
(KANTOR — SZOLODOVNYIKOV, 1985), (ROSENFELD, 1997).

Ebben a dolgozatban elészor altalanositjuk az altaldnositott kvaternidalgebrak mintdjara
Macfarlane hiperbolikus kvaternidit és attekintjiik e strukturak legfontosabb tulajdonsagait. A
témat magyar nyelven részletesen targyalja pl. PENTEK (2020) dolgozata. Ezutan az
altalanositott hiperbolikus kvaterniok struktirajanak Cayley-Dickson-féle megkett6zési
eljarasaval épitjiik fel az altalanositott hiperbolikus oktonidk algebrajat. Ez az algebra nem
kommutativ €és nem is asszociativ, de reprezentalhato alkalmas Zorn-féle vektor-matrixok
segitségével. Ezen reprezentacios tétel bizonyitasa jelenti dolgozatunk {6 eredményét.

2. Az altalanositott komplex szamok és az altalanositott hiperbolikus
kvaterniok

Ebben a fejezetben Gsszefoglaljuk azokat a legfontosabb elzetes ismereteket, amelyek
feltétleniil sziikségesek a dolgozat {0 részét képezd altalanositott hiperbolikus oktonidk
targyalasahoz.

Jelolje {R, +,'} a valos szamok testét a 0 Gsszeadasi és 1 szorzasi neutralis elemmel. Ekkor a

(1) C,:={a+b-i:abeR, igR}

alaku kifejezéseket az daltaldnositott komplex szamok halmazénak nevezziik akkor és csakis
akkor, ha az {1, i} komplex egységek eleget tesznek az alabbi szorzasi szabalyoknak:

(2) 1-1=1, 1-i=i-1=i, i?=—y,

ahol y € R egy tetszbleges rogzitett valos paraméter.

A C, halmazban egy skaldrral valé szorzds, dsszeadds, valamint a (2) alapjdn az algebrak
szokasos konstrualasi szabalyai szerint még egy szorzdas miivelet is értelmezhetd az alabbi
modon. TetszOleges r € R,a+b-i,a’ +b'-i € C, esetén legyen

(3) r-(a+b-i):=(r-a)+ (r-b)-i askalarral vald szorzas,
4) (a+b-D)+@@+b-i):=(a+ad)+((b+b")-i azodsszeadss,
5) (a+b-i)-(@+b-i):=(@-a—yb-b)+(a-b'+a'b) i aszorzas.

1. Tétel. Az altalanositott komplex szamok C,, halmaza a (3), (4) és (5) miiveletekkel egy 2-

dimenzios, neutralis elemes, kommutativ €s asszociativ algebrat alkot a valdés szamok R teste
felett.

Megjegyezziik, hogy a C, ay = 1 esetben a klasszikus Gauss-féle komplex szdmok C
algebrajat 4llitja eld.

A z=a+b-i€C, elem konjugdltion a zZ:=a—b-i € C, altalinositott komplex
szamot értjiik.

Az =a+b-ie€ C, altalanositott komplex szdm normdjanak a

valos szamot nevezzik.
Az=a+b-i,z =a' +b" i€ C, elempar skaldris szorzatan a

(z,z"):=a-a’"+y-b-b €R
valos szamot értjiik.
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Jelolje ezutan M, (R) a valds test feletti masodrendii négyzetes matrixok 4-dimenzios teljes
matrixalgebrajat. Az
©) mE@®) =

a

—y-b Z):a,bER}CMZ(R)

alak( matrixok halmaza a szokdsos matrixmiiveletekkel az M, (R) teljes matrixalgebraban egy
részalgebrat alkot.

2. Tétel. Az f:C, > Mg(R),a+b-i » ( 2) leképezés egy algebra-izomorfizmus,

a
igy M3 (R) a C,, struktira matrixreprezentacioja.
Az éltaldnositott komplex szamok részletes targyalasa megtalalhatd magyarul pl. PENTEK
(2018) dolgozataban.
Az
(7) Meg:={a+b-i+c-j+d-k:ab,cd€ER,ijk¢&R}

alaku kifejezéseket az dltalanositott hiperbolikus kvaterniok halmazanak nevezziik akkor és
csakis akkor, ha az {1, i, j, k} dltalanositott kvaternié-egységek kozott teljesiilnek a kovetkezd
szorzasi Osszefliggések:

(8) 1-1=1, 1-i=i-1=i, 1-j=j-1=j, 1-k=k-1=k

i?=a, j2=p, kK*=a-p
irj=—jri=k, j-k=—k-j=p-i, kri=—-i-k=a-],
ahol a, B € R tetsz6legesen rogzitett valds szamok.

Az M,p halmazban a skaldrral valé szorzds, az dsszeadds, valamint a (8) alapjan az
algebrak szokasos konstrualasi szabalyai szerint még a szorzas miivelet értelmezhetd az alabbi
modon. Tetszéleges r €ER, a+b-i+c-j+d-k, a' +b' -i+c'-j+d -k €M,z esetén
legyen

Qr-(a+b-it+cj+d-k):=(r-a)+@-b)i+@r-c)j+@-d)k

a skalarral vald szorzas,
(10) (a+b-i+c-j+d-k)+@+b-i+c-j+d k):=
i=(a+a)+B+b)i+(c+c)-j+d+d)-k
az Osszeadas,
(11) (a+b-i+c-j+d-k)-(@+b-i+c-j+d k):=

i=(a-a'+a-b-b'+B-c-c'"+a-p-d-d)+
+(a-b'+b-a'+B-c-d—-p-d-c)i+
+(a-c'—a-b-d+c-a+a-d-b)-j+
+(a-d +b-c"—c-b+d-d)k
a Szorzas.

3. Tétel. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok M,z halmaza a rajta értelmezett (9), (10) €s
(11) miiveletekkel egy 4-dimenzios, neutralis elemes, de nem kommutativ €s nem is asszociativ
algebrat alkot a valos szamok R teste felett.

Ebben a struktiraban Oy :=0+0-i+ 0 j + 0k € My az 6sszeadas neutralis eleme és
egyben a szorzas zéruseleme is, 1y :=1+ 00+ 0-j + 0k € Mg pedig a szorzas neutralis
eleme.
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Megmutathat6, hogy az M,z egy olyan kvadratikus algebra, amelyik nem alternélo.
Megjegyezziik tovabba, hogy az a =f =1 esetben az M,z struktira specidlisan a
Macfarlane-féle klasszikus hiperbolikus kvaterniok algebraja lesz.

Aq=a+b-i+cj+d-k €My konjugaltjan a

(12) gi=a—b-i—cj—d-keMgy

elemet értjiik.
Ag=a+b-i+c-j+d-k€Mgyg normajanak a
(13) N(@:i=q g=q-q=a*—a'b>—p-c*—a-p-d’€R

valos szamot nevezzik.
Hag=a+b-i+c-j+d-k,gd=a +b -i+c-j+d - k€M,z, akkor e két elem
skalaris szorzatan a
(14) (,qY:=a-a' —a-b-b'—B-c-c'—a-f-d-d ER
valos szamot értjik.
Agq=a+b-i+c-j+d-k€Mgyg valds részének (skalar rész) a
(15) S(g):=a€eR
valds szamot, képzetes részének (vektor rész) a
(16) V(@) i=b-i+c-j+d-keR?
vektort nevezziik. Az
(17) Im(Mgp) :={0+b-i+c-j+d-k €My} c Mgy
alaku altalanositott hiperbolikus kvaternidkat pedig tiszta képzetes kvaternioknak hivjuk.
Hagq=b-i+c-j+d-kq =b-i+c-j+d kelm(My), akkor
(18) q:q' =—[-a-b-b'—B-c-c'"—a-f-d-d] +[(c-d—-d-c)p-i+
+(d-b'—b-d)-a-j+(b-c"—c-b") k]

Az els6 szogletes zardjelben szerepld mennyiséget q o q' jeloli és e két elem skaldris
szorzatanak, a masodik szogletes zardjelben szereplé mennyiséget g X q' jeloli és e két elem

vektoridlis szorzatdnak nevezzik. Ekkor tehata q - ¢' = —q o ¢’ + q X q' Osszefliggés teljesiil.
A
.— All AlZ . 3
(19) Z(R) := : Ay, Ayy € R Ay, Ayy ER
Az Ap

alaka hipermatrixok halmazat valos Zorn-féle vektor-matrixoknak nevezziik.
4. Tétel. A Z(R) halmaz egy 8-dimenzios, neutralis elemes, de nem kommutativ és nem is
asszociativ algebrat alkot a valos szamok R teste felett.

Jelolje Zy(R) azon specialis valdés Zorn-féle vektor-matrixok halmazat, amelyre
teljesiilnek az

(20) All = A22 =aqa € R,Alz = _A21 = (b, C, d) € RB
feltételek.
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5. Tétel. A Zy(R) halmaz egy 4-dimenzios, neutralis elemes, de nem kommutativ és nem is
asszociativ részalgebrat alkot a Z(R) algebraban. Az

a (b, c, d))
—(b,c,d) a

leképezés egy algebra-izomorfizmus, igy Zy(R) az Mg struktara vektor-matrix
reprezentacioja.

(21) F:Maﬁ—>ZM(]R),a+b-i+c-j+d-kl—>(

_ Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok részletes targyalasa magyarul megtalalhato pl.
PENTEK (2020) dolgozataban.

3. Az altalanositott hiperbolikus oktoniok

Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok M,z algebrajabol kiindulva az altalanositott
Cayley-Dickson-féle eljarassal szarmaztatjuk az altalanositott hiperbolikus oktoniokat.

Az Mlyp X Mlyp := {(90,91): 90,1 € Maﬁ} direktszorzatban értelmezziink miiveleteket a
kovetkez6 modon

(22) skalarral valé szorzés: v - (qo,q1) := (r * qo, 7 * q1),
(23)  6sszeadas: (po, p1) + (4o, q1) += (Po + o, P1 + q1),
(24)  szorzas: (po, p1) (90, 91) 3= (Po " Go — ¥ * 1 " P, P1 " qo + G4 " Do),

ahol y € R egy rogzitett valos paraméter, 7 € R, (po, p1), (9o, q1) € Myp X Myp.

6. Tétel. Az M,z X My direktszorzat a (22), (23) €s (24) miveletekkel egy 8-dimenzios, nem
kommutativ és nem is asszociativ, de neutralis elemes algebrat alkot az R test felett.

E struktaraban 0 := (O, Opy) az Osszeadds, 1g := (1, Oy) a szorzas neutralis eleme,
tovabba mint 8-dimenziés vektortérben természetes bazist alkot az alabbi elemrendszer:

1o, (i, 0, (G, Opg), (K, Opp), E 2= (O, 1), (Opyg, ©), (Opy, ), (Opy, ).

7. Tétel. Az U := {(qo, On): qo € Maﬁ} C Mg X M4 részalgebrat alkot az el6zd tételben
szereplo
f@5Maﬁ - U,qo = (q0,0m)

leképezés egy algebra-izomorfizmus, s ezért az
f((;: Maﬁ - Maﬁ X Maﬁi qo ™ (qO'OM)
egy beagyazasi algebra-monomorfizmus.

H

Definicid. A beagyazas eredményeként kapott strukturat Qgg,

dltalanositott hiperbolikus oktoniok algebrajanak nevezziik.

szimbdlummal jeldljiik és az

8. Tétel. AZE = (Oy, 1) € (O)ZBV elemre teljesiilnek a kdvetkezok:
@) E* = -y,
(b) barmely q, € M, elemre (O, q;) =q; " E,

(c) minden (go, q1) € O}, elem elballithaté g, + q; - E alakban.
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A (c) pontban szerepld eldallitast az altalanositott hiperbolikus oktonid kvaternio-algebrai
alakjanak nevezziik. Az ezen alakkal torténd szdmolas szabalyait mutatja a kovetkezo

9. Tétel. Har € R, py +p; - E,qo + g, - E € Qfp,,, akkor
(a) skalarral valo szorzas: r-(qo +q, " E) = (r-qo) + (r-q,) - E,
(b) dsszeadés: (po +p1 " E) +(qo + q1 " E) = (po + qo) + (p1 + q1) " E,
(c) szorzas: (po +p1*E) - (qo + q1 - E) =

=@ 9~V 9 P)+ @19 +qpo)E.
Specidlisan a py := Oy, 01 := 1y, Qo :=q, qq = Oy értékadéssal az elozod tétel (c) része
alapjan érvényes a

10. Kévetkezmény. Barmely g € My elemre érvényes: E-q = g - E.

Megjegyzés. Ha g értéke i, j vagy k, akkor a fenti kdvetkezmény alapjan

E-i=—i-E)E-j=—j-E,E-k=—-k-E.
Egyszerii direkt szamolassal igazolhato a kovetkezo

11. Lemma.
(a) Haf € R,i € Mo, E € Ofp,, akkor (f - i) - E = f - (i - E),
(b) hag € R,j € Mg, E € O, akkor (g-j)-E = g~ (j- E),
(c) hah € R,k € Myp,E € Ofp,, akkor (h-k)-E = h- (k- E).

A 8. Tétel és a 11. Lemma alapjan kdzvetleniil adodik a

12. Tétel. Ha qo=ao+a-i+a,-j+as-kqg=a,+as-i+ag-j+a; -keMyy
akkor a

0:=qo+q, E €0,
altalanositott hiperbolikus oktonio felirhaté

o=ay+a,-i+a,"jtas-k+a,-E+as-(i-E)+ag-(G-E)+a; (k-E)
alakban.
Legyen a tovabbiakban
eg:=1l,e:=i,e;:=j,e3:=k,e,:=E,es:=i-E,eq:=j-E,e;:=k"E,

amellyel az altalanositott hiperbolikus oktoniok fenti eldallitdsa lényegesen tomorebb és
konnyebben kezelhetd

(25) 0= 0a;"€
alakban allithatok eld. A (25) alakot az o € @Zﬁy oktoni6 valds-algebrai alakjanak nevezziik,

az {e;}7_, elemeket altalanositott hiperbolikus oktonidegységeknek nevezziik.
A 11. Lemma folytatasaként egyszerii direkt szamitassal igazolhatd, hogy az altalanositott
hiperbolikus oktonidk kdrében is érvényesek (EBBINGHAUS ET AL, 1991) mintéjara az alabbi

Osszefliggések:

13. Tétel. TetszGleges u, v € Mg és aze, = E € Qgp, esetén:

@ (u+0y-ey) W+0y-e) =u-v+0y-e,=u-v,
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(b) (u+0y-e) Oy+vee)=u (W-e)=wu-e,,
() Oyt+u-e) W+0y-e)=W-e) v=wW"7)-e,,
(d) (OM+u-e4)-(OM+v-e4)=(u-e4)-(v-e4)=ef-(ﬁ-u).

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az (a) rész szerint az olyan altalanositott hiperbolikus
oktoniokkal, amelyek ,képzetes része” 0, gy szamolhatunk, mint az altalanositott hiperbolikus
kvaterniokkal.

14. Tétel. Az altalanositott hiperbolikus oktonidegységek Cayley-féle szorzdtablajanak belsod

tartomanya:
o e e, es e, es e e;
e aeg es —ae, es ae, —e; aeg
€2 —€3 Beo Bes €e €7 Bey —Bes
€3 aep —Be; aBeg ez —@€e Bes ape,
€4 —€s —€6 —€7 —Yéo Yel Yez Yes
€s —aey —e€7 aeq —vel Yaeg —Yes yae;
€6 €7 —Bey —Bes ) Yes YBeo —vBex
ey —a€g Bes —afe, —Yes —Yae, YBes yapBeoy

Bizonyitas. A 13. tétel (a) része szerint a miiveleti tablazat bal fels6 4 X 4—es parcellaja azonos
az Ml,p altalanositott hiperbolikus kvaterniok egységeinek szorzotablajaval. A 13. tétel (b)
részének felhasznalasaval egyszeri kozvetlen szdmitdssal igazolhatjuk a miiveleti tdblazat jobb
fels6 4 X 4—es parcelldjanak helyességét. Ezutan a 13. tétel (c) részét alkalmazva igazolhatjuk
a miiveleti tdblazat bal alsé 4 X 4—es parcella kitoltésének helyességét. Végiil pedig a miiveleti
tablazat jobb alsé 4 X 4—es parcelldjanak helyessége a 13. tétel (d) része alapjan lathato be. O

Hosszadalmas, bar nem nehéz szamitasokkal a 14. tétel, valamint a szorzas Osszeadasra
vald disztributiv tulajdonsagat felhasznalva adodik a kovetkezd

7 — 7 . H
izoa; e, b=2/_b; e €0

15. Tétel. Legyen r € R,a = afy °

kovetkezd szamolasi szabalyok:
(a) skalarral valo szorzas:

akkor érvényesek a

r- (ZZ:O a- ei) = i7=o(7‘ : ai) e,

(b) Gsszeadas:

a+b=X_oa; e, +X_ob;i-e;=%]_o(a;+b)-e;,

(c) szorzas:

a-b= (Z;Oai : el-> : <Zj=obj : ej> = Z;:O(at by) - (ei-g) =

= (aghy + aa,b, + Ba,b, + afaszb; — ya,b, + yaasbs + yBagbg + yaBa,b;) - ey +
+(agh; + a1by + fazb; — fazb, + yasbs —yasb, — yBagh; + yBazbe) - e; +
+(agh, — aa,b; + a,by + aaszb; + yasbe + yaasb, — yagh, — yaa;bs) - e, +

+(agbs + a;b, — azby + azby + yash; —yasbs + yaghs —yazb,) - e; +
+(aghy + aa,bs + Ba,bg + afasb, + ayby — aash, — Bagh, — afa,bs) - e, +
+(aobs + a;by, — fazb; + fazbg — ash, + asby — faghs + fayb,) - es +
+(agbg + aa,b; + ayb, — aazbs — asb, + aasb; + aghy — aa,by) - e +
+(agb; — a;bg + a,bs + asb, — ayb; — asb, + agh, + a;by) - e,



20 Péntek Kalman

H H
apy apy

hiperbolikus oktoniot értjik. Ha qo = X7_oa; €; és gy = X714 €; € Myp , akkor
egyszertien lathatd, hogy 0 = ay -+ eq — X/_; a; * €;.
A konjugalt képzésére érvényesek az alabbi dsszefliggések:

Definicio. Az 0 = qy + q1 - e4 € O,p, konjugéltjdn az 0 :=q, — q, - e, € 0, altalanositott

16. Tétel. Har € R és 0,0’ € O tetszéleges elemek, akkor

’ aBy
@o=o involutiv,
(b)yr"o=r-0 homogén,

(c)o+o0 =0+0 additiv,

(do-0o'=0"-0  anti-multiplikativ.

17. Tétel. Hao = qo +q, " e, € Ofp,, qo = XP0a; " €;, q1 = X irs - €; € Mg, akkor
teljesiil az o0:-0=0-0=ai—a-a?—f-ai—a-f-at+y-ai—ay-ai—Py-a:-
afy - a2 € R.

Definicio6:

Definicié. Az o € (O)gﬁy altalanositott hiperbolikus oktonié normdjan a 17. tételben szerepld

N(o):=0:-0=0"0€R
valds szamot értjiik.

18. Tétel. Az Aaltalanositott hiperbolikus oktoniok norméja rendelkezik az aldbbi
tulajdonséagokkal:

(@) Tetszbleges o € (O)gﬁy esetén teljesiil N(o) = N(0),

(b) Ha o,0" € O, , akkor ltalaban N (o - 0") # N (o) - N(o").

Megjegyzés. A 18. tétel (b) pontjat egyszeriien belathatjuk, hiszen N(e; - e,) = N(e3) = —ap,
masrészt N(e;) = —a és N(ey) = —B, igy N(e) N(ey) =(—a)-(—B) = aB, tehat
valoban N (e, - e;) # N(e;) - N(e,).

Definici6. Ha o =3%7_oa;-¢; és o' =%]_b;-e; € 0fp, , akkor e két altalanositott

hiperbolikus oktoni6 skalaris szorzatan az

(0,0"y:= ao,by — aa,b; — Bayb, — aPazbs +yash, — ayasbs — Pyashe — aPya;b; € R
valds szamot értjiik.

Egyszerii direkt szdmolassal 1athatjuk be a kdvetkezd allitast:

19. Tétel. A B: 0, x 0%, — R,(0,0") = (0,0') egy szimmetrikus, bilinearis leképezés:

apy apy
tetszOleges r € R,0,0’,0" € (O)Zﬁy esetén
(@) (0,0") ={0',0) kommutativ,

(b) (r-0,0") =(o,r-0") =7r-(0,0") homogén,
(c) (0 +0',0") =(0,0") + (0’,0")  jobbrol disztributiv az sszeadasra nézve,
(d) (0,0"+0"") =(0,0") + {0,0") balrol disztributiv az 6sszeaddsra nézve.

Vegylik észre, hogy ha o € @Zﬂy' akkor N (o) = (o, 0), tehat az altalanositott hiperbolikus

oktoniok normaja a skalaris szorzatbdl szarmaztathato.
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4. Az altalanositott hiperbolikus oktonidok vektor-matrix
reprezentacidja

Ay € R valés paraméter segitségével konstrudljuk meg a 2. fejezetben latott médon az
altalanositott komplex szamok C,, algebrajat, s vegyiik a C,, elemeibdl felépiild

A A
Z((Cy) = {(Aii Azz): AIIJAZZ (S C]/’AIZIAZI € C)%}

alakii hipermatrixok halmazat! Ertelmezziink ezutan ezen hipermatrixok halmazaban egy
skalarral valo szorzast és egy Osszeadast a kovetkezo moédon! Har € R,A,B € Z ((Cy), akkor
A A r-A r-A

r-A=r-(11 12>:=( 11 12

Ay Ay r-Ay 1Ay

A+B = (An A12> n (311 B12> o (An +Bi1 A+ B12)

A21 A22 BZl B22 B A21 + BZl A22 + B22

) a skalarral torténo szorzast,

az  Osszeadast

értelmezi.

20. Tétel. AZ ((Cy) halmaz a rajta értelmezett skalarral valo szorzas és 6sszeadas miiveletekkel
egy 16-dimenzids vektorteret alkot a valos szamok R teste felett.

Tekintsiik most a Z ((Cy) elemei koziil azon kiilonleges alaki hiperméatrixokat, amelyekre
teljesiil, hogy A,, € C, az A;; € C, konjugaltja, A;, € C; komponensei az A, € C;
komponenseinek negativ konjugéltjai. Ezek halmazat jeldlje a tovabbiakban Z,(C,)!

21. Tétel. A Z, ((Cy) halmaz a skalarral valo szorzas és 6sszeadas miiveletével egy 8-dimenzios

alteret alkot Z(C, ) vektortérben.

Ezt a strukturat algebrava fejleszthetjiik, ha elemei kozott értelmeziink egy * szorzas
miiveletet a kdvetkezd modon:

A%xB = (All A12> % (Bll B12> -

Az Ay By1 By
o ( Aqq " Byg +Agz 0By Ayq " Byy + Byy n Ay — Agq X 321)
Bi1 Az + Azz - Byy + Aq; X Byy Ay " Byy + Az 0By, '

Lathato, hogy a * szorzas emlékeztet a matrixok klasszikus szorzasara, de itt a o és X
miveleteket a kovetkezoképpen értelmezziik:
Ha U = (uy, uy,u3),V = (vy,v,,v3) € C3, akkor legyen

UeVi=—a-u vy —f-u"v,—a-f-uz v €C,
va::((uz-v3—u3-v2)-,[>’,(u3-v1—ul-v3)-a,u1-v2—u2'v1)E(Cf’/-

E skalaris és vektorialis szorzdsnak nevezhetd miivelet teljesen analdég az [ m(Maﬁ)
struktura 2. fejezet (18) formulajaval értelmezett skalaris és vektoridlis szorzataval.

22. Tétel. A Z, (Cy) vektortér a * szorzasi miivelettel egy 8-dimenzids nem kommutativ €s nem
asszociativ algebrat alkot a valos szamok R teste felett.

Ezt a struktarat dltalanositott komplex hiperbolikus Zorn-féle vektor-matrixok algebrajanak
nevezziik, kiterjesztve ZORN (1933) eredményeit.
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Tekintsiik KARATAS — HALICI (2018) dolgozataban bemutatott mintajara az

. nH

F: 08, - Z.(C,),

27 o s ( Ao + ayl (—ay + asi,—a, + agi,—az + a7i))
j=0 Lot (a1 + a5i, az + a6i, CL3 + a7i) ao - a4i

leképezést! Az F egy bijektiv leképezés, hiszen F~1 is leképezés. Hosszadalmas direkt

szamitassal igazolhat6, hogy F egy miuvelettartd leképezés is, mivel érvényesek az alabbi

Osszefliggések: tetszoleges r € R, 0,04, 0, € (O)Zﬁy esetén
(a) homogén: F(r-o) =r-F(o),
(b) additiv: F(o; + 0,) = F(0,) + F(o0y),
(c) multiplikativ: F(o; ' 0,) = F(0y) * F(0,).

Ezért érvényes a dolgozat 6 eredményét 6sszegzd

23. Tétel. Az F: @5ﬁy - Z*((C],) leképezés egy algebra-izomorfizmus, igy az altalanositott

komplex hiperbolikus Zorn-féle vektor-matrixok algebraja az altalanositott hiperbolikus
oktonidk algebrajanak egy reprezentacioja.
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