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OSSZEFOGLALO. A binomidlis egyiitthatok haromszog alakban val6 elrendezése,
az un. Pascal hdromszog a matematika szamos teriiletén ismert és haszndlt. Ennek
magasabb dimenzids valtozatainak az un. Pascal tetraédernek és szimplexnek a 3-
és 4-dimenziés hiperbolikus, valamint egy érdekes H? x R térbeli viltozatdt mutat-
juk be 0sszefoglalé formaban. Meghatarozzuk a szintrél szintre valé novekedéseket
leird rekurzidkat.

ABSTRACT. Pascal’s triangle is a triangular arrangement of the binomial coeffici-
ents, which is well-known and used in several fields of mathematics. In our review
we introduce its special higher dimensional generalizations, the so-called Pascal
tetrahedron, the Pascal simplex, and an interesting version of the tetrahedron in the
space H? x R.. We give the growings of layers by layers with recurrence relations.

1. Bevezetés

A binomidlis egyiitthatok haromszodg alakban valé elrendezése mér az dkori Indidban, Perzsi-
aban és késobb Kindban is ismert volt. Az djkori matematikdban Blaise Pascal volt az elsd,
aki osszefoglalta az addigi ismereteket err6l az aritmetikai haromszogrol [21]. Az6ta a mate-
matikdnak csaknem az Gsszes teriiletén hasznalt, Pascalrdl elnevezett haromszognek a kutatok
szamos €rdekes és hasznos tulajdonsdgat fedezték fel és nagy szdmu dltaldnositasit adtdk meg
(14sd [19] irodalomjegyzéke). Németh és Szalay [19]-ben Osszefoglald jelleggel egy tjabb tipu-
su 4ltalanositast, az un. hiperbolikus Pascal haromszdgeket [2] mutatta be, amelyrdl egy rovid
angol nyelvi attekintés taldlhat6 a [3] 0sszefoglaléban. Tovabbi tulajdonsdgok a [2, 12, 16—18]
tudomanyos munkdkban részletesen megtaldlhatok.

A jelenlegi publikéci6 célja, hogy [19] folytatdsaként a hiperbolikus Pascal haromszdgek
magasabb dimenzids altaldnositdsait €s ezek ismert tulajdonsagaikrdl osszefoglaljuk. A kovet-
kez6 harom fejezetben 4dltalanositjuk definiciénkat 3- és 4-dimenzids hiperbolikus térben egy
kocka és egy szimplex mozaikra, igy kapjuk a hiperbolikus Pascal tetraédert (mds néven a hi-
perbolikus Pascal piramist) €s a hiperbolikus Pascal szimplexet [1 1, 13]. Vizsgéljuk ezen arit-
metikai objektumok legfontosabb tulajdonsdgait. Tovdbba a H? x R térben, ami egyike az un.
3-dimenzi6s Thurston geometridknak és a H? hiperbolikus sik és az R valds egyenes direkt
szorzataként ismert, szintén definidlunk egy Pascal tetraéder osztdlyt a tér kocka mozaikjain,
aminek a legfontosabb tulajdonsdgait is bemutatjuk [ 14].

KuLcsszAVAK. Hiperbolikus Pascal tetraéder, hiperbolikus tér, rekurziv sorozatok.
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2. Hiperbolikus Pascal tetraéder

A Pascal hdromszog 3-dimenzids analdgja a Pascal tetraéder, amelyt Pascal piramisnak is ne-
veznek (a 2. dbrdnak a bal oldali részabrdja). Itt a szintek hdromszogek, az n. szint oldalai meg-
egyeznek a Pascal haromszdg n. soraival és minden belsé szam egyenld a megeldz6 szinten
kozvetleniil "folotte" levé harom szam osszegével [1,4,6,7].

A 3-dimenziés térben egy szabdlyos mozaikot a {p, q,r} Schlifli szimbélummal szokés
jeldlni, ahol {p, ¢} jeloli a cella tipusat, {q,} pedig a csicsalakzat tipusat (mindketté gdmbi
szabdlyos mozaiknak is tekinthetd). Az euklideszi térben csak egy szabalyos mozaik létezik,
amely a j6l ismert {4,3,4} kockamozaik. Ellenben a hiperbolikus térben mar 15 kiilonboz4
szabédlyos mozaikot kiillonboztetiink meg, melyek koziil csak 4 korldtos tartomdanyu és csak
egynek, a {4,3,5}-nek, a celldi kockdk (néhany tovabbi részlet [5, 15,25]-ben).

A kovetkezdkben a sikbeli hiperbolikus Pascal hdromszogek mintdjdra definidljuk a hiper-
bolikus Pascal tetraédert, amelyet a hiperbolikus tér egyetlen {4,3,5} kockamozaikjara alapo-
zunk.

ElGszor is foglaljuk 6ssze az euklideszi {4,3,4} és a hiperbolikus {4,3,5} kockamozaik leg-
fontosabb tulajdonsdgait. MindkettSt {4,3} kockdk alkotjdk, az euklideszi esetben a csicsalak-
zata {3,4} oktaéder, mig a hiperbolikusban a {3,5} ikozaéder. (A csticsalakzatot egy tetszleges
csucsponthoz legkdzelebb 1€vé csticspontok alkotjak.) A kockdk szdma egy tetsz6leges csucs
koriil megegyezik a csucsalakzat lapjainak szdmdval, azaz 8-cal, illetve 20-szal. Ha a moza-
ikot rdcsként vagy végtelen grafként tekintjiik, akkor barmely cstcs fokszdma a csticsalakzat
csacsainak szama, azaz 6, illetve 12. Minden mozaikélt 4, illetve 5 kocka vesz koriil.

Most definidljuk a P részmozaikot, ami tartalmazni fogja a hiperbolikus Pascal tetraédert.
Tekintsiink egy kockat a hiperbolikus {4,3,5} mozaikbdl, mint a P alapcelljat és legyen V;
az egyik csdcsa. Vegyiink harom kockat a mozaikbdl, melyeknek kozos egy-egy lapja az alap-
kockaval, de nem tartalmazzdk a Vj csicspontot. (Az 1. dbra mutatja a konstrukciét mindkét
esetben.) Tiikrozziik ezeket a kockdkat az alapkockdval kozos lapjukkal ellentétes lapjukra,
majd djra és Ujra hatdrtalanul tiikkrozziik 6ket az ellentétes lapjukra. Ily médon megkapjuk a P
hatdranak "éleit" (az 1. dbran kék — nyomtatasban sotétsziirke — kockak). Végiil legyen e hatdrok
altal meghatarozott legsziikebb konvex részmozaik a P, melynek alakja hasonlit egy végtelen
tetraéderhez. (Euklideszi esetben P egy térnyolcad.)

Legyen Gp az a graf, amelynek csicsai €s élei megegyeznek a P-hez tartozé mozaik-
csucspontokkal, illetve mozaik-élekkel. Irdnyitsuk Gp €éleit a 1 csicsbdl kiindulva és tSle tavo-
lodva. A graf egy tetszdleges V' csicsdhoz rendeljiik hozza azt a szamot, amely a legrovidebb
utak szamat adja Vj-t6l V-ig P élei mentén. (Néhdny csticshoz rendelt szdm is 14that6 az 1. ab-
ran.) Az igy kapott Gp grafot nevezziik Pascal tetraédernek (vagy Pascal piramisnak), hiperbo-
likus esetben hiperbolikus Pascal tetraédernek (vagy hiperbolikus Pascal piramisnak), melyet a
tovabbiakban HPP-vel jeloliink.

Legyen a Pascal tetraéder 0. szintje a Vj pont, az n. szint 4lljon azokbdl a csicspontokbdl,
amelyek pontosan n éltdvolsagra (a legrovidebb utakhoz tartozd élek szdma) vannak Vj-tol.
A 2. dbran balrdl az euklideszi és jobbrdl a hiperbolikus Pascal tetraéder els6 néhany szintje
lathato.

A hiperbolikus Pascal tetraéder csicspontjait kiilonb6zd tipusokba sorolhatjuk. Mivel a
HPP minden lapja HP T, lesz, ezért a lapokon A, B és 1 tipust pontok vannak. Mivel egy
kockdnak minden cstcsdban hdarom €l van, ezért a HPP novekedése soran (Iépkedés az (i —
—1). szintr6l az i. szintre) egy tetszleges . szinten levS V' belsG csicspontot az (i — 1). szintr6l
harom, kettd vagy egy éllel lehet elérni. Ez alapjan legyen az i. szint egy belsé csicspontja C,
D vagy E tipust, ha hdrom, kett6 vagy csak egy éllel kapcsolédik az (i — 1). szinthez.
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2. ébra. Euklideszi és hiperbolikus Pascal tetraéder

A HPP novekedési algoritmusdnak meghatarozasihoz a cstucsponthoz tartozo csucsalak-
zatokat (melyek ikozaéderek) kell megvizsgalni minden tipusu pont esetén. Ezeknek az egysze-

s

rlisitett valtozatai lathatok a 3. és a 4. dbrakon (b6vebben [ 1 1]).

i

3. dbra. Novekedési modszer a HPP lapjaindl

Legyen az n. szinten levé A, B, C, D és E tipust pontok szdma a,, b,, ¢,, d, és e,.
Ekkor a 3. és a 4. abrdk felhaszndldsaval a kovetkezd tételt (1. Tételt) kapjuk. Példaul a (1)
egyenletrendszer harmadik egyenlete a kovetkez6képpen adédik. Minden A tipusi ponthoz egy
Uj, a kovetkezd szinten levs C' tipusu pont tartozik (3. dbra). Ez az érték a C' é€s D tipusu pontok
esetén harom, illetve kett6 (4. dbra). Mivel minden egyes dj C' tipusu pont hdrom el6z6 szinten
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4. abra. Novekedési modszer a HPP belsejében

1évd ponthoz is tartozik, ezért a kapott értékeket el kell osztanunk harommal, a multiplicitas
elkeriilése végett. A tobbi tipusi ponthoz nem tartozik 4j C' pont.

1. Tétel. [ 1]. A kiilonbozd tipusi csiicspontok szdmdnak novekedését az

Apnt1 = Qp+ bn + 37
bn+1 = Qan + an,

Cny1 = %an +cn + %dna (1)
dnJrl = %bn + %Cn + 2dn + gena
eni1 = 3cn +4d, + Ge,

linedris inhomogén egyenletrendszer adja meg (n > 1), ahol a kezdéelemek (n = 1) mind

zérok.
Jeloljiik az n. szinten levd Osszes csicspont szamat s,,-nel, ekkor sg = 1 és
Sp=0n+b,+c,+d,+e,+3 (n>1).

2. Tétel. [11]. Az {a,}, {bn}, {cn}, {dn}, {€n} és {s,} sorozatokat mind ugyanazzal az étod-
rendii rekurzioval adhatjuk meg, amely

Tp =122, 1 — 372, o+ 37x, 3 — 122, 4 + T, _5 (n > 6).

A rekurziv sorozatok kezddelemeit az 1. tdbldzat tartalmazza. Tovdbbd az {a,} és a {b, } sorozat
mdsodrendii rekurzioval is megadhato :

Tp = 4Ty_1 — 42p_9 + Tp_3 (n>4).

A sorozatok explicit formuldi :

9 21 . 9 21 .

b, = (3—§ﬁ)a?+(3+§\/5)a3—3,
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33 3 " 33 3 " 122 21 "
Cp = (—EJr 5\/5> oy + (_E - 5\/5) Qy + (f 10 15) a3

122 21 o1
+ + V15 ) ot + =,

15 10 3

27 12 27 12 213 11
d _ = -~ n = -“ n ey V1 n
n (5 : 5)a1+<5+5\/5>a2+( 20+4 5)a3

213 11 3
ikt | n_ 2
+( 20 4 5)0‘4 2
21 9 21 9 31 4
W= (VB a2 - VB Al (S - SVIE | an
‘ (1o+1of>0‘1+< 10 10 )0‘2+(1o 5 )0‘3
31 4
L IVI5 ) ar+1
+(10+5 5)al+1,

3 9 3 9 7 3
- () () (i)

2 10 2 10 12
7 3 1T
+(E+%\/ﬁ)a4+€,

ahol oy = (3+/5)/2, s = (3 —V5)/2, ag =4+ 15 és ay = 4 — /15.

(nfoftf2[3f4]s5]6]7 [ 8 [ 9 [ 10 |
0, ][0]0]3] 6 [12] 27 | 66 | 168 | 435 | 1134 | 2064
b, |0]0]0] 3 12|36 | 99 | 264 | 696 | 1827 | 4788
¢, |0]0(0] 13| 9 |34 174 | 1128 | 8251 | 63315
4,000 0| 3| 24 | 177 | 1347 | 10467 | 82029 | 644808
e, ||0]0]0] 0| 3 | 39 | 3572952 | 23622 | 186984 | 1474773
5. || 1136|1336 138 | 736 | 4908 | 36351 | 280228 | 2190651

1. tablazat. A kiilonbozd tipusii csiicspontok szdama (n < 10)

Jelolje a,, ZA)n, Cns (fn és ¢, az n. szinten levé A, B, C, D és E tipusi pontok értékeinek
Osszegét €s legyen a szint Osszes értékének az Osszege s,,. Ekkor a kovetkezd 3. tétel adja meg
a rekurziv Osszefiiggést az egyes sorozatok esetén. (A 2. tételhez hasonld, sokkal Osszetettebb
allitast is megfogalmazhatunk, amely [ | ]-ben megtaldlhat6.)

3. Tétel. [11]. Az {an}, {bn}, {én}, {dn}, {én} és {8,} sorozatokat egy kizos hatodrendii
rekurzioval irhatjuk le, amely az

Ty = 18251 — 99259 + 2262, _3 — 2243, _4 + 922, 5 — 122, (n>17),
linedris homogén rekurzio.
A két utobbi tétel bizonyitdsa azon alapszik, hogy a megadott rekurziv egyenletrendsze-
reknek meghatdrozzuk az egyiitthaté matrixait, majd ezeknek a matrixoknak a karakterisztikus

egyenleteit kiszamoljuk, amelyek az egyes sorozatoknak is a karakterisztikus egyenletei lesz-
nek. Némely sorozat esetén specidlisan lehet csokkenteni a rekurzi6 rendjét.
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3. Hiperbolikus Pascal szimplex

A 4-dimenzids térben a hiperkocka a természetes altaldnositdsa a négyzetnek €s a kockanak.
Coxeter [5]-ben megmutatta, hogy a hiperkockdkkal is lehet szabalyos mozaikot képezni, nem
csak az euklideszi, hanem a hiperbolikus térben is. Ezek a {4,3,3,4} és a {4,3,3,5} mozaikok.
A Pascal hiromszog 4-dimenziés véltozata a Pascal szimplex, amely az euklideszi esetben a
{4,3,3,4} mozaikra, mig a hiperbolikus térben a {4,3,3,5} mozaikra alapozhatd.

A {4,3,3,5} hiperbolikus mozaik minden celldja a {4,3,3} hiperkocka, a csicsalakzata pe-
dig a {3,3,5} szimb6lummal jel5lt 600-cella. (Mindkét szabélyos politép tekinthets egy 4-
dimenziés gomb 3-dimenzids feliiletén levé 3-dimenzidés gombi mozaiknak.) A hiperkocka
jol ismert, ellenben a 600-cella nem annyira, ezért nézziik at a legfontosabb jellemzdit. A 3-
dimenzids lapjai, celldi, a {3,3} tetraéderek, a (2-dimenzids) lapjai szabalyos haromszogek és
az egy cstcshoz legkodzelebbi csicsai egy {3,5} ikozaédert formalnak, tehdt minden csics 12
élre, 30 lapra és 20 celldra illeszkedik. Minden él 5 lapnak és 5 celldnak, valamint minden lap 2
cellanak eleme. A 600-cella csicsainak, éleinek, lapjainak és celldinak szama rendre 120, 720,
1200 és 600. Tovabbi részletek a 600-cella szerkezetérdl [23]-ban talalhatok.

Tekintve a {4,3,3,5} mozaiknak egy tetszSleges V' csticspontjdt, kapjuk, hogy a V-t koriil-
vevd hiperkockdk szdma 600. Tovabba egy mozaik élt 20 hiperkocka fog kozre. (A mozaikrdl
néhdny tovabbi tulajdonsdg, példaul [5, 10, 15]-ban taldlhatd.)

A 4-dimenziés hiperbolikus Pascal szimplex (HPS) definicidja, legfontosabb tulajdonsa-
gainak meghatédrozdsa teljesen azonos médon targyalhatd, mint ahogyan a hiperbolikus Pascal
tetraéder esetén tettiik [11].

Tekintsiink a mozaiknak egy tetszdleges csucspontjat, legyen ez 1, mely egyben a HPS
kezdd csucspontja is lesz. Jeloljiik ezt a csticspontot 1-gyel, tovdbbd a mozaik minden egyes
csucspontjdt jeloljiik azzal a szammal, ami a mozaik élek menti legrovidebb utak szamét adja a
tekintett pont és a kezdSpont kozott. A legrovidebb utak a Vj, pontbdl kiindulé irdnyitott grafot
adjak. Definidljuk egy konvex P részét a mozaiknak a kovetkez6képpen. El6szor tekintsiink
egy hiperkockét, aminek egyik csicsa V|, és legyen a V/-1al ellentétes csticsa V. A hiperkocka
csucsai koziil ehhez a csicsponthoz van hozzarendelve a legnagyobb szdm, ami 24. Méasodszor
vegyiik a tovabbi hiperkockait a mozaiknak, amelyeknek még csucspontja a V3. Most tekintsiik
az ujonnan vett hiperkockdk azon csucspontjait, amelyek legtdvolabb vannak V;-t6l (ezekhez
vannak hozzéarendelve a legnagyobb szamok az eddig tekintett hiperkockdk csticspontjai koziil)
és jeloljiik ezeket V5-vel, majd rakjuk korbe Sket a mozaik hiperkockdival. Ezutan rakjuk korbe
Ujra a legnagyobb értéki csicspontokat hiperkockékkal, és folytassuk igy tovabb az algoritmust
hatartalanul. Majd az igy kapott hiperkockdékat tartalmaz6 legsziikebb konvex részmozaikot te-
kintsiik P-nek. Végiil P mozaikrész V;-t6l valo éltavolsag alapjan szdmozott csucsai €s irdnyi-
tott €élei adnak egy V, kezd6ponti, egy végtelen szimplexhez hasonlité irdnyitott grafot, amit
hiperbolikus Pascal szimplexnek (HPS) neveziink. Nyilvanvaldan, a kezd6elemtdl eltekintve,
egy tetszbleges csucshoz tartozé szdm, a bejovo élek kezddpontjaihoz rendelt szamok 6sszege.

A hiperbolikus Pascal szimplex n. szintje dlljon azokbdl a csticspontokbdl amelyek ponto-
san n él tavolsagra vannak a 1 csicsponttdl (a legrovidebb ut hossza V{-t6l éppen n). Ekkor
Vo a 0. szint. A 0. szinttdl tekintve minden szint tetraéder alakot vesz fel. A HPS 3-dimenzids
oldallapjai hiperbolikus Pascal tetraéderek (HPP) és ezeknek a 2-dimenzids oldallapjai pedig
hiperbolikus Pascal haromszogek (HP7T45). Az n. szint lapjai és élei rendre megegyeznek a
HPP n.szintjével és a HPT, 5 n. sordval.

A hiperbolikus Pascal szimplex minden elemét a bejovo és kimend élei alapjan csoportosit-
hatjuk. Mivel minden hiperlapja HPP, ezért a rajta 1év6 csicspontok tipusai legyenek 1, A, B,
C, D, illetve F, ahogyan ezt mar korabban definialtuk. Altalénosan, a H'PS belsejében minden
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csucsnak négy, harom, kettd vagy egy bejovo éle van, jeloljiik ezeket rendre F', G, H, illetve
K tipussal. Minden tipusu csucs esetén a kimend éleken levd, 1j, kovetkezd szinten 1€vé tipusu
pontok meghatdrozasahoz a tipusokhoz tartozé csticsalakzatokat (melyek 600-celldk) kell meg-
vizsgdlni. Az eredményeket az 5., a 6. és a 7. dbrdk foglaljdk 6ssze. Az egyes tipusok jelei el6tti
szamok azt mutatjak, hogy abbdl a tipusud cstcspontbdl hany darab van. A kétdimenzids lapo-
kon 1évd csuicspontok esetén a bejovs €s a kimend élek szdma Osszesen 7 (az szimplex éleinél

csak 5), mig a haromdimenzids lapok belsejében 1év6 csicspontok esetén 13. A HPP belsd
pontja esetén ez a szam 120.

1 34 24 % 20 24 2D

2B

S

5. abra. A 2-dimenzids lapok novekedése a HPS-ben

A A A

3D 3E 4D 4F

6. abra. A 3-dimenzids lapok novekedése a HPS-ben

4F 94K 2F

6G 12H 6G 12H 5G 19H 101K 12H 107K

7. dbra. Novekedés a HPS belsejében

Jelolje rendre a,,, by, cp, dpn, €4y frs Gns Bns kn és v, az n. szinten levoé A, B, C, D, E, F,
G, H, K és 1 tipusu pontok szamat, valamint s,, a szint 6sszes csucspontjat. Ekkor a kovetkez6
tételek igazak a sorozatokra.
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4. Tétel. [13]. A hiperbolikus Pascal szimplex kiilonbézd tipusu pontjainak szdmdt meghatdrozo
sorozatok a kovetkezd linedris homogén rekurziv egyenletrendszerrel adhaték meg (n > 1),

1
Apy1 = 5 (2an + 2bn + 3Un) y
bn+1 = Qp + 2bna

1
Cnil = 3 (2ap, + 3¢, + 2d,) ,
1
ent1 = 3¢, + 4d, + 6e,,
T @)
fn—i—l = Z (Cn + 4fn + 2971) )
1
Int1 = g (dn + 6fn + 69, + 5hn> s
1

hpy1 = = (e + 12f, + 129, + 12k, + 12k,,)
kny1 = 94f, +97g, + 101h,, + 107k,

Un4+1 = Un,

N}

ahol v, = 4 és a tobbi kezddbelem zéro.

5. Tétel. [13]. Az {a,}, ..., {k.} és {s,} sorozatok mindegyike az

Ty = 128251 — 1795255 + 883723 — 192392,,_4 + 19239z,
— 8837 + 179507 — 12825 + Tng,  (n>10) (3)

kozos, kilencedrendii linedris homogén rekurziv egyenlettel adhato meg és a kezddelemek
a 4. tétel (2) egyenletrendszerébol meghatdrozhatok.

Jelolje a,, Bn Cns dn, €ns fn, ns Bn, l%n és U, az n. szinten levd megfeleld tipusi pontok
értékeinek az Osszegét, valamint s, a szint Osszes értékének Osszegét. Ekkor a kovetkezd tételt
fogalmazhatjuk meg.

6. Tétel. [13]. Az {an}, ..., {kn} és {8,} sorozatok az

Ty, = 1472, — 363529 + 362772,,_3 — 175292%,,_4 + 4451562,,_5 — 6089202,,_¢
+ 4385322, _7 — 1513202,,_g + 19344%,,_9 — 2882,,_10, (n>11)

tizedrendii linedris homogén rekurzioval adhatok meg. (A sorozat kezddelemei [ 15 ]-ban taldl-
hatok.)

4. Pascal tetraéder a H2 x R térben

A diszkrét geometria problémadi, eredményei dltaldban az n-dimenziés dllandé gorbiilett (euk-
lideszi, hiperbolikus és szférikus) geometridkra korldtozédnak, habar az utébbi években sok
kutatds irdnyult a 3-dimenzids térbeli, un. Thurston geometridkra. E nyolc lokélis homogén
geometria magdba foglalja a harom konstans gorbiiletli (minden irdnyban azonos gorbiilett)
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E3, H? és S® geometridt, tovdbbd az 6t lokdlis homogén, de mds-mds irdnyokban eltér gorbii-
letd H?xR, S?xR, Sol, Nil és SL,R geometridkat ([8,9,20,24]). Az egyikiik tere, a H> xR tér
(a geometridt és a teret, amin a geometria érvényes, ugyaniigy jeldljiik), a hiperbolikus sik H? és
a valds egyenes R direkt szorzata. A tovdbbiakban ebben a térben megadunk egy kockamozaik

tipust ([22]) és ezen definidljuk a Pascal tetraéder egy djabb altaldnositasat.

Tekintsiink egy IT hiperbolikus sikot, mint egy alap (egy referencia) sik a H? x R térben és
tekintsiik tovabbd a sik {4, ¢} (¢ > 5) szabdlyos mozaikjat. Legyen d ezen mozaik éleinek a
hossza. Tekintsiik azokat a hiperbolikus sikokat, amelyek parhuzamosak I1-vel és kd (k € Z™)
tdvolsdgra vannak t6le (ebben az irdnyban euklideszi parhuzamossag €s tavolsag van érvény-
ben). Adjuk meg ezeken a sikokon is a {4, ¢} mozaikot tigy, hogy a kiilonb6z6 sikokon 1év5, de
egymdasnak megfeleld pontokat dsszekotve a kapott élek is d hosszisdgiak legyenek (a sikok
kozotti élek merdlegesek a sikokra). Legyen egy h?r kocka az egymadst kivetd sikok egymas-
nak megfeleld négyzeteinek konvex burka. A h?r kockédk dsszessége adja a H? x R térben h2r
kockamozaikjat, amit a hiperbolikus sikbeli szabélyos {4, ¢} mozaikra alapoztunk. A 8. dbra ha-
rom egymast kovetS hiperbolikus sikot és rajtuk a {4,5} mozaikot mutatja. Az egymas "folotti"
négyzetek kockakat hatdroznak meg. Az dbran ez egy so6tétzold (nyomtatasban sotét sziirke) ha-
sabként van szemléltetve. A 8. dbra vildgosabb 0tszog alapu guldja és annak tiikkorképe egyiitt a
mozaikhoz tartoz6 csticsalakzatot szemlélteti.

g

8. dbra. A {4,5} mozaikra alapozott h*r kockamozaik

=
JLALL AR
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A h?r kockamozaikon a 2. fejezetben lefrt hiperbolikus Pascal tetraéderhez teljesen hasonl6
geometriai konstrukciéval definidlhatjuk a H* x R tér PP, , Pascal tetraéderét (vagy Pascal
piramisat). E Pascal tetraéder konstruktiv megaddsat nem részletezziik (részletek [14]), helyette
két dbrat mutatunk, melyek alapja a {4,5} hiperbolikus mozaik. A 9. és a 10. dbrdkon a PP, 5
Pascal tetraéder lathatd, el6szor a 8. dbran lathaté sotétkék (nyomtatasban sotétsziirke) mozaik-
részlet kinagyitdsaval, masodszor mar tetraéder formdban.

Nyilvanval6an PP, , -nak az egyik lapja HPT4,, a mdsik kettd pedig az eredeti euklideszi
Pascal hdromszog. A HPT4 , oldalon 3 tipust pontot kiilonboztetiink meg, az A, B és 1 tipuso-
kat, az euklideszi Pascal haromszog lapokon pedig kett6t, legyenek ezek a C' és az 1 tipusok. A
Pascal tetraéder belsejében pedig két tjabb tipust definidlhatunk, a D és E tipust, D-nek harom,
mig F-nek kettd bejove éle van.

Haa,, b,, c,, d,, és e, jeloli rendre az n. szinten levé A, B, C, D és E tipusu pontok szamat,
akkor a sorozatokra a kovetkez6 (4) rekurziv egyenletrendszert kapjuk.
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10. dbra. A PP, 5 Pascal tetraéder

7. Tétel. [14]. A kiilonbozd tipusii pontok szdmdnak novekedését leiro rekurziv egyenletrendszer
(n>1)az

ni1 = Gp+ by, +1,

b1 = (q - 4)an + (q - 3)bna

Cnt1 = Cn+2, 4
dn+1 = ap+ dna
Ent+1 = bn + €n,

ahol minden kezddelem (n = 1) zéro.

Ebbdl pedig kapjuk a kovetkezd tételt.

8. Tétel. [14]. Az {a,}, {b.}, {cn}, {dn}, {en} és {s,} sorozatok kozds, negyedrendii linedris
rekurziv sorozata az

Tp = 4Tp—1 + 2(1 - Q)mn—2 + gTn—3 — Tp—a (n 2 5)
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sorozat. A kezddelemeket a 7. tétel (4) egyenletrendszere nyiijtja. Az {a,,}, {b,} sorozat a
Tp=(¢—D)tn1— (¢ —D2p2+ 03 (n=4) (5)

rekurziv egyenlettel is megadhato, tovdbbd a sorozatok explicit formdi az aldbbiak :

2 — D+2 2 — D+2
an:( n @)am(;’- \/5>o£+1,

2 2D 2D
an(g—l—lQ—_qq\/ﬁ) af + (? - 12—:](1\/5) ay —1,
() (2 )
—l—n—q%él%—l,
en:(ng—l— D2—£2\/5> oz’f—ir <2gq — DQEZ\/E> ag—n+2,
sn:<g—£> af + (g—i—%) ag+2n—q_L4—|—1,

ahol D = q(q—4), ay = (g—2+VD)/2és ay = (¢ — 2 — /D) /2.
9. Megjegyzés. Ha ¢ > 5, akkor az s,, sorozat generator fiiggvénye

1—(q—3)x—(q—4)2?
1—qr+(2g—2)a?2 — g3+

10. Tétel. [14]. Az egyes tipusii pontokhoz és a teljes n. szinthez tartozo értékek dsszegét meg-
hatdrozo {a,}, {bn}, {¢n}, {dn}, {én} és {8} sorozatokat leiré hatodrendii linedris homogén
rekurziv egyenlet (n > 6) az

Tn = (20 +3)n 1 + (—=¢* = Tq = 5)xn_o + (4¢° + 10q + 9) 2,3+
(=5¢* — 13q — 10)zp_g + (2¢> + 12¢ + 12)zp_5 + (—4q — 8) 2.
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