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RITKASAGI MATROIDOKROL

MIHALYKO ANDRAS

Egy G = (V, E) gréafot (k,{)-ritkdnak neveziink, ha iq(X) < k|X| — ¢
teljesiil minden | X| > 2 cstcshalmazra, ahol iq¢(X) a G graf X éltal feszitett
éleinek szamat jelenti. Ezen ritkasdgi feltételek minden k € Z4 és £ < 2k
egész mellett matroidot alkotnak a G graf élein. Ezek az igynevezett ritkasa-
gi matroidok (count matroid). Ritkasdgi matroidok feltételei szdmos helyen
megjelennek a kombinatorikus optimalizaldsban, példdul a feszit6faknal és
pérositasoknal, vagy a merevségelméletben. Célunk most a ritkasdgi mat-
roidok részletesebb bemutatdsa a definiciéktél néhdny ismert eredményen
keresztiil egészen a nyitott problémakig.

1. Bevezetés

Gréfok ritkasdgi tulajdonsdgainak vizsgdlata gyakori a grafelméletben. Elég
csak egy osszefiiggd graf feszit6fdjara gondolni, amit konnyen egy ritkasdgi tulaj-
donsdgként lehet felfogni. Tekintsiik ugyanis a G = (V, E) osszefiiggd graf egy
tetszbleges (V, F') feszit6fdjat. Ismert, hogy |F| = |V| — 1, mig minden X C V
részhalmazra ip(X) < |X| — 1, ahol ip(X) az X halmaz dltal feszitett élek sz&-
mat jeloli az F élhalmazbél. (Hasonlé médon ig(X) := ip(X).) Igy tehit az
F feszitofa élei ,ritkdk” a G grafban. Hasonld ritkasagi feltételek tobb helyen is
el6fordulnak merevségelmélettdl paros grafok péarositdsaig. Célunk most ezeknek
egy kozos altalanositdsat bemutatni, aminek segitségével egységesen kezelhetjiik
ezen grafokat. Ezen kozos platformot az tigynevezett ritkasdgi matroidok (angolul
count matroid) szolgdltatjak.

A ritkasdgi matroidokat Lorea vezette be [12] és Whiteley &dltalanositotta 1986-
ban ([17, Appendix]). Azdta szdmos helyen felhasznéltdk és tobb irdnyba is tovdbb
altaldnositottdk 6ket. Példdul Frank irdnyitott grafokra bévitette ki a definiciét
[5, 13.5 fejezet], amely dltaldnositds segitségével példaul egy stlyozott irdnyitott
graf minimalis koltségli gyOkeresen k-Osszefiiggd részgrafjat lehet megtaldlni. A
szimmetrikus merevség témakorébol kiindulva csoportelemekkel cimkézett grafok-
ra altalanositottdk a ritkasdgi matroidot ([8],[16], [18]).

Ritkasdgi matroidokra néhany olyan feladatot is meg tudunk oldani polinomis-
lis id6ben, amelyek megoldasanak bonyolultsdga altalanos matroidokra nem ismert

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)


https://doi.org/10.37070/AML.2021.38.1.10

142 MIHALYKO ANDRAS

vagy NP-nehéz. Mivel a ritkasagi matroidok szamos specidlis osztalya jol ismert
és széles korben vizsgélt, ez reményt adhat djabb problémak megolddsdhoz, hi-
szen az ismert osztalyokra hasznélt otletek esetleg kiterjeszthetdk a teljes matroid
csaladra.

Tekintsiik példaul a kovetkez6 egyszert feladatot: adott egy F' feszitofa, te-
gyiik 2-él-6sszefiiggdvé minimalis szdmui 4j él hozzdadasival. (Egy G = (V, E)
graf 2-élosszefiiggd, ha tetszoleges e € E élet torolve a grafbol G — e tovébbra is
Osszefiiggd marad.) Ennek alkalmazdsa lehet, ha példdul biztonsigra toreksziink,
és egy kapcsolat esetleges meghibasodédsa esetén is fenn akarjuk tartani a graf
Osszefiiggbségét. A kérdés egyszerlien megvalaszolhaté feszit6fara, de megmutat-
juk, hogyan altalanosodik egyéb ritkaséagi feltételekre, az gynevezett redundanssa
novelési feladat keretében.

A cikk elsé felében bevezetjiik a ritkasdgi matroidokat, mésodik felét a re-
dundénssa novelési feladat bemutatdsanak szanjuk, végiil néhany nyitott kér-
dést ismertetiink. A fejezet tovabbi részében a matroidokat definidljuk, majd
a 1.2. alfejezetben bemutatjuk a cikk tovdbbi részében hasznalt példdkat. A
2. fejezetben a ritkasdgi matroidokat vezetjiik be, részben Frank munkdjara [5]
tdmaszkodva, majd a 2.1. alfejezetben ezt kiterjesztjiikk hipergrafokra is. A
3. fejezetben a ritkasdgi matroidok redundans novelését targyaljuk, amely ered-
mények szorosan kapcsolédnak Kirdly és Mihdlyké 2020-as cikkéhez [10]. A
4. fejezetben ritkasiagi matroidokkal kapcsolatos nyitott kérdéseket tesziink fel.

1.1. Matroidok

A matroidok a linedris algebrdbdl ismert lineéris fiiggetlenség koncepcidjdt dl-
talanositjak. A kombinatorikus optimalizalas teriiletén gyakran megjelennek és
algoritmikus szempontbdl kozkedveltek. Példaul mohé algoritmussal lehet rajtuk
optimalizdlni tetszOleges koltségfiiggvény mellett. Egy masik kozismert eredmény
az Edmonds-féle matroid metszet tétel [2], amely segitségével két matroid kozos
strukturdjat vizsgalhatjuk algoritmikusan. A matroidokrdl és kapcsolatukrdl a
szubmoduléaris fiiggvényekkel az olvasé részletes bevezetést talal Frank kényvében

[5].

1.1. Definicié. Adott egy S alaphalmaz és részhalmazainak F rendszere. Az
(S, F) part matroidnak nevezziik, ha a kovetkezd hdrom axiémat teljesiti:

Al) e F
A2) Ha X e FésY C X, akkor Y € F

A3) Minden X C S részhalmazra az F-nek X-ben fekvd, X-ben legb&vebb tagjai
azonos elemszamuak.

Ezen tulajdonsdgok az tgynevezett fiiggetlenségi axiémak, az F elemei a fiig-
getlen halmazok. Koénny( latni, hogy az Al), A2) és A3) feltételeket a linedrisan
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fiiggetlen halmazok rendszere teljesiti. Az A3) axiéma lecserélhetd a kovetkezd
A3’) axiémara, ekvivalens definiciét eredményezve [5]:

A3’) Ha Fy,Fy € F, és|F1| < |Fy|, akkor létezik olyan f € Fo—F}, hogy F1U{f} €
F.

A tartalmazasra nézve minimélis nem fiiggetlen halmazokat koéroknek nevez-
ziik.

1.2. Példak

Matroidok gyakran eléfordulnak grafelméleti kontextusban. Harom koézismert

példat hozunk, amelyek — mint késébb kideriil — mind ritkasagi matroidok specialis
esetei.

Grafikus matroid Legyen G egy irdnyitatlan graf, és legyen F a G-beli er-
dék éleinek csalddja. Konnyen lathatd, hogy ezek a G élein mint alaphalmazon
teljesitik a fiiggetlenségi axiomdakat. Az igy kapott matroidot grafikus matroid-
nak nevezziik. Ha G Osszefiiggs, akkor a maximélis fiiggetlen halmazok éppen a
feszit6fak élei.

Transzverzdlis matroid Tekintsiikk a G = (S, T, E) péros grafot. Egy I C S
részhalmazt parosithaténak neveziink, ha létezik olyan parositas G-ben, amely
fedi az I elemeit. Legyen T az S parosithaté részhalmazainak csalddja. Az (S,T)
pér teljesiti a fiiggetlenségi axiémakat [5]. Az {gy kapott matroid az igynevezett
transzverzalis matroid.

Kétdimenziés merevségi matroid Matroidok a merevségelméletben is fon-
tos szerepet jatszanak. Ha egy kétdimenzids rud-csuklo szerkezet merevségét sze-
retnénk meghatdrozni (generikus poziciéban 1évé csuklék esetén), akkor ezt a rid-
csuklé szerkezet altal meghatdrozott graf alapjan megtehetjiik. Egy egyszerii hu-
rokmentes G = (V, E) grafot (2, 3)-ritkdnak neveziink, ha i¢(X) < 2|X|—3 minden
X C V halmazra, amire |X| > 2. Pollaczek-Geiringer [15] és Laman [13] tételei
alapjdn G pontosan akkor minimadlisan merev, ha (2, 3)-ritka és |E| = 2|V|—3. A
(2, 3)-ritka grafot alkoté élek halmazai a G grafban teljesitik a fiiggetlenségi axi-
omékat E alaphalmazon, igy kapjuk az tgynevezett kétdimenzios merevségi mat-
roidot. Részletes bevezetésért a kétdimenzids merevségi matroidhoz a merevség
fogalmainak preciz definidldsdval Jordan cikkét [9] javasoljuk. Meg kell jegyezniink
e ponton, hogy a merevségi matroid értelmezheté magasabb dimenziékban is, de
ennek targyaldasa meghaladja e dolgozat kereteit.

2. Ritkasagi matroidok

Legyen G = (V,E) egy hurokmentes irdnyitatlan graf, k egy pozitiv egész,
mig ¢ € 7 egy olyan egész szam, hogy 2k > ¢. Nevezziik G-t (k,{)-ritkdnak,
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ha ig(X) < k|X| — ¢ minden |X| > 2 csicshalmazra. Egy olyan (k,¢)-ritka
grafot, amelyre |E| = k|V| — ¢, nevezziink (k, ¢)-kritikusnak. Ezen megnevezések
természetes médon halmazokra is értelmezheték, vagyis egy X C V halmaz (k, £)-
kritikus a G grafon beliil, ha (k, ¢)-ritka részgréfot feszit, és iq(X) = k| X| — ¢.

N

Q

1. dbra. Egy (2, 2)-kritikus graf

2.1. LEMMA. [10, Lemma 2.1] Legyen G = (V,E) egy (k,{)-ritka gréf, és
71 = (W1, Ey) illetve Ty = (Va, Es) legyen G két (k,{)-kritikus részgrifja. Ha
|[Vi N Va| > 2, akkor Ty U Ty egy (k,¢)-kritikus graf.

Bizonyitds. Mivel Ty és Ty (k, €)-kritikus, ig(Vh U Vo) + ig(Vi NVa) > ig(V1) +
ig(VQ) = k|V1| — 0+ /€|‘/2| -0 = k\Vl U V2| — 0+ /€|V1 N Vé| — {. Mivel viszont G
(k, 0)-ritka, és |[ViNVa| > 2, k|[VIUVa| =0+ k|ViNVa| =€ > ig(V1UVL) +ig(ViNTz),
tehdt egyenldség &ll fenn, vagyis Th U T (s6t, Ty N Ty is) (k, £)-kritikus. a

Ezen lemma segitségével be tudjuk bizonyitani, hogy a (k, ¢)-ritka élhalmazok
egy valoban matroid fiiggetlen halmazait alkotjak.

2.1. TETEL. Legyen G = (V, E) egy hurokmentes irdnyitatlan graf, k € Z,,
L€ Zés2k > L. Legyen F ={F CE | (V(F),F) (k,{)-ritka grafot alkot}. Ekkor
az (E,F) par matroidot alkot.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az F halmazai automatikusan teljesitik az Al)
és A2) axiémdkat. Az A3’) axiéméat fogjuk bizonyitani. Legyen Ej és Es két
(k, £)-ritka élhalmaza G-nek tgy, hogy |E,| < |E2|. Tegyiik fel, hogy nincsen
olyan e € Fy — Ey, amire E; U {e} ritka. Ekkor minden e € Ey — E; élre 1étezik
egy maximélis C, C FE; élhalmaz, amelyre (V(C,),C.) (k,£)-kritikus részgrafot
alkot és V(C.) fesziti e-t. Vegyitkk a C = {C, | e € EF2 — E1} halmazt. Mivel
C.-t maximdlisnak vélasztottuk, az 2.1. Lemma alapjan |V(C') N V(C")| < 1
bérmely két kiilonbozé C’,C" € C halmazra. (Az lehet, hogy C. = Cf némely
e, f € Ey — Ej-re, de ez nem jelent problémat.) Legyen E' = {e | e € E1 N Ey,
és e & C tetszbleges C € C esetén}. Igy Ey — E' éleit pontosan egy V(C) halmaz
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fesziti, ahol C € C, tovdbba FEs ritkasdga miatt ig, (V(C)) > ig,(V(C)) minden
CeCre |Bl = B+ Y in,(V(C) < ||+ 3 in(V(C) < |Ey, ami
cec cec

ellentmond az |Eq| < |Eo| feltételnek, tehdt létezik olyan e € Ey — Ej, amire
E; U{e} ritka. Ezzel belattuk az A1), A2) és A3’) axiémaékat, vagyis a (k, £)-ritka
élhalmazok tényleg matroidot alkotnak F-n, mint alaphalmazon. ad

Vegyiik észre, hogy a bevezet&ben latott grafikus matroid egy (k, £)-ritkasdgi
matroid a (k,¢) = (1,1) értékekre (ezt nevezziik (1, 1)-ritkasagi matroidnak). Va-
16ban, az (1,1)-ritka halmazok pontosan a kérmentes részgrafok G-ben, vagyis
pontosan a grafikus matroid fliggetlen halmazai.

Tekintsiik most az (1, 1)-ritkasagi matroid helyett a (k, k)-ritkasdgi matroidot.
Egy G = (V, E) graf esetén a ritkasdg azt jelenti, hogy minden ) # X C V hal-
mazra ig(X) < k(]X| —1) (ha |X]| = 1, akkor mivel G nem tartalmaz hurokélet,
ic(X)=0=Ek(|X|-1)). Egy (k, k)-kritikus gréf (k, k)-ritka és |E| = k(]V| — 1).
Ez nyilvan teljesiil minden olyan gréafra, amelyik k£ diszjunkt feszitéfa unidja, de
Nash-Williams ismert eredménye alapjan [14] csak ezekre, vagyis a (k, k)-kritikus
grafok pontosan k diszjunkt feszitéfa unigjabdl dllnak. (Ilyen példdul az 1. &b-
réan bemutatott (2, 2)-kritikus graf is, amely konnyen ellendrizhetéen két feszitéfa
uniéja.)

Lathato, hogy a bevezetében definialt kétdimenziés merevségi matroid pon-
tosan a (2, 3)-ritkasdgi matroidnak felel meg. fgy példaul, ha minimélis koltségli
merev részgrafjat keressiik egy merev grafnak két dimenziéban, akkor azt mohd
médon megtehetjiik. Erre fokszamkorldtos irdnyftdsok segitségével O(|V|?) algo-
ritmus ismert [1].

2.1. Hipergrafok

Az ilyen médon bevezetett ritkasagi matroidokat konnyen altalanosithatjuk, ha
grafok helyett hipergréfokra értelmezziik ¢ket. Legyen H = (V, &) egy hipergraf
a V csicshalmazon és az & hiperéleken. Legyen k € Z,, ¢ € Z és 2k > /L.
Nevezziink egy hipergrafot (k,£)-ritkdnak, ha i3 (X) < k|X| — ¢ minden olyan
X C V halmazra, amely legaldbb egy hiperélet feszit (egy halmaz akkor feszit
egy hiperélet, ha annak minden csiicsa a halmazban van). Egy olyan (k,¢)-ritka
hipergrafot, amelyre |E| = k|V| — £ nevezziink (k, £)-kritikusnak. Tetszéleges H
hipergraf esetén a (k, £)-ritka hiperél halmazok teljesitik a fiiggetlenségi axiémakat,
igy azok az £ alaphalmazon matroidot alkotnak [5].

Tekintsiik most a transzverzalis matroidot. Egy G = (S,T, E) péaros grafot
a kovetkez6 hipergraffal reprezentdlhatunk: Legyen V = T és s szomszédjai al-
kossanak egy hiperélet minden s € S-re. fgy tehat a hiperélek az S ponthal-
maz szomszédainak feleltethetok meg, vagyis bijekcié all fenn a hiperélek és az
S pontjai kozott is. Hall tétele alapjén egy S’ C S ponthalmaz pontosan akkor
pérosithatdé, ha minden S” C S’ halmazra |S”| < |[Ng(S”)|, ahol Ng(X) az X
csucshalmaz szomszédainak halmazat jeloli. Ez a hipergrafos megfogalmazasban
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azt jelenti, hogy az S’ hiperél-halmazra teljesiil az (1, 0)-ritkasdgi feltétel. Vagyis a
transzverzdlis matroid megfeleltethetd egy (1, 0)-ritkasdgi matroidnak a megfelelé
hipergrafon.

2.2. (m,{)-ritkasagi matroid

A (k,0)-ritkasdg egy mésik altaldnositdsit kapjuk, ha a k konstans helyett
egy fliggvényt vezetiink be a csicsokon. Legyen m : V. — Z, egy nemnegativ,
egészértékil fiiggvény a G = (V, E) gréf csicsain és £ € Z egész szdm. Legyen
tetszbleges X C V halmazra m(X) = Y m(x). Nevezziink egy grafot (m,¢)-

zeX
ritkdnak, ha ig(X) < m(X) — ¢ minden |X| > 2 halmazra. Egy olyan (m, ¢)-ritka
grafot, amelyre |E| = m(V) — £ nevezziink (m,¢)-kritikusnak. Az 2.1. Lemma
kénnyen ladthaté médon atvihetd (k, £)-kritikus helyett (m, £)-kritikus részgréfokra
is, és {gy lathat6, hogy az 2.1. Tétel bizonyitdsa érvényes marad, tehdt az (m, ¢)-
ritka élhalmazok matroidot alkotnak.

Megjegyezziik, hogy az (m,f)-ritkasdgi matroid is értelmezhetd hipergrafokra

[5]-

3. Ritkasagi matroidok redundans névelése

Egy (k,¢)-kritikus gréf olyan szempontbdl minimdlisnak tekinthetd, hogy tet-
sz6leges élét elhagyva mar olyan gréfot kapunk, amely nem tartalmaz (k, £)-kritikus
részgrafot. Néhdny esetben arra lehet sziikség a rendszer hibatiiré képességének
fokozédsa érdekében, hogy egy él kiesése utdn is maradjon egy (k, £)-kritikus rész-
graf. Példaul a bevezetésben mar emlitett 2-élosszefiiggoség ilyen, hiszen egy 2-
élosszefiiggd graf tetszoleges élét elhagyva a megmaradt graf tartalmaz még feszi-
tofat. Egy mdésik motivacié lehet a merevségelmélet, ahol egy szerkezet merev-
ségét biztositandd szeretnénk, ha egy tetszéleges él torlésével is merev maradna
a grafunk. A kovetkez6 elnevezéseket szintén a merevségelméletbeli alkalmazasok
motivaljék.

Egy G = (V,E) gréfot (k,¢)-merevnek hivunk, ha tartalmaz fesz{té (k,¢)-
kritikus részgrafot. Egy grafot (k,¢)-redunddnsnak neveziink, ha tetsz6leges élét
elhagyva (k, £)-merev griafot kapunk.

Vizsgdaljuk most a kovetkez6 kérdést:

1. Probléma. Adott egy G = (V, E) (k,{)-merev graf. Hatdrozzunk meg egy
olyan minimdlis elemszamu F' élhalmazt, amelyre G + F' (k, ¢)-redunddns grafot
eredményez.

A probléma egy konnyebben vizsgalhaté véltozataban feltessziik a G grafrol,
hogy nemcsak (k,¢)-merev, hanem minimadlisan (k, £)-merev, vagyis (k, £)-kritikus
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is. Az eredeti 1. Probléméra fogunk az altaldnos problémaként hivatkozni, mig ezt
a valtozatot megszoritott probléméanak nevezziik.

Az §ltaldnos, illetve a megszoritott problémat szamos (k,¢) parra vizsgaltak
mér, kezdve az (1,1)-merev grafok redunddnssd novelésével, amelyet Eswaran és
Tarjan oldott meg 1976-ban [4]. Az &ltaldnos probléméra tetsz6leges (k, k) érték
esetén Frank és Kirdly T. adott megoldast [6], mig a (2, 3)-kritikus gréfok novelését
Garcia és Tejel vizsgdlta [7]. Az &ltaldnos probléma vizsgdlatdt Kirdly Cs. és
Mih&lyké végezte el [10]. Ez utébbi cikket kévetve vazoljuk fel az eredményeket.

3.1. (k,¢)-kritikus grafok novelése

Elészor vizsgédljuk meg a megszoritott problémdt. Adott egy G = (V, E) (k, £)-
kritikus graf, célunk egy minimalis elemszamu F' élhalmaz megtalaldsa, amire G +
F (k,f)-redunddns. Ha a kontextusbdl egyértelmi, a tovdbbiakban elhagyjuk a
(k,£) el6tagot a ritka, kritikus, merev és redunddns jelzék ell. Egy tetszdleges
F’ élhalmazra, amire G + F’ redundéns, minden f € F’ élre f G néhéany élét
redundénssé teszi, jelolje ezek halmazat T'(f). Mivel T(f) + f egy kort alkot a
ritkasdgi matroidban, konnyt belatni a kdvetkez6é lemmaét.

3.1. LEMMA. [10, Lemma 2.3] Legyen G = (V, E) egy (k, {)-kritikus graf és
i,j € V két cstics. Ekkor T'(ij) = {(\T| T C G kritikus, ési,j € V(T)}.

Jelolje R(F*) G redunddns éleit G + F*-ban. Vegyiik észre, hogy T(f) =
R({f}). Az els6 lényeges megfigyelés ezt terjeszti ki nagyobb halmazokra:

3.2. LEMMA. [10, Lemma 24] R({fl U---u fk}) =T(f1)U---U T(fk>

Igy tehat minden e € E élre létezik egy olyan f € F’, amire e € T(f). Vagyis
nem létezhet olyan G’ C G kritikus részgraf, amely F’ minden élét fesziti, mert
akkor a 3.1. és 3.2. Lemma miatt F’ csak G’ éleit feszitené, G — G’ éleit nem,
ellentmondva a G + F’ redundédnssigénak.

Nevezziink egy C' C V halmazt ko-kritikusnak, ha V —C' egy kritikus részgréafot
fesz{t. Ekvivalensen C (k, £)-ko-kritikus halmaz, ha 1 < |C| < |V| — 2 és dsszesen
k|C| élnek van legaldbb egyik végpontja C-ben. Ha C ko-kritikus, akkor egy F’
élhalmazra, amelyre G + F’ redundéns, C NV (F') # 0. Igy tehdt a kovetkezd
egyenl6tlenség fennall.

3.3. LEMMA. Legyen G egy (k,{)-kritikus graf legaldbb 4 csticson. Ekkor

min{|F| : F egy élhalmaz, amire G + F (k, {)-redunddns } >

> max { Pgr‘ : C pdronként diszjunkt (k,()-ko-kritikus halmazok csaldd ja} .
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Maximum hdrom csics esetén az 1. Probléma megoldésa tetszdleges (k, £) ese-
tén konnyen kiszamithato, igy ezen grafokkal nem foglalkozunk.

Alh’tjuk, hogy az el6z6 egyenldtlenség helyén valojaban egyetlen kivételtol elte-
kintve egyenlOség all. Az ehhez vezet6 1épések vazolasahoz el6szor vizsgaljuk meg
a ko-kritikus halmazok strukurdjat.

Jelolje C* a tartalmazdsra nézve minimdlis ko-kritikus halmazokat G-ben. (Ter-
mészetesen feltehetjiik, hogy a 3.3. Lemmaban C csak C*-beli halmazokbdl all. Pél-
daul az 1. dbrdn a tartalmazdsra nézve minimadlis ko-kritikus halmazok {P},{Q}
és {Y, Z}.)

3.4. LEMMA. [10, Theorem 5.5] C* halmazai pdronként diszjunktak, vagy ta-
ldlhat6 olyan i,j € V cstcspar, amire {i,7} N C # () minden C € C* ko-kritikus
halmazra.

Koénnyti bizonyitani, hogy ha nincsen ko-kritikus halmaz G-ben, akkor tetszole-
ges 1] élre G +ij redundéns lesz. Ez az egyetlen kivétel, amikor nem all egyenl&ség
a 3.3. Lemmaban. Hasonloképpen egyszerii belatni, hogy ha van legaldbb egy ko-
kritikus halmaz, és létezik 3.4. Lemmaban leirt 7,57 € V pontpér, vagyis amire
{#,7} N C # 0 minden C € C* ko-kritikus halmazra, akkor G + ij redundédns [10].
Tehét feltehetjiik, hogy C* halmazai paronként diszjunktak és |[C*| > 3.

Igy konnyen vehetiink egy X C V halmazt, amire |C' N X| = 1 minden C € C*
ko-kritikus halmazra. Beldthatd, hogy egy olyan F’ élhalmazra az X halmazon,
amelyre (X, F’) osszefiiggd grafot alkot, G+ F’ redunddns gréfot eredményez (lasd
[10, Lemma 5.8]). Igy mér talaltunk egy |C*| — 1 méretii élhalmazt, amely redun-

dénssd noveli G-t. Mivel [C*| — 1 megegyezik {gj—‘-vel, ha |C*| = 3, {gy |C*] < 3

esetre az egyenl6séget tudjuk bizonyitani a 3.3. Lemmaban. (fgy az 1. dbra grafjat
optimélisan redunddnssé tudjuk névelni, példaul egy F = {PY, Y Q} élhalmazzal.)
Feltehetjiik most, hogy van legalabb négy diszjunkt ko-kritikus halmaz G-ben.

3.5. LEMMA. [10, Lemma 5.9] Legyen G = (V,E) egy (k,{)-kritikus graf,
és legyenek x1,xs,x3,y € V csicsok G négy diszjunkt ko-kritikus halmazabdl.
Ekkor, ha T* = T(yx1) U T(yx2) U T (yxs), akkor T* = T(yx1) U T (x2x3), vagy
T* =T (yz2) UT (z123).

A 3.5. Lemma 6tlete megjelenik mér Garcia és Tejel munkdjdban is ([7, Lem-
ma 15]). Ok mutattak rd arra is, hogyan hasznalhatjuk ki ezt a tulajdonsa-
got. Vegyilik az X cstucshalmazt, és jeloljiink ki egy y € X csucsot. Legyen
H = {yz|x € X — {y}} élhalmaz. Tudjuk, hogy mivel H egy osszefiiggd grafot
alkot X-en, G + H redundéns. Ekkor addig, amig y fokszdma H-ban legalabb
hirom, alkalmazhatjuk a 3.5. Lemma 1épését, hogy két élet egy élre cseréljiink,
ugy, hogy a kapott H’ élhalmazra G + H’ tovébbra is redunddns. A végiil kapott
H* élhalmazra igaz, hogy minden cstcs fokszama H-ra nézve legfeljebb egy, kivéve

. . » o2 * / T _ * c”|
y-t, ami legfeljebb kettd, és G + H* redundans. Igy F' = H* egy pontosan [T-‘
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elemszamu élhalmaz, ami redundanssa noveli G-t. fgy belathatjuk a kovetkezo
tételt.

3.1. TETEL. [10, Theorem 5.1] Legyen G egy (k,{)-kritikus graf. Ekkor vagy
G-ben nincsenek (k, £)-ko-kritikus halmazok, és ekkor tetszbleges i, j € V-re G+1ij
(k, £)-redunddns, vagy a kovetkezd egyenléség all:

min{|F| : F' egy élhalmaz, amire G + F (k, {)-redundédns } =

= max { PCQF‘ : C pdronként diszjunkt (k,{)-ko-kritikus halmazok csaldd ja} .

3.2. (k,f)-merev grafok névelése

Vizsgéljuk meg most azt az esetet, ha a bemeneti G = (V| E) graf nem (k, £)-
kritikus, hanem (k, £)-merev, vagyis az altaldnos 1. Problémat. Ha a (k,¢) = (1,1)
példéanal maradunk, ez megfelel annak, hogy nem egy fat, hanem egy Gsszefiiggd
grafot akarunk 2-él6sszefiigg6vé névelni. Ebben az esetben a 2-élosszefiiggd kom-
ponensek Osszehuzasival egy fat kapunk, amelyet optimdlisan 2-élosszefiiggévé
novelve egy olyan élhalmazt kapunk, amely az eredeti grafot optimélisan noveli
2-élosszefiiggévé. Ezen oOtlet altalanosithaté minden ¢ < k parra. Els6 rdanézés-
re taldn meglep6 maédon, egyéb értékekre vannak nehézségi eredmények. Garcia
és Tejel bizonyitotta [7], hogy (2, 3)-merev graf novelése redunddnssd N P-nehéz,
majd az 6§ mddszeriiket altalanositva Kiraly és Mihalyké bizonyitotta, hogy min-
den k < / értékre (k, £)-merev graf novelése redunddnsra nemesak, hogy NP-nehéz,
de mér konstans faktoru kozelitést adni ra is lehetetlen, ha P # NP [10].

Az 6sszehizés altaldnositdsdhoz szitkség van az (m, f)-ritkasdgi matroidokra.
Természetesen minden (k, £)-ritkasdgi matroid egyben (m, £)-ritkasdgi matroid is
az m = k fiiggvényre.

Ha ¢ < k, az 2.1. Lemma egy altaldnositdsa alapjén (ldsd [10, Lemma 2.1])
G minden tartalmazasra nézve maximélisan merev részgrafja, igy maximdlis re-
dundéns részgrafjai is csdesdiszjunktak. Legyen ¢ = maz(¢,0). Hizzuk 6ssze
G tartalmazasra nézve maximaélis redundans részgrafjait, és definidljunk egy m
fiiggvényt az igy kapott G’ graf cstcsain. Az m fiiggvény legyen a kovetkez6: G
Osszehtizott pontjaira legyen m := ¢, mig miden egyéb pontra legyen m := k.
Bizonyithatd, hogy G’ (m, ¢')-kritikus [10, Section 3].

3.2. TETEL. [10, Theorem 3.3] Legyen G egy (k,{)-merev graf £ < k értékek-

re. Ekkor G optimadlisan redundanssa novelhets azzal az élhalmazzal, amely az
dsszehtizdsok utdn kapott (m, ¢')-kritikus G’ gréfot (m, ¢')-redunddnsséd néveli.

Mivel a 3.1. Tétel altaldnosabb formaban is igaz, ha (k,1)-kritikus gréfok he-
lyett olyan (m,¢')-kritikus grafokra tekintjiik, amelyet az el6bbi médon kaptunk
(1&sd [10, Theorem 5.1]), kijelenthetjiik, hogy az &ltaldnos probléma is megoldhatd,
ha ¢ <k.
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Ezen eredmények az (k,¢)-merev, illetve a (k, £)-kritikus gréafon kénnyen dlta-
lanosithatok hipergrafokra is.

3.3. Algoritmikus eredmények

Mint a ritkasdgi matroidok bevezetésénél emlitettiik, egy (2, 3)-merev gréif egy
minimalis merev részgrafjat O(|V|?) idében megtalalhatjuk [1]. Ezt egy fokszdm-
korlatos irdnyitasokat hasznald algoritmus segitségével érhetjiik el, mely algoritmus
egy fliggetlenségi orakulumot ad, amely egy 1j e élrél tudja meghatarozni, hogy
egy mar kivalasztott, egyelore ritka F' élhalmazhoz hozzavéve az igy kapott F' + e
élhalmaz ritka-e. Az algoritmus el6énye, hogy ha F' + e nem ritka, meghatarozza a
legsziikebb kritikus halmazt, ami miatt nem ritka - vagyis pontosan Tr(e)-t. Ez az
algoritmus tetszéleges (k, ) értékre is végrehajthaté O(|V|?) id6ben, s6t, (m, £)-
kritikus grafok esetén is O(|V|?>m*) id6ben, ahol m* az m fiiggvény értékének
maximuma [5].

fgy a redundédns novelési feladat optimalisan megoldhaté polinomidlis idében.
Ugyanis polinomiélis idében megtaldlhatjuk a redundédns éleket, és (m, £')-kritikus
graf esetén T'(e)-t is meg tudjuk hatdrozni tetszéleges e élre. A minimélis ko-
kritikus halmazok meghatarozasit az segiti, hogy komplementeriik G tartalma-
zdsra nézve maximalis kritikus részgrafjat fesziti [10]. fgy a 3.1. alfejezetben defi-
nidlt X halmaz is megtaldlhaté polinomidlis idében. Ha |X| < 4, akkor G maxi-
mum 2 éllel redundanssa tehetd, ami polinomidlis idében kénnyen megoldhaté. Ha
|X| > 4, a 3.5. Lemma algoritmusat végrehajtva polinomiélis idében kaphatunk
egy optimalis élhalmazt.

Megemlitjiik, hogy mind az altaldnos, mind a megszoritott redundans nove-
1ési probléma megoldhaté O(|V|?) idében egy bonyolultabb algoritmussal, amely
mélyebben kihaszndlja az (m, £)-ko-kritikus halmazok struktirdjat [10].

4. Nyitott kérdések

Lattuk, hogy ritkasagi matroidok tobb helyen hasznalhatdk, és megismertiink
egy olyan eredményt, ahol ténylegesen ki lehetett hasznalni a strukturdjukat egy
probléma optimalis megolddsdhoz. Most két olyan fontos nyitott kérdést vazolunk
fel, amelyre a specidlis esetekben ismert valasz talin reményt adhat, hogy mds
(k, ) értékekre is megoldhatdak.

4.1. Ritka grafok redundanssa névelése

Egy természetesen adédé kérdés az 1. Probléma megoldasa utan, hogyan lehet
G-t redundénsan merevvé novelni, ha G nem (k, £)-merev, hanem (k, ¢)-ritka.

2. Probléma. Legyen G egy (k,{)-ritka graf. Hatdrozzunk meg egy minimélis
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elemszdmu F élhalmazt, amire G + F' (k, £)-redundéns.

Vegyiik észre, hogy ha (k,£)-redundéns helyett (k,£)-merevet kérdeznénk, a
valasz azonnal kovetkezne a matroid tulajdonsagbol.

Ha (1, 1)-redundénssigot vizsgdljuk, akkor egy erdét kell 2-élosszefiiggévé no-
velni minimalis szamu él hozzdadédsaval, amely kénnyen megoldhaté. Frank és
Kiradly megmutatta, hogy a 2. Probléma megoldhaté (k, k)-ritka grafok esetén is
[6]. Megolddsuk — melyben tetszdleges grafot noveltek (k, k)-redunddnssa — a po-
liéderes kombinatorika mély eredményeire tamaszkodott, igy érdekes lehetne erre
is egy konnyebben atlithaté megoldds. Altaldnos (k,¢) parokra egyelére pozitiv
eredmény nem ismert.

4.2. Minimalis vagas

Az eddigi kérdésekkel szemben most nem az a célunk, hogyan lehet egy grafot
még , biztonsdgosabba” tenni, hanem probaljuk meg ,tonkretenni”.

3. Probléma. Legyen G = (V, E) egy (k,{)-merev graf. Taldljunk egy olyan
minimalis elemszdmu E' C F élhalmazdt, amelyet torélve G-bdl, G — E’ mar nem
(k, £)-merev.

Vegyiik észre, hogy az (1,1) esetben ez pontosan a minimélis vigds feladat.
Ezért nevezziik a 3. Problémat minimélis vagéas feladatnak ritkasdgi matroidok-
ban. Ez a minimdlis vdgds feladat megjelenik az Egres Open Problems [3] kozott,
a feladat részletes lefrasaval és az eddig elért részeredményekkel, illetve azokrol szo-
16 diszkussziéval. Kozismert, hogy a minimalis vagds (1,1)-merev gréfok esetén
polinomialisan megoldhaté. Kirdly ezt a hipergrafikus matroidra altalanositotta
[11], amely az (1,1)-ritkasdgi matroid hipergréfokon. Sét, a feladat transzverzalis
matroidra, vagyis az (1,0)-hipergrafikus matroidra is megoldhat6 — a megoldds
minimalis szdmu csics torlése az S halmazbdl, hogy csokkenjen a pédrositds mére-
te. A merevségelmélet szempontjabdl érdekes, tovabbra is nyitott kérdés viszont
a (2, 3)-merev grafok minimélis vdgésa.

Ko6szonetnyilvanitas
A projekt az Eurdpai Unié tdmogatdsaval, az Eurdpai Szocidlis Alap tarsfinan-

szirozésaval valésult meg (EFOP-3.6.3-VEKOP-16-2017-00002). A szerz6 hélés
Jordéan Tibornak a kézirattal kapcsolatos sok hasznos észrevételéért.
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ABOUT COUNT MATROIDS

ANDRAS MIHALYKO

We call a graph G = (V, E) (k, £)-sparse if i (X) < k|X|— £ holds for every vertex set, where
|X| > 2 and i (X) denotes the number of edges in G spanned by X. These sparsity conditions
provide a matroid on E, if k € Z4 and ¢ < 2k integer. These are the so-called count matroids.
Count matroids occur in several applications in combinatorial optimization. For example, in
spanning trees, matchings or in rigidity theory. Our goal is to introduce the count matroids
from their definition through well known and new results, including the redundant augmentation
problem for count matroids up to open problems.
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