SZAKMAI ZAROJELENTES
a T046378 sz. OTKA kutatasrodl

Témavezeto: Szamuely Tamds

Annak ellenére, hogy az ismert koltségvetési nehézségek miatt a palyazat idotartamat
leroviditeni kényszeriiltiink, a kutatas igen sikeres volt, és a kutatési tervben vazolt problé-
makkal kapcsolatban szamos komoly elorehaladést sikeriilt elérni. Mint az alabbi részletes
osszefoglalo is mutatja, a kutatdas hii maradt a palyazatban vazolt interdiszciplinaris jel-
leghez, és a szigorian vett algebrai geometriai problematikat és modszereket 6tvozte mas
teriiletek technikaival. fgy a szingularitdsok vizsgalatakor osszekapcsoltuk a geometriat a
topolégiaval, a raciondlis pontokndl az aritmetikaval, az invarianselméletben a reprezenta-
cidelmélettel, a Calabi-Yau-varietasok terén a fizikai inspiracioval, de tettiink egy ge-
ometriai jellegii kirdnduldst a végtelen dimenziés komplex fiiggvénytan tertiletére is. Az
alabbiakban Gsszefoglaljuk az egyes témakorokben elért legfontosabb eredményeket.

Szingularitaselméleti kutatasok

Kutatasunk egyik centralis témédja a komplex normalis algebrai feliilet-szingularitasok
analitikus invaridnsainak visszanyerése a topologikus tipusbdl. A topologikus tipust a szin-
gularitds csomdja jellemzi, amely irdnyithato 3-sokasdg. Egy korabbi sejtésiink szerint a
csom6 Seiberg-Witten invaridnsa meghatarozza az analitikus tipushoz hozzarendelhet6
geometriali nemet, ha a csomo raciondlis gomb, és ha az analitikus tipus kielégiti az
un. Q-Gorenstein feltételt. 2004-ben spanyol matematikusokkal kézosen kimutattuk (el-
lenpéldakat szolgédltatva), hogy a Q-Gorenstein feltetelt jobban le kell sziikiteni. Az el-
lenpéldak a (Luengo &ltal bevezetett) szuper-izoldlt szingularitdsok tulajdonsdgaira té-
maszkodnak, amelyek tobb matematikai témaéval is 0sszekapcsoltak eredményeinket.

Az egyik ezek koziil az alacsony dimenziés topoldgia. A szuper-izolalt hiperfelilet-
szingularitas csomoja a 3-dimenzids sokasagok szakembereinek kedvence, ugyanakkor kulcs-
szerepet jatszik kiilonbozo topoldgiai elméletek tesztelésében is. Mint 3-sokasag eldallithato
a 3-dimenzids gombbdl egy csomd mentén végzett miitéttel. Ha a csomé algebrai, akkor
bizonyos negativitasi, merevségi tulajdonsagai vannak az eléallitott 3-sokasagnak. Sikertilt
kiszdmolnunk e sokasdgok Heegaard-Floer homoldgiajat. (Utébbi homolégiaelmélet az ala-
csony dimenzids topoldgia legfontosabb 1ij technikdja, a kozelmultban vezették be Ozsvath
Péter és Szabé Zoltéan.)

A Heegaard—Floer homoldgia kiszamitasa vezetett el a silyozott gyokerek fogalmanak
bevezetéséhez. Minden algebrai feliilet-szingularitas csomdéjéhoz (pontosabban a rezolicids
grafjahoz) és a csom6 minden in. Spin® struktirajahoz hozzarendeltiink egy (grafelméleti)
fat, amelynek csucsait sulyokkal lattuk el. Ez a graf meglepden sok informéciét tartalmaz:
vezérli a topologikus tipus szerinti osztalyozast, jellemzi a ‘nagyon gyenge’ deformaciokat,
megadja a csomo Seiberg-Witten invariansat, fels6 becslést ad a szingularitas analitikus
tipusahoz rendelt egyenesnyalabok kéve-kohomolégidira.
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A szuperizolélt szingularitasok csomoéinak vizsgalata a klasszikus algebrai geometria
egyes kérdéseihez is elvezetett. Régota nyitott, és igen nehéz kérdés az adott fokszamu vagy
neml komplex projektiv sikgorbék osztalyozasa, lehetséges szingularitasainak topoldgiai
jellemzése. Kérdés példaul, melyek azok a lokalis sikgérbe-szingularitas tipusok, amelyek
realizalhaték egy raciondlis projektiv sikgorbe szingularitdsaikent. A fent emlitett Seiberg-
Witten szamolas meglepé médon kombinatorikus megszoritdsokat ad a kérdésre, amelyek
oly erésnek bizonyulnak, hogy hires tételek. ill. sejtések is specidlis esetnek tiinnek (pl. a
Bogomolov-Miyaoka-Yau-egyenlétlenség).

Foglalkoztunk a szingularitdselmélet algoritmikus aspektusaival is. Kimutattuk, hogy
bizonyos nemizoldlt komplex feliilet-szingularitasok csomdjat is meg lehet adni miitéti di-
agramok altal. A diagramok eldallitasara kombinatorikus algoritmust dolgoztunk ki. Ilyen
eredmények korabban csak izoldlt szingularitasokra voltak ismertek; a nemizoldlt eset
sokkal bonyolultabb. Az alkalmazott mddszer segitségével a Milnor-fibrum 1n. vertikalis
és horizontalis monodrémidira is képletet kaptunk.

Aritmetikai geometriai kutatasok

Aritmetikai geometriai kutatasaink homlokterében az aritmetikai dualitastételek, és
ezek alkalmazésai alltak. Az 1960-as években John Tate fedezte fel, hogy lokalis, illetve
globdlis testek felett egy algebrai térusz, illetve a térusz karaktercsoportjanak Galois-
kohomolégiacsoportjai kozott dualitdsi osszefliggések dllnak fenn. Abban a specidlis eset-
ben, amikor a torusz a multiplikativ csoport, e dualitasi tételek az osztalytestelmélet nagy
alaptételeivel ekvivalensek. Ugyancsak Tate vette észre, hogy hasonlé dualitdsok allnak
fenn egy Abel-varietds, illetve a dudlis Abel-varietdas Galois-kohomolégidja kozott. Ezek az
eredmények az aritmetikai geometria alapvetd épitékovei kozé tartoznak.

Munkankban e tételek kozos altalanositasat adtuk Deligne-féle 1-motivumok Galois-
hiperkohomolégidjara. Ezek az objektumok [V — G] alaki komplexusok, ahol Y étale
lokélisan a Z" konstans csoporttal izomorf (tehat olyan, mint egy térusz karaktercsoportja),
G pedig szemi-Abel-varietds (azaz Abel-varietdsnak térusszal valé bévitése). Legfontosabb
eredményiink egy szamtest felett definidlt 1-motivum, illetve a dudlis 1-motivum Tate-
Safarevics csoportja kozott fennallé dualitas igazolasa, illetve egy 12 tagid Poitou-Tate
tipusi egzakt sorozat feldllitdsa 1-motivumokra (utébbi feltételezi az Abel-varietasok Tate-
Safarevics-csoportjanak végességérol szol hires sejtést). Hangsilyozandd, hogy tételeink
nem a klasszikus eredmények kovetkezményei, hanem altalanos modszeriink 1j, szimmet-
rikus bizonyitast ad az ismert tényekre is. Eljarasunk f6 jellemzéje, hogy az étale ko-
homoldgia keretei kozott dolgozunk és a kohomoldgiacsoportokat az 1-motivumok étale
realizaciéinak Galois-kohomologidjaval vetjiik Ossze.

Dualitastételeinknek konkrét alkalmazasat is nyijtjuk szamtestek felett definidlt sze-
mi-Abel-varietasok f6homogén tereinek racionalis pontjaira. Ismeretes, hogy abbdl, hogy
az alaptest p-adikus, illetve valds telitései felett 1étezik egy ilyen homogén térnek pontja,
még nem kovetkezik, hogy az alaptest felett is van; a szakzsargon ilyenkor azt mondja,
hogy az un. Hasse-elv sériil. 1970-ben Manyin bevezetett egy, a varietas Brauer-csoportja
segitségével definidlt invaridanst, az in. Manyin-obstrukciét, amely a Hasse-elv fennallasa
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esetén 0, 4m sériilése esetén altaldban nem. Munkdnkban kimutattuk, hogy (feltételezve
az Abel-varietdsok Tate-Safarevics-csoportjanak végességét) a fenti tipusi homogén terek
esetén a Hasse-elv pontosan akkor sériil, ha a Manyin-obstrukcié nem 0, rdadésul az ob-
strukcié definiadlasakor elegendé a Brauer-csoport egy olyan ‘részfaktorara’ szoritkozni,
amely véges, és sok esetben explicite kiszamithato. Itt is a tételek ismertek voltak téruszok,
illetve Abel-varietdsok esetén, am az altalanos eset joval nehezebb. Eredményeinket maris
felhasznédltdk mas kutatdk olyan tételek bizonyitasahoz, amelyek nem feltétlentil kommu-
tativ csoportsémak homogén tereire vonatkoznak. Végiil hasonld jellegii allitast sikeriilt
bizonyitanunk a racionalis pontok gyenge approximaciojaval kapcsolatban is.

Invarianselméleti kutatasok

Invarianselméleti kutatasaink soran elsésorban klasszikus invarianselméleti problémak
kvantum analégjaival foglalkoztunk.

Az els6é kvantumcsoportokat Drinfeld és Jimbo konstrualtdk meg mint az egyszerii
komplex Lie-algebrak univerzalis burkoléalgebrainak deformaltjait. Ezek se nem kom-
mutativ, se nem kokommutativ Hopf-algebrak. Reprezentacidelméletiik sok szempontbol
ugyanolyan, mint a megfelel6 Lie-algebraé (egy itt nem részletezend6 lényeges kiilonbség-
gel). Faddeev, Reshetikhin és Taktajan vezetett be ugyanezen kvantumcsoportokra egy
duadlis targyalasmodot: 6k a megfelel6 Lie-csoporton értelmezett fiiggvények algebrajat de-
formaltak. Ennek a megkozelitésnek elonye, hogy a kvantum koordinatagytiriiket egységes,
egyszerii médon definidlja mint kvadratikus algebrakat. Az &dltalunk tekintett kvantum
invarianselméletben a kvantum koordinatagytriik, illetve a konstrukciéjukban koézbiilso
1épésként elOkeriild ugynevezett FRT-bialgebrak jatsszak a kommutativ polinomgytiri sze-
repét.

Eredményeink ezen a teriileten a kovetkezok. Meghataroztuk az altalanos linearis,
az ortogonalis, és a szimplektikus csoportok kvantum koordinatagytirtithez tartozé FRT-
bialgebrakban a kokommutativ elemek altal alkotta részalgebra explicit generatorait és az
azok kozotti relaciokat. Ehhez pontosan megértettiik az FRT-bialgebra, és a faktoraként
definidlt Hopf-algebra, azaz a kvantum koordindtagytri kozotti kapcsolatot, majd hasznal-
tuk az utébbira vonatkozd Peter-Weyl-féle tételt. A kokommutativ elemek részalgebrajatt
mint az adjungalt kohatas invaridansainak az algebrajat interpretaltuk. Végeredményként
érdekes, nagy kommutativ részalgebrakat talaltunk az FRT-bialgebrakban. Munkank egy
kifejez6 gytrielméleti jellegli megragadasa annak a kozismert ténynek, hogy az emlitett
kvantumcsoportok reprezentaciéelmélete parhuzamos a megfelelé klasszikus csoportéval.

S. Majid csomézott tenzorszorzat konstrukcidjat felhaszndlva bevezettiik a kvantum
nyomgytriket, amelyek a matrixinvariansok algebrajanak, illetve az in. nyomgytriiknek
alkalmas analogonjai a kvantumcsoportok teriiletén. Megjegyezziik, hogy a munkankban
deformalt nyomgytiriik eredetileg a polinomazonossigos algebrak elméletében jelentek meg
a 70-es években, és a kommutativ és a nemkommutativ algebra gytimolcs6zo 6sszjatékahoz
adtak alapot.

A matrixok kvantum koordinatagytrijében az adjungalt kohatdsra invarians elemek
explicit tanulmanyozasanak alkalmazasaként sikeriilt megadnunk egy moddszert bizonyos
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koadjungalt péalyak kvantum deformécidinak konstrukciéjara. Megfogalmaztuk kvantum
kvdzihomogén terek egy lehetséges ésszerti definicigjat, és modszeriinkkel olyan 1j kvan-
tum kvazihomogén tereket kaptunk, amelyeknek konstrukciéra tobb kisérlet tortént az
irodalomban. Példaul a nilpotens matrixok varietasanak koordinatagytirijét sikeriilt alkal-
mas médon deforméalnunk.

A ko6zonséges (kommutativ) invaridnselmélet terén megkonstrudltuk az ortogondlis és
a specialis ortogondlis csoport tetszolegesen sok vektor valtozotdl fiiggé multilinedris poli-
nominvariansait, melyek az egészek felett felbonthatatlanok. Ezaltal olyan 1j informéaciét
kaptunk az egészek feletti ortogondlis csoportséma invaridnselméletérol, amely lényegesen
eltér a klasszikus csoportok vektorinvariansairdl sz6lé témakor korabbi eredményeitol.

Calabi-Yau-sokasagok elmélete

A Calabi-Yau-sokasagok elmélete az algebrai geometria és a matematikai fizika fontos
hatarteriilete, amely az utobbi évtizedben ugrasszeri fejlédésen ment at. E targykorben
tovabbfejlesztettiik Reid és tanitvanyainak munkajat, és feldllitottunk egy Riemann-Roch
tipusi formulat kanonikus ciklikus szingularitasokkal rendelkez6 komplex algebrai 3-soka-
sagokra. E formula segitségével sikeriilt 1ij Calabi—Yau 3-sokasagokat konstrualnunk, a
gradélt koordinatagylri tanulmanyozasan keresztiil.

Tanulményoztunk tovabba olyan lokalis Calabi-Yau 3-sokasagokat, amelyek fibral-
haték kizarélag ADE szingularitasokkal rendelkezo feliiletekkel valamely gorbe felett. E va-
rietdas-osztalyt korabban fizikusok mar vizsgaltak; mi geometriai interpretaciojat és altala-
nositasat adtuk a munkajuknak, megmutatvan, hogy az altaluk talalt tegez-konfigurdcidk-
hoz természetes médon hozzarendelhetd egy kéveosztéily a 3-sokasag felett.

Racionalisan 0sszefiiggd varietasok

A magasabb dimenzids algebrai varietasok klasszifikacidjaban kozponti szerepet jat-
szanak a Kollar, Miyaoka és Mori dltal bevezetett raciondlisan Osszefiiggé varietasok. Ezek
olyan varietdsok, amelyeknek barmely két altalanos pontjan keresztiil halad racionalis
gorbe. E tulajdonsagnak egy érdekes végtelen dimenziés altalanositasat vizsgaltuk a kom-
plex test felett.

Nevezziik az M komplex sokasig (r-edik dltaldnositott) hurokterének az r-szer folyto-
nosan differencidlhaté S' — M leképezések terét. E tér ellathaté egy végtelen dimenzids
komplex struktiraval. Kimutattuk, hogy ha M raciondlisan 6sszefiiggé komplex projektiv
sokasag, akkor a hurokterei is raciondlisan Gsszefiiggok a megfeleld dltalanositott értelem-
ben. Kovetkezményként adddik, hogy raciondlisan Gsszefiiggd varietasok hurokterein min-
den holomorf fliggvény konstans, illetve hogy ilyen varietdsokon értelmezett (esetleg végte-
len dimenziés) holomorf vektornyaldbokon nincs nemtrividlis holomorf konnexié. Ilyen jel-
legli eredményeket korabban tisztan komplex fiiggvénytani eszkozokkel értek el, &m az al-
gebrai geometriai inspiracidju megkozelités jelentos javitast eredményez. Jelenleg e tételek
kiterjesztésén dolgozunk még altaldnosabb hurokterekre.



