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PARTICIOK PARATLAN SZAMOKKAL

Orosz Gyulané (Eger, Hungary)

Kiss Péter professzor emlékére

Abstract. In this article, we characterize the odd-summing natural numbers. We also
find that many natural numbers can be represented by more than one such sum. We investigate
the features that allow a natural number to have this property and characterize those that have
a unique representation. In the process, we find an algorithm that generates a set of consecutive

odd natural numbers that add to a specific 1.

Kozépiskolaban és fels6fokt intézményben matematikat tanulé didkok szamaéara
sok nehézséget okoz az elmélethez kapcsolodd tételek bizonyitdsanak megértése.
Tanarnak és didknak egyarant hasznos lehet, ha olyan elemi tételeket bizonyitunk,
amelyek megértését konkrét példak bemutatasaval segiteni tudjuk.

Cikkiink célja olyan egyszert tételek, bizonyitasok és algoritmusok ismertetése,
amelyek fejleszthetik a bizonyitasok megértésének képességét, és ezzel egy idében
a didkok megismerhetik a természetes szdmok néhany érdekes tulajdonsagat is.

A p(n) particiofiiggvényt a kovetkez6képpen definialja Niven—Zuckerman [1]-
ben: p(n) az n pozitiv egész szam pozitiv egészek Gsszegeként valo elGallitasainak
szama. Két particiot egyenlének tekintiink, ha csak az Osszeadandok sorrendjében
kiilonb6znek. Célszertien a p(0)-t 1-nek definialja.

Olyan particiofiiggvények is definialhatok, amelyekben az Gsszeadanddk bi-
zonyos feltételeket elégitenek ki: az olyan particidk, amelyekben az 6sszeadandok
mind péaratlanok, vagy mind kiilonboz6k, vagy amelyekben paros szamu Osszea-
dando szerepel, amelyekben az 6sszeadanddk nem nagyobbak, mint m, amelyekben
paratlan szamu kiilonbo6z6 6sszeadandoé szerepel; stb.

Olson [2]-ben bizonyitotta, hogy egy n természetes szam akkkor és csak akkor
irhato fel két vagy tobb egymést kovetd természetes szam Osszegeként, ha nem
2-nek hatvanya.

Ray C. és Harris S. [3]-ban olyan particiokat ismertetnek, amelyben a tagok
egymast kovetd paratlan természetes szamok. Definialjak a paratlan Osszegt szam
fogalmat, négy tételt ismertetnek. A tételek bizonyitasat tobb esetben az olvasora
bizzak.

Cikkiinkben a [3]-ban megfogalmazott értelmezést és tételeket ismertetjik
(1., 2., 3., 4.). A tételeket azok bizonyitasaval, tovabbi példakkal és egy bGvebb
tablazattal egészitjiik ki. Tovabbi tételeket is megfogalmazunk (5., 6.).
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Definicié. Egy n természetes szamot paratlan-osszegii szamnak neveziink, ha
elsall két vagy tobb egymast kdvets paratlan természetes szam Osszegeként.

Példaul: 15 = 34+ 5+ 7. A 36-nak két kiillonboz6 reprezentécioja is létezik:
36=17+19,36 =1+3+5+7+9+ 11. A 10-nek és a 22-nek nincs a feltételnek
megfelels elGallitasa, ezért nem paratlan-Gsszegi szamok. Néhany paratlan-osszegi
szam: 4,8,9,12,15, 16, 20, 21, 24, 25 és 27.

Konnyen bizonyithaté, hogy minden négyzetszam el6all egymast kovetd
paratlan szdmok &sszegeként, mivel 1 +3 +5+ 7+ -+ + (2k — 1) = k? minden k
pozitiv egész szamra teljesiil.

1. tétel. Egy n természetes szam akkor és csak akkor all el6 a

2k +1,2k+ 3,2k +5,...,2m — 1,

egymést kovets paratlan szamok Osszegeként, ha n = m? — k2, ahol k és m

természetes szamok, és m > k + 1.

Bizonyitas. A tétel kovetkezménye annak, hogy minden 0-nal nagyobb
természetes szdm négyzete elGall egymast kdvets paratlan szamok dsszegeként.

Han=2k+1+2k+3+2k+5+---+2m — 1, akkor az 1. definici6 szerint
paratlan-Gsszegii szam, ahol m > k + 1. A jobb oldali tagok 6sszegzésével kapjuk:

1
n=(2k+1+2m—1)-(m_k).§:

1
:2(m+1<;)~(m—k)~5 =(m+k)(m+k)=m?—k?
ami azt jelenti, hogy n? = m? — k? teljesiil.

Tegyiik fel, hogy n? = m? — k2, ahol m > k + 1. Minden k, m pozitiv egész
szamra teljesiil, hogy

14345+ +02k—1)=keé1+3+5+---+(2m —1) =m>.

m? —k*=2k+1+2k+3+2k+5+---+2m—1=n
adodik a megfelels oldalak kiilonbségébdl, ami azt jelenti, hogy az igy kapott szam

paros Osszegd.

2. tétel. Egy n természetes szam akkor és csak akkor paratlan-Osszegi, ha
eldall két természetes szam szorzataként n = a - b alakban, ahol b > a > 1, azonos
paritasi természetes szamok (a és b egyszerre parosak vagy paratlanok).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy n a 2k + 1,2k + 3,...,2m — 1 egymast kovets
paratlan szamok Osszege, ahol m > k + 1. Ekkor az el6z6 tétel értelmében:

n=m?—k>esm?—k?>=(m—k)(m+k)
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két természetes szam szorzataként elgall. Ha m és k egyszerre paros vagy paratlan,
akkor az m — k és m + k is paros szamok. Ha az m és k kiilonboz6 paritasuak,
akkor az m — k és m + k is paratlan szamok. Az m >k + 1, ezért m — k és m + k
is nagyobb, mint 1.

Han = a-b, ahol a és b egyszerre parosak vagy paratlanok, akkor az m+k =0
és m — k = a egyenletekbdl az n = (HT“)2 — (b_T“)z, és ezért az n paratlan 6sszegl
szam az 1. tétel kovetkeztében.

Kovetkezmény. Az n > 1 természetes szam akkor és csak akkor nem paratlan
Osszegi, ha primszam vagy egy paratlan szdm kétszerese.

A 2. tétel bizonyitasa egy olyan eljarason alapul, amelynek segitségével meg
tudjuk hatarozni az Osszegben szereplé egymést kovetd pératlan természetes
szamokat.

Algoritmus. Ha n = a - b, akkor n = (HT“)Q — (b_T“)Q, ezért

n=b-a+)+0b-—a+3)+---+(b+a-1).

Példaul. Mivel 105 =7-15,b=15,a =17,
105=(15—-74+1)+(15-7+3)+---+ (154+7—-1),

igy 106 =9+ 11+ --- 4+ 21.

A Kkovetkezd tételek segitségével eldonthetjiik, hogy egy adott természetes
szamnak hany kiilonboz6 reprezentacidja létezik. Két elGallitast kiilonbozének
tekintiink, ha az Gsszeadanddkban kiilonboznek egymastol, nem tekintjiik kiilon-
b6z6nek, ha csak az 6sszeadandok sorrendjében kiilonboznek.

A105=3-35=5-21 =7-15, ezért a 105-nek 3 kiillonb6z6 paratlan Ssszegi
eléallitasa létezik.

Az n természetes szam osztoinak szamatol fiigg a reprezentaciok szama.

3. tétel. Tegyiik fel, hogy n = p’il -pgz x ~pf€", ahol p1,p2,...,pr kiilonb6zé
primszamok, és p1 <pa < ---<ppést; >0, i1=1,2... k.

3.1. Ha n paratlan és nem négyzetszam, akkor

P(n) = [(tl+1)(t2+1)---(tk+1)—2]

N | =

reprezentacioja létezik.
3.2. Ha n egy paratlan szam négyzete, akkor

Pn)= [t +1)(ta+1)--(tp +1) —1]

DN | =
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reprezentacioja létezik.

3.3. Ha p; = 2, és n nem négyzetszam, akkor

P(n) = 5 [(tr — 1) (b2 + 1) -~ (tp + 1)]

1
2
reprezentacidja létezik.

3.4. Ha p; = 2, és n négyzetszam, akkor
1
P(n) =St -1 E+1) (e +1)+1]

kiilonbo6z6 reprezentacioja létezik.
Bizonyitas. (3.1.) Az n természetes szam Osszes pozitiv osztoinak szama
Dn)=({t1+1) - (ta+1)---(tx +1).

Ha az n paratlan, és nem négyzetszam, akkor minden p; paratlan. Legalabb egy
t; paratlan, mert a szorzat paros szam. Az Gsszes osztok szamanak fele egyenls az
osztoparok szaméval:

[(tl-l—l)(tz-i-l)---(tk-f—l)].

N =

Az osztopéarok kozott van az 1-n is, ami nem felel meg a tételben megfogalma-
zott feltételnek. Ezért az n szam olyan kéttényezGs szorzatainak szama, amelynek
mindkét tényezdje paratlan és 1-nél nagyobb:

1
5[(tl+1)(t2+1)---(tk+1)—2].
Az osztoparok szamanak meghatarozasaval és a paritasok elemzésével a 3.1.-hez
hasonlé modon bizonyithatéak a 3.2., 3.3. és 3.4. allitasok, amelytsl eltekintiink.

A bizonyitast megel6z6en célszerti konkrét szamok esetén meghatarozni a
reprezentaciok szamat.

Példak. 3.1. Legyen n paratlan és nem négyzetszdm n = 385 = 5.7 -
11, D(385) =2-2-2 = 8. Az dsszes pozitiv oszto: 1,5,7,11, 35,55, 77, 385.
Az osztoparok szama: % =4, ezek 1-385, 5-77, 7-55, 35-11.
Az 1 - 385 nem felel meg a feltételnek, ezért a kovetkezs reprezentaciot kapjuk:
385=5-77,ahola=5b=77, b—a+1="73,b+a— 1 =81 adddik, hogy
385 =T734+75+77+79+81, 385=7-55,ahola =7, b=>55,
b—a+1=49, b+a—1=61,38 =49+ 51+ ---+ 61, 385 = 11 - 35, ahol
a=11,0=35b—a+1=25 b+a—1=45, 385 =25+4+27+---445.
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3.2. Legyen n paratlan szam négyzete n = 441 = 3%2. 72, D(441)=3-3=9.
Az Gsszes pozitiv osztd: 1, 3, 7, 9, 21, 49, 63, 147, 441. A kéttényezss szorzatok
szama Ot: 1-441,3-147,7-63,9-49,21-21. Az 1-441 nem felel meg a feltételeknek,
ezért 441 =3 -147,ahol a =3,b=147,b—-0+4+1=145és b+ a — 1 = 149,
441 = 145+ 147+ 149. 441 =7-63, ahol a = 7,6 =63, b —a + 1 = 57,
b+a—1 =169, 441 = 57+59+---4+69. 441 = 9-49, ahola = 9,0 =49, b—a+1 = 41,
bta—1=57,441=41+43+---+57. 441 =21---21, ahol a = 21,b = 21,
441 =143 +4---+41, P(441) = 4.

3.3. Legyen n paros és nem négyzetszam. Ha n = 22 = 2-11, akkor nem létezik
reprezentacitja a 2. tétel kovetkeztében, P(22) = 0. Han = 48 = 24.3, D(48) = 10,
ami 6 osztopart jelent, amelyek: 1-48,2-24,3-16,4-12,6-8. Az 1-48 és 3-16
nem felelt meg a 2. tétel feltételeinek, ezért a 2-24,4-12,6 - 8 alapjan a kovetkezs
reprezentaciok lehetnek: 48 = 224, ahol a = 2, b = 24 alapjan b —a + 1 = 23 és
b+a—1=25,ezért 48 =23+ 25, 48 =4-12,ahola=4,0=12,igyb—a+1=9
ésb+a—1=15ezért a48=9+11+13+15. A48 =68, ahol a = 6,b =38, igy
b—a+1=3ésb+a—1=13, ezért a 48 =3+5+7+ 9+ 11+ 13 is teljesiil.
P(48) = 3 a 48 Osszes reprezentacioinak szama.

3.4. Legyen n egy paros szam négyzete: n = 784 = 2% . 72, az Gsszes pozitiv
osztd D(784) = 15. A kéttényezSs paros szamok szorzatai az alabbiak: 2 - 392,4 -
196,8- 98,14 - 56,28 - 28, ami azt jelenti, hogy a P(784) = 5.

4. tétel. Az n természetes szam akkor és csak akkor irhato fel egyértelmiien
egymdést kovetd paratlan szamok dsszegeként, ha n egy primszam négyzete, vagy
egy primszam kébe, vagy egy primszam 4-szerese, vagy két kiilonb6zs péaratlan
primszam szorzata.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a P(n) = 1, vagyis az n elgallitasa egyértelmd.

Ha n pératlan és nem négyzetszam, akkor a 3. tétel jeloléseivel

1
5[(tl+1)(t2+1)---(tk+1)—2]:1,

amibél az adodik, hogy a szorzat egyenlé 4. Mivel minden ¢; > 0 vagy ¢; = 1 és
k=1 ezért n =p° vagy t1 =t = 1 és k = 2, ezért n = p; - pa két kiilonbozs
paratlan primszam szorzata.

A 3. tétel alapjan hasonléan bizonyithatoak a tétel tovabbi allitasai.

5. tétel. Van olyan n természetes szam, amelyre n,n + 1,n + 2 szamok
mindegyike péaratlan Osszegt, és létezik olyan n természetes szam is, hogy ezek
egyike sem paratlan dsszegd.

Bizonyitas. PL. P(75) = 1, P(76) = 1, P(77) = 1, P(41) = 0, P(42) =
0, P(43) =0.
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6. tétel. Nem létezik olyan n természetes szam, amelyre azn,n+1,n+2,n+3
szamok egyike sem paratlan dsszegii.

Bizonyitas. Az n,n+1,n+2 és n+ 3 kozott van olyan szam, amelyik a 4-nek
tobbszorose. Ha 4-nek tobbszordse, akkor felirhato két paros szam szorzataként. Ez
azt jelenti, hogy a 2. tétel alapjan paros 0sszegii szamnak kell lennie. Négy egymast
kbvets természetes szam kozott tehat mindig van paros 6sszeg.

A természetes szamok egymast kovets paratlan szamok Osszegeként valo
particioit mutatja az 1. tablazat, ahol n 1 és 50 kozotti szam. P(n) jelenti a particiok
szamat.

1. tablazat

n Primfaktorizacio Particiok szama
1 — 0
2 2 0
3 3 0
4 22 1
5 5 0
6 2.3 0
7 7 0
8 23 1
9 32 1
10 2.5 0
11 11 0
12 3-22 2
13 13 0
14 2-7 0
15 3-5 1
16 2-4 1
17 17 0
18 232 0
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n Primfaktorizacio Particidok szama
19 | 19 0

20 | 22.5 1

21 | 3.7 1

22 | 2-11 0

23 | 23 0

24 | 3.23 2

25 | 52 1

26 | 2-13 0

27 | 33 1

28 | 22.7 1

29 | 29 0

30 | 2-3-5 0

31 | 31 0

32 | 25 3

33 | 11-3 1

34 | 17-2 1

35 | 5.7 12:2-2)=1
36 | 22.32 1(1-3+1)=
37 | 37 0

38 | 2-19 0

39 | 3-13 1(2-2-2)=1
40 | 23-5 1(2-2)=2
41 | 41 0

42 | 2-3-7 0

43 | 43 0

44 | 2211 1(1-2)=2

45 | 32.5 $(3-2-2)=2
46 | 2-23 0

47 | 47 0

48 | 2%-3 3(3-2)=3

49 | 7° 13-1)=1
50 | 2-52 0
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A hallgatok szamara kijelolhetiink tovabbi feladatokat ajabb tételek megfogal-
magzasara és bizonyitasara.
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