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EGY FELMERES TANULSAGAI
Sashalminé Kelemen Eva (EKTF, Hungary)

Abstract: In this paper we are analyzing a proficiency test written by mathematics
major college students. It is obvious by the test that the clarification of the rudiments of
logic are needed.

Néhany megjegyzés az elsé évfolyamos matematika szakos
tanarképzs fGiskolai hallgaték logikai ismereteirdl

A féiskolai hallgatok tobbéves oktatasa (geometria, logika, elemi matematika)
sorén szerzett negativ tapasztalataim késztettek arra, hogy felméréseket készitsek
az intézményiinkbe bekeriils hallgatok logikai ismereteirsl. Dr. Rédling Elemérnek
a Kando Kéalman Villamosipari Miszaki Féiskolan a logikai fogalmak témakorében
végzett felméréseét ([2]) olvasva, kivancsi voltam arra, hogy a leendd matematika-
tanarok milyen alapokkal rendelkeznek.

Az els6 felmérést 1993-ban készitettem az akkori els§ évfolyam felével, 65
hallgatoval. Ekkor a logika oktatasa az elsé év els6 félévében tortént, igy képet
kapva arrol, hogy melyek a f6bb hianyossagok, tudtam, hogy mire kell koncentralni
az anyag targyalasakor. 1994-t6l a ,Halmazelmélet és matematikai logika” el6adasai
a harmadik évre keriiltek, s az alapvets logikai fogalmakat a hallgatok az elsd
évfolyamon, az analizis, ill. algebra targyak keretén beliil ismerik meg. 1996-ban az
els6éves hallgatoknak egy jobb képességii csoportjaval ismét megirattam a felmérst
(az els elemi matematika gyakorlaton).

Tanulsagok

Miel6tt a felméréseket elemezném, szeretném részletesebben megindokolni,
hogy az eredetileg csak a sajat munkamat elGsegitd elemzést miért tartom sziiksé-
gesnek kozzétenni.

A matematika szakra jelentkezd didkok képessége, felkésziiltsége évek 6ta egyre
gyengébb, s ez nem csak fGiskolankon van {gy.[4] Késébbi visszajelzések alapjan
tudjuk, hogy sok kozepes képességii, de szorgalmas hallgatonkbol jo, lelkiismeretes
tanar lett, tehat megfelel6 alapokkal és kell6 szorgalommal a matematika szak
elvégezhetd. Az utobbi par évben azonban egy egyre erds6ds negativ tendencia
figyelhet6 meg a hallgatéink koérében. Az els§ par hét, honap utédn, mivel van ra
lehet6ség, leadjak a matematika szakot, nem gondolva a kévetkezményekkel, hogy
egy szakos fizika, kémia, foldrajz (!) stb. szakos tanarként hogyan tudnak majd
elhelyezkedni.
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A szakleadas egyik oka a kozépiskolai és a féiskolai matematika tanulés,
tanulasi modszer kozti kiilonbség. Egy hallgato konkrétan meg is fogalmazta a
lényeget. Elmondta nekem, hogy 6 azért valasztotta ezt a szakot, mert szerette a
matematikat, és ezt nem kellett tanulni a kozépiskolaban. Itt a fGiskolan viszont
sokat kell tanulni, 6 nem erre szamitott!

A tobbségnek valoban gondot okoz a definicidk, tételek, bizonyitésok, ,,ér-
telmes” elsajatitasa. Vannak akik bemagoljak az anyagot (még az abrazolo geo-
metriai szerkesztéseket is !), de ha belekérdez a tanar az egyes lépések miértjébe,
selvesznek”. Nem tudnak matematikat tanulni; nem tudjak megragadni a definiciok
lényegét, nem latjak a kiilonbséget tétel és definicio kdzott, stb.

Még rosszabb a helyzet a nem matematika szakosok matematika oktatasanal.
A gazdasagismeret, a szamitastechnika stb. szakosok matematika tanitasaval kap-
csolatos problémaékra itt nincs mod bévebben kitérni, de a nehézségeket jelezheti
az a tény, hogy a szdmitastechnika szakra jelentkezsk tobsége nem is tudja, hogy
neki a felvétel utan egy évig matematikat is kell tanulnia. (Nem egy torténelem—
szamitastechnika szakos ,dicsekedett” mar nekem azzal, hogy kettesre érettségizett
matematikabol). Kiilon cikk témaja lehetne az itt alkalmazhaté modszerek targya-
lasa, ugyanis elgondolkodtatoak a Vizvari Béla [4] altal leirtak, azaz hogy ha egy
ilyen szaknak a felét kibuktatja egy matematikus el6adé, akkor elttinik egy masik
szak adott évfolyamra esd koltségvetési tdmogatasanak a fele.

Visszatérve a logikai alapokhoz, az altalanos iskolai oktatasnal kell kezdeniink.
A logika elemeinek tanitasa évek oOta szerepel a tantervben, de eléggé elsikkad a
tanitas soran.

T6bb tanitvanyom is irt szakdolgozatot arrdl, hogy a logika elemei hogyan
talalhatok meg, dolgozhatok fol az altalanos iskolai anyagban. Néhanyan irattak
felmérdket is, (f6leg nyolcadik osztalyban) és sajnos az ott tapasztalt negativumok
jo része jelentkezik a f@iskolai hallgatoknal is. Gondot jelentett példaul néhany
esetben allitasok tagadasdnak megfogalmazasa; ez még a hallgatéinknal is igy van,
hiszen sokuk szerint a ,Mindenki tud tszni” allitas tagadasa a ,,Senki sem tud tszni”.
(Hogyan épiilhet erre az indirekt bizonyitas?). Probléméas volt még a ,ha ... akkor”
tipusu allitasok és megforditasuk vizsgéalata. Sokan azonosnak tekintik a kett6t, az
implikacio (kondicionalis) és az ekvivalencia (bikondicionalis) kozotti kiilonbséget
jobban kellene hangsilyozni. ( A nem matematika szakosoknél gyakori, hogy az
emlitett tipusa allitdsokban az ,akkor’-t idShatarozoként fogjak fel s kezdenek tgy
definiciot, hogy pl. ,Egy sorozat konvergens ,akkor amikor ...”). A felmérésekbdl is
kideriilt, hogy sziikség lenne a bizonyitési igény felkeltésére a nyolcadik osztalyban;
sok tanuld csak ,megérzés alapjan” probélta megoldani a feladatokat, nehezen
tudta lefrni, indokolni a gondolatmenetét. Jatékos, egyszeriibb feladatokkal ez is
gyakorolhato.[1]

A kozépiskola elvégzése utan a didkoknak a definiciok, tételek, a kiilonbozd
bizonyitasi modszerek lényegével tisztdban kellene lenniiik, az elsé éves hallgatok
korében végzett, a bevezetSben emlitett vizsgalatok azonban azt mutattik, hogy
nem mindenkinél vilagosak ezek a fogalmak.
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Az els6 6ran (45 perc alatt) megiratott felmérd tiz feladatbol allt, melyeket agy
vélogattam, hogy meglehetGsen atfogod képet kapjak a didkok logikai ismereteirdl.
A részletesebb elemzés az 1992-ben iratott anyagra vonatkozik.

1. Egy egyenes mersleges egy sikra, ha a stk minden egyenesére merdleges.
Fejezze be a kivetkezd mondatot gy, hogy az el6zd tagadasa legyen!

Egy egyenes nem mer6leges a sikra, ha ...

A megoldéasok t6bb mint fele rossz volt. A kiegészitések tobbségében a ... ha
a sik egyik egyenesére sem merdleges” megfogalmazast irtak.

2. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak? Melyek egymas megforditasai?

(a) Az egybevago haromszogek egyenld teriiletiiek.

(b) Ha a haromszogek nem egyenl§ teriiletiiek, akkor nem egybevagoak.

(¢) Ha a haromszogek egyenld teriiletiiek,akkor egybevagoak.

A logikai értékét 80%-uk jol hatarozta meg, ami a kérdések egyszeri geometriai
hatterét tekintve nem j6 arany. A masodik kérdésre a hallgatok t6bb mint fele
(1) azt valaszolta, hogy az (a) kijelentés megforditas a (b). (A (b) allitas az
(a) kontrapozicidja, igy nyilvanval6, hogy az implikacio, annak megforditésa és
a kontrapozicié kapcsolatat a tovabbiakban tisztazni kellett.)

3. Nem igaz, hogy minden paratlan egész szam primszam.

Fejezze be a kovetkez6 mondatot tigy, hogy az el6z§ allitassal azonos jelentést
legyen! Vannak egész szamok ...

Ez volt a legnagyobb aranyban (92%) jol megoldott feladat. A kvantort
tartalmazo allitdsok tagadasanak ismeretérdl til szép eredményt mutat, valoszind,
hogy a tulsagosan is konnyd matematikai alap miatt.

4. Az alabbi két allitas ugyanazt fejezi-e ki 7
Nem igaz, hogy Kati sz6ke és kékszemi.
Kati nem sz6ke vagy Kati nem kékszem.

Mindossze masfél szazalék volt a jo valasz. A hibasak tobbségét indokolték is,
pligy: ,Nem igaz, mert a masodikban lehet valasztani, mig az elsg kijelenti, hogy
nem igaz.” ,, Ugy lenne jo, hogy Kati sem nem széke, sem nem kékszemi.” ,, Nem
ugyanaz, mert az és és a vagy szénak mas az értelme.” Csak néhany példat ragadtam
ki a rossz valaszok koziil, de ezekbdl is lathatd, hogy a konjunkcié tagadasa
mennyire nem vilagos. (Itt a [(A A B) ~]A V |B de Morgan torvényt kellett
volna alkalmazni, ami nem kozépiskolai anyag, de hasonlé jellegti atlagfogalmazasok
eléfordulhattak.)

5. Milyen kovetkeztetést lehet levonni az alabbi két allitasbol? (Kaphat vagy
nem kaphat Kati engedélyt az Olimpian valo részvételre?)

(1.) Ha Kati j6 eredményeket ér el a sportban, kaphat engedélyt az Olimpian
valo részvételre.

(2.) Kati nem ér el jo eredményeket a sportban.
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Ez eléggé nehéz feladat volt, mert a két allitds alapjan kaphat (nincs az a
feltétel, hogy ,,. .. de csak akkor”), de megfogalmazodik, hogy akkor mit keresne az
Olimpian? A megoldasok nyolcvan szazaléka hibas volt, ezek koziil néhany: , Ha nem
ér el jo eredményt, semmiképp sem kaphat.” Sziilettek nem egyértelmi valaszok
is: ,Valoszind, hogy nem kap.” ,Vagy kap, vagy nem.” ,Mindkettd lehetséges, attol
fiigg, hogy sziikség van-e ra.” ,Kaphat engedélyt, de nem kap.”

6. Kovetkezik-e a negyedik allitas az el6z6 harombol?
(a)

(1.) Ha a 2 primszam, akkor ez a legkisebb pozitiv prim?

(2.) Ha a 2 a legkisebb pozitiv primszam, akkor az 1 nem primszam.

(3.) Az 1 nem primszam.

(4.) A 2 primszam.

Ez is elég fogos” feladat volt, s bar a hallgatok 52%-a jo valaszt adott, azaz,
hogy nem kovetkezik, de nem vagyok benne biztos, hogy ez mindenkinél tudatos,
helyesen megindokolt valasz lett volna. Tobben azt irtadk, hogy igen, a 2 primszam;
nem azt vizsgaltdk, hogy kovetkezik-e az utolso allitas az el6zbekbdl, hanem azt,
hogy igaz vagy sem.

(b) Kovetkezik-e az elss két allitasbol a harmadik ?

(1.) Ha holnap hideg lesz, a kabatomat fel fogom venni, ha az ujjat meg-

javitom.

(2.) Holnap hideg lesz, de a kabét ujjat nem javitom meg.

(3.) Holnap a kabatot nem fogom felvenni.

A megoldasok 80%-a rossz volt, és még a ,nem kovetkezik” helyes allitast
is tobben rosszul indokoltak. Pl. \Nem kovetkezik, mert ha hideg van a szakadt
kabéatot is 6l lehet venni”. Az alabbi vélaszado ,belegondolta” azt, amitél valoban
helyes lenne a kovetkeztetés: ,Igaz, mert csak akkor fogja folvenni, ha megvarrta
az ujjat.”

Az 5-6s és 6-os feladatokra adott valaszok elgondolkodtathatnak arrél, hogy
egy bonyolultabb bizonyitds megértése, visszaadasa milyen nehézséget jelent azok-
nak, akik az akkor és csak akkor fogalmakkal ennyire nincsenek tisztaban.
Hangsulyozni kell, hogy csak azt hasznélhatja f6l a bizonyitas sorédn, amit korabban
méar igaznak elfogadott, vagy bizonyitott, ,belegondolni” dolgokat nem lehet! (A
kovetkeztetések vizsgalatanal, a formalizalasnal ezekre a feladatokra visszatértiink.)

7. Jok-e az alabbi definiciok?

(a) A deltoid olyan négyszog, melynek két atloja merdleges egymaésra, és a
nagyobb atlé a négyszog szimetriatengelye.

(b) A valtoszogek olyan szogparok, melyek szarai paronként parhuzamosak.

Az (a) kérdésre 73%-ban rossz vélaszt kaptam, amelynek oka {6leg a geometriai
ismeretek hianyossiga. Volt olyan megoldés, hogy .,... igaz, ha a deltoid konvex,
nem igaz, ha a deltoid konkav.”
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A masodik részre adott valaszoknak is a 66%-a rossz volt, szerepelt kozottiik
pl. olyan, hogy ,jigaz, csak hianyos”.

8. Mi az indirekt bizonyitéas lényege?

A valaszok 67%-a jo volt, de felttint, hogy nagyon sokan nem altalanossagban
fogalmaztdak meg a bizonyitas jellemzGit, hanem irtak egy konkrét példat ra.
(A tobbség bizonyitotta, hogy a /2 irracionalis.) Ez a gondolatmenet a nem
matematika szakosoknal is gyakran el6fordul, egy tételt konkrét példan keresztiil
sigazolnak”.

A rosszak kozott tobb a teljesen zavaros: pl.,Feltesziik az allitas helyességét,
és azt bizonyitjuk be, hogy nem igaz.” Az ellenkez3jét bizonyitom be”. Néhanyan
Osszekeverték a teljes indukcioval.

9. Az alabbi mondatok koziil melyik az egyenlészaria haromszog definicidja?
(a) Egy haromszog egyenls szarta ha van két egyenls oldala.

(b) Az egyenls szart haromszog alapjan levs szogek egyenlGek.

(¢) Az egyenld szart haromszognek van szimetriatengelye.

Ez volt a legmegdobbentéen rossz eredményt hozo feladat, mindossze 28% volt
a jo valasz. A legtobben, (40%) a (b)-t tekintették definicionak , voltak akik a (b)-
t és (c)-t, s6t 13% mindharmat megjelolte definicioként. Néhanyan ,tanulsagos”
megjegyzéseket is fliztek a megoldasukhoz: ,Egyik sem, mert egyik sem egzakt 7
,Mindegyik igaz, de a specidlis esetet egyik sem zarja ki”; ,Mindegyik igaz, de egyik
sem zérja ki az egyenld oldald haromszoget.”

10. Fogalmazza meg az alabbi tételt masképpen!

Egy négyszog akkor és csak akkor hirnégyszog, ha szemkozti szogeinek az
Osszege 180°.

Mindossze ketten fogalmaztak meg a ,sziikséges és elégséges” kifejezést hasznalva;]
35%-uk jol, két részre bontva ,ha akkorral”; 47%-uknal viszont csak az egyik
implikaci6 szerepelt, a megforditas mar nem! A rossz vélaszok koziil néhany: ,Nem
lehet ilyen réviden és egyértelmtien atfogalmazni”; \Egy négyszog hirnégyszog, ha
meg tudom szerkeszteni a koré irhato kor kozéppontjat ”; Egy négyszoget akkor
neveziink hurnégyszognek, ha a szemkozti szogeinek osszege 180°; ,Ha egy négyszog
sarkai egy koriven helyezkednek el, akkor az hirnégyszog.”

A négy évvel késébbi, kisebb létszamia csoportban késziilt felmérés jobb
eredményt mutatott, de a legjellemz&bb hibak ott is eléfordultak. A negyedik
feladatot csak a csoport negyede oldotta meg jol, a hatost és a kilencest is csak
a fele.

A vizsgalatokban nem olyan nagy szamu hallgatosag vett részt, hogy komoly
kovetkeztetéseket lehetne levonni, (nem is ez volt a cél), mindenesetre az elemzések
ramutattak néhény probléméra. Az egyes kérdések uténi megjegyzésekbdl is
lathato, hogy komoly gond van a definiciok pontos megfogalmazasaval, lényegének
megértésével, a tételek pontos megfogalmazasaval (még késébb is elsfordul, hogy
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tételben szerepel a ,nevezziik” kifejezés!) a ,sziikséges és elégséges feltétel”, az
ekvivalencia ismeretével.

Mi a megoldas? A felsGoktatas modszertana eddig eléggé elhanyagolt teriilet
volt, arra épitve, hogy a legértelmesebb didkok keriilnek be az egyetemekre és
féiskolékra, és 6k ,maguk is meg tudjak tanulni” a leadott anyagot. Mara viszont
megvaltozott a helyzet, s valamit tenniink kell, hogy megel6zziik a szakleadast,
lemorzsolodast.

Visszatérve a logikai fogalmakra, nagy segitség lenne, ha mar altalanos,
és féleg kozépiskolaban is nagyobb figyelmet forditananak ezek tisztdzasara. A
foiskolan pedig ,fel kell zarkoztatni” a gyengébb hallgatokat. (Szegeden ,Matem-
atikai praktikum” cimd targy keretében az els§ félévben ezt csinaljak.) Nalunk
az elemi matematika 6réin lehetne ezt megvaloésitani, a matematikai gondolkodast
fejleszteni.

Szandékomban all ez év szeptemberében a nem matematika szakos, sza-
mitastechnikus hallgatok els6 matematika eladasan egy, a fentiekben elemzett
felméréshez hasonlot iratni. (Mindenesetre, ennek az eredményétdl fliggetleniil, a
szemesztert az eléz6ekben emlitett, probléméas fogalmak tisztéazasaval kezdem.)
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