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A MATEMATIKAI ANALIZIS OKTATASA SORAN
TAPASZTALT PROBLEMAKROL ES HIBAKROL 1.

Mihaly Rados (EKTF, Hungary)

Abstract: Problems and mistakes of the teaching of mathematical analysis I.
We deal with the axiomatic structure, the system of symbols and the connection of
descriptiveness and analysis.

Bevezetés

A didk nem akar tanulni, de ismerni, érteni és tudni szeretne mindent. Ez az
a helyzet, amely alapvet§ nehézséget és értelmét adja az itt dolgoz6 szakemberek
munkéajanak, szakképzettségilikbsl és hivatastudatukbol eredd tevékenységiiknek.
Napjainkban a matematikaoktatas minden szintjén sok olyan véltozas kovetkezett
be, amelyek sziikségessé teszik szaktargyi és metodikai kérdések dtgondolasat ujra:

— a matematika oktatasanak tartalma megkdozeliti a matematikai tudomanyt;

— a NAT (Nemzeti Alaptanterv) felttinése, csiszolgatésa, elttinése, ajrafogalma-
zasa;

— a fels6foku oktatési intézmények fazidja;

— az 1j eszkozrendszer nemzetkozi méretti bevezetése és elterjedése (szamitogeé-
pek!), ezek kapcsolata a hagyoméanyos oktatési eljarasokkal;

— a kozépiskolai és felsGoktatasi intézmények autondmiajanak névekedése;

— az Ggynevezett atjarhatosag (s6t athallgatas) biztositasa;

— a kreditpontrendszer alkalmazésa;

— az Onkoltséges, az 6nallé tanuldsra alapuld intézmények rohamos terjedése;

— a tankonyvek, jegyzetek, ajanlott irodalom valtozatossaga;

— és lehetne folytatni a problémék sorat tovabb.

Ezek a modosulasok — sokszor nevezik korszertsitésnek, fejlédésnek — rész-
ben sziikségszertiek, hiszen az iskola élete mindig a tarsadalmi lét kicsinyitett,
késleltetett, de mindig direkt leképezése volt. A véltozéas jellemzésére példaként
megemlitjiik a logarlécet: ez az eszk6z nem is olyan régen a mérnok, a matematikus
szimboéluma volt, a féiskolakon kiilon tantargyként tanitottuk hasznalatat kiilon-
b6z6 feladatok megoldasara; a mai didkok mér latasbol sem ismerik a logarlécet;
ott van a zsebszamologépe!?

Ugyanakkor jelentkeztek a fGiskolara felvételt nyert matematika szakos hallga-
toknal olyan problémak, amelyekre mar részben céloztunk:

— egyes fogalmak, s6t fejezetek ismerete felszines;
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— a kovetelményekben nagy az ugras szamukra a kozépiskolahoz képest;

— nem biztosak a matematika szaknyelvének hasznalatdban, mondandojuk ver-
balis kifejezésében (a tesztek utohatasa?);

— téjékozatlanok a kovetkeztetések, bizonyitasok terén, nem értik ezek logikai
strukturajat;

— ismereteik alkalmazasa formalis, mechanikus;

— hianyzik bel6liik a nehézségek lekiizdésére iranyulo torekvés, a kitarto igyeke-
zet; ha nem érnek el azonnal sikert a feladatok megoldasaban, kénnyen feladjak
a reményt.

Az alabbiakban 6nkényesen kiragadunk néhany problémat és feladatmegoldéasi
nehézséget a matematikai analizis témakorébsl, amelyek igazoljak az emlitett,
vazolt kérdések realitasat!

1. Az axiomatikus (axiomatikushoz kozelalld)
targyalasméodrol

Ez a legelsd, ,alapoz6”, a hallgatotol szamara eddig még meg nem szokott
nagy figyelmet, koncentraciot és distinctiot kovetel témakor. Kezdetben nem
igazodik el az axiomak, a definicidk, tételek, bizonyitasok vilagdban. Nem érti,
hogy ,miért” kell nyilvanvalé dolgokat nyakatekert moédon bizonygatni?! Ez minden
egyéb fogalom kialakitasanal igy alakul: ha kimondunk egy definiciot, ezzel még
nem tanitottuk meg! Egyre vilagosabba majd az alkalmazasok, méas fogalmakkal
valé kapcsolatdnak megteremtése, funkci6janak megismerése soran valik egyre
tisztabba! A repiil6géprdl van fogalma a kisgyereknek, az utasnak, a pilotanak,
a repiilégéptervezd mérndknek, de példaul ezen fogalmak kozotti kiilonbséget nem
is érdemes hangsulyozni.

Oktatédsunknak is vannak hidnyossigai ezen a téren. Egy-egy fogalom még
a kiilonb6z6 matematikai tantargyakban is definialasra keriil, més-méas megfogal-
mazasban: példaul szerepel a fiiggvény, a szdmossidg fogalma az algebraban, a
folytonossag a geometriaban is. Méasrészt ha a hallgato kezébe veszi egy masik
egyetem (fGiskola, tanfolyam) tankdnyvét, jegyzetét, vagy egyéb analizis targyu
szakkonyvet, ugyancsak el kell mélyednie az adott tananyag ott alkalmazott
felépitésében. A fgiskolai hallgatd emlékszik kozépiskolai tanulményaira is, ennek
szemléletes targyalasmodja kezdetben segitheti az atmenetet, de kés6bb zavarja
az absztrakt ismeretszerzés folyamatat. Probléma jelentkezik a tarstanszékekkel
valo kapcsolatban a tantargyi koncentracio terén is. Példaul a fizikaban joval el6bb
sziikség van olyan fogalmakra — differencialhdnyados, integral, ... —, amelyek a
rendszeresen felépitett matematikai analizis kés6bbi fejezetei.

Itt bizony zavar keletkezik! Ha a tobbi szakteriilet nem torekszik az axioma-
tikus felépitésre, akkor az analizis axiomatikus targyaldsa helyett axiomatizmust
tanitunk analizis cimszo alatt.

Ugyanekkor a tananyag rendszeres felépitésére, a precizségre, a szabatossagra,
most lenne a legnagyobb sziikség, amit a szabatossag paradoxona cimen is szokas
nevezni.
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Aki még nem latja a kiillonbozséget, annak a szabatossag semmit sem mond.
Aki mar jol latja, az viszont az elnagyolt fogalmazas ellenére is latja. Akik értik
egymaést, azok pontatlanul is kifejezhetik magukat. A szabatos megkiilénboztetésre
azoknak van leginkabb sziikségiik, akik éppen kezdik latni a kiilonbséget, de még
nem biztosak benne ([3] 52. o.).

2. A jelblésrendszer

Az analizis tananyagénak felépitésében mutatkozo eltérések mellett noveli az
oktatds nehézségét még az is, hogy a szakirodalom szimbolikaja nem egységes.
Ahény intézmény, ahany tanszék, s6t ahany szerzg, annyiféle jelolésrendszert alkal-
maz, sokszor parhuzamosan és részben ellentétesen. Gazdagitja ezt a véalasztékot az
onkoltséges képzési forméak, az 6nalld tanulasi modszerek segitségére ki-kialakitott
jelolésrendszer, valamint az egyes tanarok szubjektiv elképzelései.

Mi a tovabiakban kévetkezetesen [1] és [2] jeloléseit, felépitését és feladat-
megoldasait hasznaljuk.

Valos szamsorozatok esetében kiilon ki kell térni arra, hogy mi a kiilonbség az

<an>; Qn; {an}

jelentése kozott. Elegans taglalasa ennek a témakornek a [8] 141. oldalan kezd6ds
fejezet.

Ha a fiiggvény fogalmét el6zetesen definidltuk, a valés szamsorozat fo-
galmat ugy értelmezhetjiik, mint a természetes szamok (IN) halmazan értelmezett

fiiggvenyt (f):
(an):N — Ry an:=f(n), neN

Fiiggvények esetében a hallgatok gyakran keverik a kévetkez6 szimbolumokat:

f
f(x)

z— f(z)
z+— f(z), v € Dy

f
rT—Y

y=f(x)
példaul
f:H—R, f(z):=2?

Nem mindig vilagos el6ttiik, hogy melyik jelolés melyik méasikkal ekvivalens, illetve
mi a kiilonb6z6ség! A matematikai analizisben a hozzarendelési szabaly nem ad meg
fiiggvényt, ha nem hatérozzuk meg az értelmezési tartomanyt, hiszen a fiiggvény
két halmaz kozotti binér relacio specialis esete. Annyi ,lezserséget” megengediink,
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hogy csak a képelemek halmazéat nevezziik meg (valds értékd), mert a pontos
értékkészlet altalanosabb esetben a fliggvénydiszkusszio soran allapithatéo meg. A
tarstudomanyok legtobbszor megelégszenek a hozzarendelési szabaly megadasaval,
de ekkor kiilon munka az értelmezési tartomany, mint a valos szamok szoéba johets
leghGvebb részhalmazénak (vagy ennek még egy részhalmazara valo lesziikitésének)
megallapitasa.

3. Az analizis és a természettudomanyok
(valosag, szemléletesség) kapcsolatarol

Ez a kérdés folyamatosan napirenden van, atfogd elemzések targya, amelyre
nem célunk kitérni. Néhany oktatasban is fontos példat emlitiink csak.

3.1. Mit nevez egy kezdd didk folytonos vonalnak? ,Ha megtudom rajzolni
a tablara krétaval a kréta felemelése nélkil”. Ez a megfogalmazas tébb szem-
pomtbol sem fogadhato el! Definialni kellene mit jelent az, hogy ,a kréta felemelése
nélkiil”; matematikai fogalmat egy fizikailag végrehajtott tevékenységgel probalunk
meghatérozni; mi a kapcsolat a ,folytonos” vonalnak és az ezt leird fiiggvény
folytonossaganak,. . .

Mar els6 szinten is elgondolkodtatjak a didkokat a kovetkezd kételkedést
kifejez6 problémak: messzirdl ,folytonos™nak tiinik a tablara rajzolt vonal, de ha
kozel megyek, mar kiilonallo krétaszemecséket latok; mi lenne, ha mikroszkoppal
nézném; egyméstol tavoli mészk&darabok tiinnek fel; ... hol van itt folytonossag?

Az analizis masik iranybol altalanosabban definidlja ezt a fogalmat. Sikbeli
folytonos vonalnak mondjuk az

= f(t)
y=g(t)
a<t<pB; o BeR

koordinataju pontok halmazat, valahanyszor f és g az [, 8]-ban folytonos fiiggvény
(t € o, O] szamok a paraméter szoba jové értékei) ([6], 367. o.).

3.2. A fels6ktatasban résztvevé matematika szakos hallgatok érdeklsdését
tovabb lehet fokozni, erre példaként idéziink néhany feladatot.

3.2.1. A hallgatok megismerik, vizsgaljak az ,,ugynevezett” egészrész-fiiggvényt,
majd elemzik ennek folytonossagat. Konnyen bebizonyithato, hogy ha zg ¢ Z,
iR — R, f(x):=[z] fuggvény folytonos, de ha zy € Z, akkor f az xg-ban
balrél nem folytonos, jobbrol viszont folytonos! ,,Hogy lehet ez? Hiszen a fiiggvény
grafikonjan balrol éppen tgy at tudok nézni, mint jobbrol az xg € Z esetekben is?!”

3.2.2. Elemezzik az

. _Jasinl, haz#0,
SRR, f(x).—{O’ ha 70
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fiiggvényt folytonossag szempontjabol! Kénnyd belatni, bebizonyitani, hogy ez a
paros fiiggvény minden valés x esetén folytonos, problémat csak az xy = 0 hely
esete jelent. A fiiggvény grafikonjat az o = 0 kérnyezetében nem lehet megrajzolni!

Az xg = 0 felé haladva a gorbe végtelen sokszor metszi az = tengelyt. ,,Elvben
barmilyen kozel vezethetjiik a grafikont az zg = 0-hoz, de az ¢y = 0-4n nem
vagyunk képesek atvezetni.” ([4] 242. o.) Az f fiiggvény pedig folytonos az xy = 0-
ban is! Ennek ellenére nincs értelme az olyan kérdésfelvetésnek, hogy példaul a
gorbe jobbroél haladva a 0-hoz feliilrsl vagy alulrél megy-e be az origébal

A folytonossidg matematikai értelmezésében benne vannak implicite olyan
Osszefliggések, tulajdonsagok is, amelyek a szemlélet szdmara nem nyilvanvaloak,
szinte hozzaférhetetlenek. Ez a fiiggvény egyébként nem eréltetett példa, mert
bizonyos csillapodo rezgések leirasara ehhez hasonlo fiiggvények alkalmasak ([4]).

3.2.3. Az érdeklsds hallgatok ilyen példék megismerése utan nagyobb figyelem-
mel kisérik a fogalom altalanositasat: kompakt halmazon folytonos fiiggvény kom-
pakt halmazon pontonként és egyenletesen folytonos fiiggvény (és a tulajdonsagok)
feliilrél folytonos fiiggvény, teljesen folytonos fiiggvény; . ..

4. A végtelen fogalmardl a matematikaban

Véges értelmiinkkel a végtelent felfogni nem konnyi feladat, a definicidkra
val6 tamaszkodas ismételten megkovetelt eléfeltétel, mert kiilonben ,,jozan paraszti
ésszel”, a ,szemlélet alapjan”, ...durva szakmai hibakat lehet elkovetni a ,, =7, ,,%”,
,00 — 00”,. .. tipusu kifejezések, ezek hatarértékének elemzése soran. Egy sorozat
vagy fliggvény hatarértékén mindig valamilyen valos szamot értiink. ,,.De akkor mit
értsiink plusz (vagy minusz) végtelenen? Semmi esetre sem olyan ,szamot” ... ([5]
131. 0.) Végtelen, ,mint olyan” nem létezik, errgl altalaban nem lehet beszélni,

funkci6ja mindig a definicioban szerepel ([1], [2]).

A témakor elemzése is kimerithetetlen, mint maga a fogalom. Kezdddik azzal,

hogy mit is jelent: n — +o0; lim a, =7; lim a, = +oo; lim a, =
n— 00 n— +00 n— +00

—00; 00 € Ry

A konvergens, divergens (valodi divergens) sorozatok és sorok targyalasa
hosszt folyamat. Altalaban bizonytalanok a hallgatok az elégséges, sziikséges,
.. .feltételek megfogalmazasaban, sok hibat kovetnek el. [7] példaul kiemeli: kon-
vergens-e a kovetkezo valés szamsor: Y (2’“—,:), (definicio szerint: 0°:=1, 0!:=1)?

k=0

A D’Alembert-féle hanyados-kritériumot alkalmazva sok hallgatd eljut az
lim (n4+1)"T1(2n)!
o0 (2(n+1))Inm
a megoldast. Pedig némi attekintés utan konnyd belatni, hogy ez a hatarérték 0,
tehat a sor konvergens ([7] 127. 0.)!

kifejezéshez, de ez szdmara bonyolultnak tinik, és abbahagyja

Most egy példat emlitiink csak. Tanari kérdés: ,Mennyi végtelen sok pozitiv
valos szam Osszege?” A | természetes’ vélasz ,végtelen”?! A fogalmak tisztazasa, a
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szitkséges és elégséges feltételek kimondasa és bizonyitdsa utdn még mindig marad
bizonytalansag a didkokban! Mennyi az Osszege a kozismert

Eol

1 1
Z—_1+ ot t
—k 3

harmonikus sornak? Szamitastechnikaban jartas hallgatonk Gsszeadott egymillio
tagot: s1000000 ~ 14,39. Ebbdl arra kovetkeztettek, hogy a sor konvergens, 6sszege
20 alatt marad. Jott a bizonyitas: ez a sor divergens,

°°1
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