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Egy euklidészi gytri

KIRALY BERTALAN,* OROSZ GYULANE

Abstract. We showe in this paper that the polynomial ring over a field of the

infinite cyclic group is an Euclidean one.

Legyen R{g) a (g) végtelen ciklikus csoport T test folotti csoportgyti-
rije. A T'(g) minden eleme felirhato

(1) x = Zaigi, a; €T

1€EZ

alakban, ahol csak véges sok a; # 0. Kénnyt belatni, hogy a T'[g] és T[g]
polinomgytiriik (ha tgy tekintiink a g-re, ill. a g~!-re mint hatarozatlanokra)
a T(g) részgytriii.

Ismeretes, hogy a test f6lotti egyhatarozatlana polinomok gytrtje euk-
lidészi gytirtd. Az euklidészi gytirtik fontos szerepet jatszanak a matema-
tikdban, tobbek kozott az algebraban és a szamelméletben is. Ez annak
tulajdonithat6, hogy egész sor olyan tulajdonsaggal rendelkeznek, amelyek
megkonnyitik alkalmazasukat (pl. az euklidészi gytrik féidealgytrik, érvé-
nyes benniik az egyértelmi primfaktorizacié tétele, legnagyobb k6z6s osztd
létezése stb.). Az is ismeretes, hogy a test folotti kéthatérozatlana polino-
mok gytrtje nem euklidészi gytrti. A T'(g) csoportgytri{it nem tekinthet-
jik sem egyhatarozatlant, sem pedig kéthatarozatlani polinomgytrtinek.
Bebizonyitjuk, hogy ennek ellenére a T'(g) euklidészi gytrt.

Tétel. A végtelen ciklikus csoport test {6l6tti csoportgytiriije euklidészi
gytrd.

A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz néhany jol ismert fogalomra és
allitasra.

Ismeretes, hogy a gy(ri egységeinek halmaza a szorzésra nézve csopor-
tot alkot amelyet U(R)-rel fogunk jelolni és az R gytird egységcsoportjanak
fogunk nevezni.

A tovabbiakban R integritastartoményt fog jeldlni, azaz kommutativ,
egységelemes, nullosztémentes gy(riit.

* A kutatast az OTKA T16432 sz. palyazata tamogatta.
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Az a elemet a b (a,b € R) asszocidltjanak nevezziik, ha a = b valamely
e € U(R) elem esetén. Ezt a ~ b-vel jeloljik. Kénnyt belatni, hogy a ~
ekvivalenciarelacié az R-en. Ezért a tovabbiakban tgy is mondhatjuk, hogy
az a és b elemek asszocialtak.

Definicié. A T'(g) csoportgytri

alaki elemeit normalt elemeknek nevezziik.
Vilagos, hogy ha 2’ normalt elem, akkor 2’ € T[g] C T(g).

1. Lemma. A T(g) csoportgytiriiben igazak a koévetkez6 allitasok:

1. Minden z # 0 T'(g)-beli elemhez létezik olyan egyértelmiien megha-
tarozott x’ normélt elem, hogy x ~ ' és egy megfelels o (o € T) és egy
meghatarozott k egész szammal teljesiil az

(2) z = agkz’

egyenldség. Az x' elemet az x normaéltjanak fogjuk nevezni.
2. Ha 2/ és y' normalt elemek, akkor az x'y’ is normalt elem.
3. Tetszbleges nem nulla z,y T{g)-beli elemek esetén igaz az

/1

(zy) = 2"y,
egyenldség.
Bizonyitas. 1. Legyen x € T'(g). Akkor az (1) szerint x elgallithato
Tr = Z ozl-gi, a, €T
icZ
alakban, ahol csak véges sok a; # 0. Legyen
b — min (i
i)
és
o' =a g e =a; g7k Z gt =1+ Z o g Faugr.
1€Z i€z
itk
Mivel i — k > 0, az 2’ elem felirasaban a g-nek csak nemnegativ hatvanyai

szerepelnek. Igy
=1+ Z 84"
0<jez
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alaku, vagyis 2’ normalt elem. Az

r_ o —-1 _—k
r=q, g T

egyenlGségekbdl nyerjiik, hogy
= apgta’.

Tehat z elsallithato (2) alakban és x ~ 2.

2. Legyen o’ =1+ Z gt és y =1+ Z Big'. Az x',y" a T|g|
0<i€Z 0<ic€Z
polinomgytrd elemei és

2y =1+ > g €Ty,
0<ie”z

azaz 'y’ normalt elem.
3. A (2) szerint z és y felirhato

v=ag* & y=p8g"y, (BET, kneZ)

alakban. Ezért

(3) zy = afg" 2y = aBg" T (1+ Y big") € Tgl.
o<ie”Z

Innen kovetkezik, hogy (zy) = z'y’.

A tovabbiakban a (2)-re valé hivatkozas nélkiil is fogjuk alkalmazni a
T(g)-beli elemek (2) alaku elsallitasat.

2. Lemma. A T(g) egységcsoportjanak elemei vg' (v € R,i € Z)
alakiak.

Bizonyitas. Legyen = € U(T(g)). Az el6z6 Lemma értelmében = és
1 elallithatok

= ag’x és ! = B¢y (a, €T, k,ne Z)

alakban. Ekkor figyelembe véve azt, hogy 2’ és 3y’ normalt elemek az

2y =1+ ) big' € Tlg]
0<ie”z
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egyenlGséghdl kapjuk, hogy

(4) L=gza~' = aBg" "2’y = aBg" "1+ Y big").
0<ieZ

Mivel a',y’ és x'y’ a T[g] elemei a (4) csak abban az esetben teljesiil, ha
' =y =1. Tehat z = ag® és y = Bg".

3. Lemma. A T(g) csoportgytiriiben az asszocialt elemek norméltja
megegyezik. Azaz, ha x ~ y, akkor ' = y'.

Bizonyitas. Ha = ~ y, akkor talalhato olyan ¢ (¢ € U(T(g))), hogy
x =ey A 2. Lemma szerint € = v¢™ (v € T,m € Z). Evidens, hogy ¢’ = 1.
Ekkor az 1. Lemma értelmében

/

' =(ey) =€y =y

4. Lemma. A T'(g) nullosztémentes gytri.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy x és y nem nulla T(g)-beli elemek és
ry = 0. Ekkor felhasznalva az = és y elemek = = aghz’ és y = Bg™y
(aB €T, k,n € Z) elsallitasat normaltjaik segitségével, az xy = 0-bol az

zy = afg* 'y’ =0
kovetkezik. Mivel a3¢g*T" € U(T{(g)), innen az 'y’ = 0 egyenldséget kapjuk.
Ez ellentmondas, mert 2’ # 0, y' # 0 és z’,y" € T[g].

Jeloljiik Z*-szal a nemnegativ egész szamok halmazat.

Definicié. Az R integritastartomany euklidészi gytirtinek nevezziik, ha
létezik olyan
p:R\ {0} —» Z*
leképezés, hogy minden a,b € R\ {0} elemparra igaz a ¢p(ab) > ¢(a)

egyenltlenség. Tovabbé, tetszéleges a és b # 0 R-beli elemekre teljesiil
a kovetkezd egyenlGség:

(5) a=>bqg+r, ahol vagy r =0, vagy ¢(r) < ¢(b), (r,q € R).

A ¢ leképezést euklidészi norménak, az (5)-6t pedig euklidészi osztésnak
nevezziik.
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Legyen z = Z a;g" € Tlg] C T{(g). Ekkor 2 = a,g*z’. Evidens, hogy

0<ieZ
k > 0. Jeloljiik x°-rel az x polinom fokat. Figyelembe véve, hogy k > 0 az

el6z6 egyenléségbdl kovetkezik, hogy
(6) a® > (a')°.

A Tétel bizonyitasa. Legyen = € T'(g) \ {0} és legyen

az r normaltja. Nyilvan ' € Tlg]. Legyen degxz = (2/)°. A deguz-et az
x elem modositott fokszaméanak fogjuk nevezni. Konnyd belatni, hogy a
degv = deg w egyenlGség pontosan akkor teljestil, ha v ~ w, és a degx =0
egyenlGség akkor és csak akkor igaz, ha = € U(T(g)).

Legyen x,y € T(g) \ {0}. Akkor =z = ex’ és y = dy/, ahol 2/, ¢/
megfelelGen az z, ill. az y normaltja és €, € U(T(g)). Az 1. Lemma 3.
pontja szerint (xy) = x'y’, és mivel x'y’ € Tg],

(7)) deg(ay) = ((zy)")° = (2'y")° = (2')° + (¥)° = degz + degy.
Legyen
(8) e: T\ {0} = Z%,  p(z) = dega.

Megmutatjuk, hogy ¢ a T'(g) euklidészi norméja. Ha x,y € T'(g)\ {0}, akkor
a (7)-bdl kapjuk, hogy

¢(zy) = deg(xy) = degx + degy > degx = p(z).

és igy a ¢ euklidészi norma a T'(g)-n.

Legyen z,y € T(g) ésy # 0. Irjuk fel az x-et és az y-t © = e2’ és y = Jy’
(e,0 € U(T(g)) alakban. Ha z = 0, vagy ¢(z) < ¢(y), akkor z = y-0+x és
az (5) teljestil.

Legyen most ¢(z) = ¢(y). Ekkor o(z) = ¢(2') = ¢(y) = ¢(y'). A Tlg]
polinomgytiriiben érvényes az euklidészi osztas, és mivel z’,y" T[{g)-beli
elemek, igaz a kovetkez§ egyenlGség:

2 =y'q+r, ahol r=0 vagy r° < (y)° (g, € Tg] C T{g)).

Ekkor a (6)-bol kovetkezik, hogy degr = (r')° < (y')° = degy és igy ¢(r) <
©(y'). Tehat

(9) ' =y'q+r, ahol r=0 vagy o(r) < @(y')-
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Ha o = ez’ és y = 0y’ (e,0 € U(T(g))), akkor a (9)-bdl kapjuk, hogy
dex’ = dx = dey’'q + der és igy

v =Yg+,

ahol § = e 1q,7 = er. Mivel § ~ q és T ~ r, és az asszocialt ele-
mek modositott fokszama megegyezik, a (9)-bsl kovetkezik, hogy az el6z6

o o

egyenlGségben vagy 7 = 0, vagy ¢(T) < ¢(y). Tehat a T'(g) euklidészi gytirtd.

Irodalom

[1] B. L. VaN DER WARDEN, Algebra I., Berlin - Heidelberg - New York.

KirALy BERTALAN

EszTErHAzZY KAROLY TANARKEPZS FOiskoLA
MATEMATIKA TANSZEK

LEANYKA U. 4.

3301 EGER, PrF. 43.

E-mail: kiraly@ektf.hu

Dr. Orosz GYULANE

EszTErRHAZY KAROLY TANARKEPZO FGIskoLA
MATEMATIKA TANSZEK

LEANYKA U. 4.

3301 EGEeRr, Pr. 43.



