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A matematikai problémamegold6é gondolkodas
vizsgalata 13—14 éves kori tanul6knal

OROSZ GYULANE

Abstract. In this paper is an experimental investigation of the mathematical
problem-solving at the age of 13 and 14. It consists of an introduction, the framework of

the study, research methods and problems, results and conclusions, a model.

1. Bevezetés, a témavalasztas indoklasa

A NAT bevezetését megel6z6 években a matematikaoktatashoz kapcso-
16d6 hazai és nemzetkozi kutatasokban igen nagy hangsulyt kapott és kap
ma is a tanuldi teljesitmények mérése, Osszehasonlitasa, a tantervi aspektu-
sok vizsgalata (IEA, Monitor).

A MAWI-csoport (1994) széles kortd vizsgalatot folytat annak feltara-
sara, hogy a matematikatanulasanak sikerességére milyen hatast gyakorol a
tanulokban a matematikaroél kialakitott nézet. Ezen vizsgalatok eredményeit
figyelembe kell venni a matematikaoktatéssal kapcsolatos fejlesztéseknél.

Ugyanakkor ezek mellett fontos feltdrni a matematikai problémameg-
oldas életkori jellemzdit, az esetleges alacsony teljesitményszint okait, az
el6forduld hibakat, hianyosségokat.

E gondolatok inspiraltak benniinket kutatasunk megkezdésekor. Vizs-
galatunk célja a 13-14 éves tanuldk matematikaban nytjtott problémameg-
0ld6 gondolkodéasénak feltérképezése. Szamos felvetés és valaszra vard kuta-
tasi kérdés fogalmazhaté meg ezen a teriileten. Milyen 6néllé és céltudatos
a tanulok ezirdnyu tevékenysége? Milyen jellemzé hibékat kévetnek el? Mi-
lyen kovetkeztetéseket vonhatunk le az el6forduld hibak lehetséges okaira
vonatkozoan? Mi jellemzi a 7. és mi a 8. osztalyos tanulok teljesitményét?
Milyen a részmegoldésok teljesitése? Elakadas esetén milyen aranyu a segit-
ségnyujtas? Milyen megoldasi modszereket alkalmaznak a tanulok? Mi je-
lenti a feladatban a tanulok szamara a probléméat? Végil ebben az egyaltalan
nem teljes sorban a legnehezebben megvalaszolhaté kérdés, hogy milyen
Osszefliggésben vannak a tanuldi teljesitmények a kiilsé és bels§ motivalo
tényezskkel? Cikkiinkben egy olyan elGvizsgalat eredményeir6l szamolunk
be, mely adatokat nyujt és segit abban, hogy egy szélesebb kord vizsgalat
hipotéziseit, kérdéseit koriiltekintébben és hatékonyabban tudjuk megfogal-
mazni.
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2. A vizsgalatok tervezése, metodikai vonatkozasai

A gondolkodéas vizsgéalatanak modszerére vonatkozo tudoményos kove-
telményeknek munkank soran igyekeztiink eleget tenni és teljes egészében
elfogadtuk Lénard Ferenc (1978) megéllapitasait:

1. Problémékat, feladatokat adunk a kisérleti személyeknek annak érde-
kében, hogy ezek a gondolkodési tevékenységet kivaltsak.

2. Elakadés esetén segitséget, un. kisegits feladatokat alkalmazunk.

3. Megvizsgaljuk, hogy a megoldasi menetekben az ismeretek milyen sze-
repet jatszanak.

4. Kozvetlen ravezetéseket alkalmazunk.

5. A gondolkodasi menet lépéseit gondosan feljegyezziik és elemezziik.

6. A gondolkodési tevékenység kozben elkovetett hibak tanulményozasara
nagy gondot forditunk.

7. Sohasem tévesztjiikk szem el6l, hogy a gondolkodasi tevékenység kol-
csonhatas a személy és a probléma kozott.

A feladatok osszeallitasanak pszichologiai szempontjai kozil figyelembe
vettiik (Kelemen, 1970) azon megallapitasat, hogy ,olyan feladatokat kell
adni, amelyek bizonyos nehézségeket okoznak, a megoldasuk aktiv tevékeny-
séget igényel. A feladat olyan fokig legyen 1jszert, hogy lehetséges legyen a
multbeli tapasztalatokhoz valé kapcsolodéasa. Annyi elemet kell tartalmaz-
nia, amennyi feltétleniil sziikséges a pontos megértéshez; de kell hézagokat
is kell hagyni, hogy teret biztositson az 6nallé6 tanuldi miiveletvégzés sza-
mara.” A témakor kivalasztasanal elfogadtuk Lénard (1978) azon megélla-
pitasat, miszerint olyan feladatokat kell adnunk, amelyek elinditjak ,,és egy
bizonyos ideig - minden kiilsé beavatkozas nélkiil aktivaljak a kisérleti szemé-
lyek gondolkodasi tevékenységét”. Az elemi szamelméleti feladatok tébb
okbol is alkalmasnak latszottak erre. Egyrészt a Nemzeti Alaptanterv tana-
nyagaban a 10-16 éves korosztaly minden évfolyamén eléfordulnak szamel-
méleti alapismeretek. Mésrészt a szamelméleti feladatokkal valo foglalkozés
felkelti a tanulok matematika iranti érdeklédését, ramutat a matematika tu-
domény szépségeire, kutatasra osztonzi a tehetséges tanulokat (fontos mo-
tivalo tényezok), alkalmas lehet a matematikai képességek strukturajanak
feltarasara.

3. Vizsgalati modszer

Vizsgalatunkat Egerben 12 altaldnos iskolaban végeztiik, amelybe 373
14 éves és 241 13 éves tanulot vontunk be. A vizsgalatokban a feladatlapos
és az egyéni felmérés modszerét alkalmaztuk.

Jelen dolgozatunkban a feladatlapos méréshez kapcsolodo tapasztala-
tainkat vazoljuk. Két szamelméleti feladatot valasztottunk ki, amelyet a
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7. és 8. osztalyos tanulok problémamegoldd gondolkodasanak vizsgalatdhoz
egyarant felhasznaltunk.

A feladatok a kovetkezsk voltak:

1. Hany olyan egyenl@szart haromszog van, amelyeknek oldalhosszai
egész szamok, és leghosszabb oldalanak mérgszama 19977

2. Egy sakktabla minden mezGjébe beirjuk rendre az 1,2,3,...,64
természetes szdmokat a bal felsé sarokbdl indulva, balrol jobbra, felilrsl
lefelé haladva, majd minden lehetséges modon letakarjuk egy 2 x 2-es négy-
zettel. Hany esetben lesz a letakart szamok Osszege oszthatd 3-mal?

Feladatvélasztasunkat gyakorlati, tanitési tapasztalataink, valamint
egy el6vizsgalat eredménye is megerdsiti. A matematikai versenyfeladatok
megoldasainak javitdsa soran azt tapasztaltuk, hogy az elemi szamelméleti
feladatok e korosztaly szaméra nehéznek bizonyultak (a teljesitmények ala-
csony szintje jelezte e tényt), igy valoban igazi probléméat jelentettek. Az
elvizsgalat soran a tanulok 12 feladat rangsorolasat végeztették el nehézségi
sorrendjiik szerint, s e rangsorban az altalunk kivalasztott két szamelméleti
feladat keriilt az utols6 két ranghelyre.

4. A feladatok értékelése

Mindkét feladatnal a kovetkezs csoportositéast tudtuk elvégezni:

— Onalléan, jol oldja meg,

— Onalléan, hibdsan oldja meg,

— részmegoldésok, sok hibaval,

— nem képes megoldani a problémét.

A tanulok 1. és 2. feladatban nyujtott teljesitményét Osszegezve az
alabbi eredményt kaptuk:

7. osztaly
1. feladat 2. feladat
Onalléan, jol oldja meg 3,2% 0,8%
Onalléan, hibasan oldja meg 12,4% 4.6%
Részmegoldasok, sok hibaval 15,8% 16,4%
Nem képes megoldani a problémat 68,6% 78,2%

1. tablazat
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8. osztaly
1. feladat 2. feladat
Onalloéan, jol oldja meg 4,5% 1,2%
Onalléan, hibasan oldja meg 13,3% 5,5%
Részmegoldasok, sok hibaval 21,4% 18,6%
Nem képes megoldani a problémat 60,8% 74,7%

2. tablazat

A tablazatok adatai egyértelmtien arra hivjak fel a figyelmiinket, hogy
a tanulok 6nallosaga igen alacsony szintd. A tanulok megoldasainak elem-
zéseib6l nem tudunk kovetkeztetéseket levonni a sikertelenség okara vonat-
kozbdan, mert ehhez tovabbi vizsgalatok sziikségesek. A hetedik és nyolcadik
osztéalyosok kozott nincs lényeges kiilonbség az 6néllosdg mértékét Ossze-
hasonlitva. Ezért a 7. osztélyosok els§ feladatanak megoldasait elemezziik
részletesen.

A 7. osztaly els6 feladatanak tartalmi, metodikai elemzése

A feladat megoldasahoz sziikséges elGismeretek:

Egyenl6 szara haromszog, alap, szér fogalmak ismerete — haromszog-
egyenlGtlenség Osszefliggése, leghosszabb oldal értelmezése, oldalhossz mérs-
szama, a haromszog oldalanak mérdszama egész szam, az Osszes lehetséges
adott tulajdonsagi hiaromszog megkeresése, egész szamok Gsszehasonlitasa,
rendezése.

Problémat jelentett a tanulék szamara:

Nem volt megadva melyik a haromszog leghosszabb oldala (alapja vagy
a szara). Az értelmezésnél is jelentkeztek gondok. A feladatot — tomor
megfogalmazisabol adédéan — a tanulok els6 olvasasra nem értették meg,
ezért hozza sem kezdtek a megoldasahoz, melyet a teljesitmények is iga-
zolnak. Hibatlan megoldast minddssze két tanulo adott (1,2%), egyetlen
szamolasi hibaval egy tanul6 oldotta meg jol a problémat, sok hibéval helyte-
len megoldast adott a tanulok 28,2%. Nem foglakozott a feladattal a tanulok
68,6%-a. A feladat Osszetettsége is nehézséget okozott.

Az el6fordulé hibak, s azok lehetséges okai:

Figyelmetlenségbdl adodo hiba, hogy a tanulok 18%-a feliiletesen ol-
vasta el a feladatot és elsiklott az egész szamok, szavak felett, ami fontos
feltétel volt, s ezért jutottak a helytelen kovetkeztetésre, miszerint végtelen
sok ilyen tulajdonsidgu haromszog van. A tanulok 3%-a nem értette a mérs-
szam sz6 jelentését, s ezért nem tudta értelmezni a feladatot, s kérte, hogy
konkrét mértékegységben legyen adott az oldal hossza.
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Hidnyos elGismeretbsl addédé hiba volt, hogy a haromszég-egyenlst-
lenséget nem tudték alkalmazni a feladatban, csupan reprodukalni voltak
képesek ezen Gsszefliggést.

Az elemi gondolkodasi miiveletvégzésben vald jaratlansdgot mutatta,
hogy azon tanulok, akik foglalkoztak a feladattal, csak a feladat egyik részét
oldottak meg, amikor az alap a leghosszabb, s a masik résszel egyaltalan nem
foglalkoztak.

A kombinatorikus gondolkodasmod kialakulatlansédga is okozott hiba-
kat: sokan felismertek a haromszog-egyenlGtlenség szerepét a feladatban,
megallapitottak mennyi lehet a meg nem adott oldal maximélis és minimélis
hossza, de nem tudtak mit kezdeni a kapott szamadatokkal, s igy nem ju-
tottak el a megoldasig, mert nem voltak képesek elGallitani a meghatarozott
egész szamokat két egész szam Osszegeként.

A fenti hibakbol arra kévetkeztethetiink, hogy a probléma e korosztaly
szaméra nehéznek bizonyult és csak a matematikabol j6 képességii tanulok
tudtak megoldani. Véleményiink szerint a sikertelen megoldasokat adé tanu-
16k szaméra megfelel6 egyéni segitséget nyuijtva ravezethetjiik 6ket a helyes
megoldasra.

Fenti észrevételeink olyan feltételezések, amelyek a tanuléi munkak
elemzésén alapulnak. Tovabbi vizsgalatok sziikségesek azonban annak el-
dontésére, hogy mi az oka az alacsony teljesitményszintnek. Ezért végeztiink
egyéni vizsgalatokat is, amelyekkel egy kovetkez6 tanulméanyokban foglalko-
zunk részletesen. A tanuléi munkéak elemzését figyelembe véve kidolgoztunk
egy-egy elméleti modellt a tanuldk segitésére, s az egyéni vizsgalatok soran
ezeket kiprobaltuk.

Az egyéni vizsgalatokban az altalunk kidolgozott modellt hasznaltunk.
A 2. feladat megoldasahoz ilyen modon adtunk segitséget a tanuloknak, ha
onallban nem voltak képesek megoldani a problémat.

Mindkét osztalynal az (a) és a (b) tevékenységet alkalmaztuk. A tovabbi
konstrukciokat — (c) és (d) — a fels6bb évfolyamok szamara dolgoztuk ki.

5. Elemi szamelméleti problémak négyzetracsra irt szamok lefe-
désével

(a) Tevékenység:

Rajzolj egy 4 x 4-es négyzetracsot! A négyzetekbe ird be rendre az
1,2,3,...,16 természetes szamokat a bal fels6 sorokbol indulva, balrél jobb-
ra, feliilrél lefelé haladva.

Vagj ki atlatszo foliabol egy 2 x 2-es négyzetet.
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2 3 4
5 6 7 8
10 11 12
13 14 15 16

Feladatok:

1. Takard le minden lehetséges modon a szamozott négyzetracsot a
2 x 2-es négyzettel. Hany kiilonb6z6 letakaras lehetséges?

2. Hatarozd meg minden esetben a a letakart szamok Gsszegét!

3. Hany esetben lesz a letakart szamok Osszege oszthatd 3-mal?

4. Hany esetben lesz a letakart szamok Osszege oszthat6 5-tel?

5. Van-e olyan letakaras, amikor az 6sszeg oszthatd 15-tel?

6. Ird fel a négy szam Osszegét altalanosan!

7. Az altalanosan felirt 0sszeg segitségével fogalmazz meg tovabbi prob-
lémaéakat!

(b) Tevékenység:

Rajzolj egy 8 x 8-as négyzetracsot! Az elézd feladat feltételei szerint
ird be az egyes négyzetekbe rendre az 1,2,3,...,64 természetes szamokat!
Ismét az atlatszo foliabol kivagott 2 x 2-es négyzettel dolgozz!

1 2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30 31 32
33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48
19 50 o1 52 53 o4 95 56
o7 o8 99 60 61 62 63 64

Feladatok:

1. Takard le a négyzetracsot a 2 x 2-es négyzettel tgy, hogy a letakart
négy szam Osszege oszthato legyen 3-mal. Keress minél tobb megoldast!

2. Ha minden lehetséges modon elvégezziik a letakarast, akkor héany
esetben lesz a letakart szamok Gsszege oszthaté 3-mal?

3. Ird fel altalanosan a négy szam Osszegét!
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4. A letakarasok elvégzése nélkiil probalj valaszt adni a kérdésre az
altalanos alak segitségévell Hany esetben lesz a letakart szamok Osszege
oszthato 9-cel?

5. Igaz-e, hogy az Osszeg mindig oszthato 4-gyel? Miért?

6. Fogalmazz meg tovabbi problémakat!

(c) Gondolati konstrukciok: (Sziikség esetén rajzos modell készitése)

— Képzelj el egy 11 x 1l-es négyzetracsot, amelybe rendre beirtuk
az 1,2,3,...,121 természetes szamokat az el6z6 feladatok feltételei szerint,
majd minden lehetséges modon letakartuk a 2 x 2-es négyzettel.

Feladatok:

1. Ird fel a letakart szamok Gsszegét altalanosan!

2. Hany esetben lesz a letakart szamok 6sszege oszthatd 8-cal?

3. Hany esetben lesz a a letakart szamok Osszege oszthatd 3-mal?
4. Igazold, hogy az Gsszeg mindig oszthato 4-gyel!

5. Hany letakaras esetén lesz az Osszeg oszthato 12-vel?

(d) Tovabbi gondolati konstrukciok: (modell segitségével vagy attol
elvonatkoztatva)
— Képzelj el egy 1997 x 1997-es négyzetracsot, amelyre beirtuk a
szamokat az el6zs feltételek szerint és minden lehetséges modon letakartuk
a 2 X 2-es négyzettel.

Feladatok:

1. Ird fel a letakart szamok Gsszegét altalanosan!

2. Bizonyitsd be, hogy barmely letakarés esetén teljesiil, hogy az Osszeg
oszthato 4-gyel!

3. Fogalmazz meg ezen lefedésekhez kapcsolodd tovabbi problémékat!

A tovabbi problémék konstrualasahoz célszert tanari segitséget nyuj-
tani. Példaul: A négyzetracsba primszamokat paros vagy paratlan szamokat
irjunk, lefedd alakzatként 3 x 3-as négyzetet, 3 x 3-as vagy 2 x 2-es téglalapot
hasznélhatunk.

Kovetkezg tanulményunkban a modellek alkalmazasihoz kapcsolodo
tapasztalatainkrol szamolunk be.
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