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Virusok a tanul6k matematikai gondolkodasaban

SZILAK ALADARNE

Abstract. La skr bleciono demonstracias uni tipan eraron en la matematika pen-
sado de la lernantoj. Ofta eraro en la lecionosolvo, ke la lernantoj ne indikas ciu solvojn de
la ,duondivergaj” (divergaj) lecionoj. Per helpo de modelleciono sur gin demando sercas

respondon, kun kiaj metodoj eblas antauforigi, elimini la erarojn.

A matematika tantargypedagogia a logikus (matematikai) gondolkodas
fogalmat és nevelését igen Osszetetten fogalmazza meg. A korszerd matema-
tikatanitasban ezen gondolkodas elemei egyre hangsilyozottabban jelennek
meg. Errdl tantskodnak az utébbi évek matematika tantervei és a NAT
is. A Nemzeti alaptanterv kiilon tombben (Gondolkodasi modszerek) irja
el6 a matematikai gondolkodéashoz kapcsolédd tananyagot, az altalanos és
specialis fejlesztési kovetelményeket. T6bb matematikus, tantargypedago-
gus, didaktikus (Polya Gyorgy, Rubinstein, Nagy Sandor, Kelemen Lészlo,
Mosonyi Kéalman, Czeglédy Istvan) foglalkozott és foglalkozik ma is e fon-
tos teriileten eléfordulé gondolkodasi hibékkal (virusokkal). Igen sok oda-
figyelést feltételez a ,ymegel6zés” és a ,gyogyitas” is: Egyrészt meg kellene
taldlnunk az ,okokat”, maéasrészt olyan modszereket kellene kidolgoznunk,
amelyek gatolnak a hibak létrejottét, kialakulasat. Nincs konnyd dolgunk,
hiszen a gondolkodasi hibak ,tarhéza” szinte kimerithetetlen. E cikkben
csupén egyetlen gondolkodasi hibaval szeretnénk foglalkozni részletesebben.

To6bbszor tapasztaljuk a tanulok feladatmegoldasaban azt az alapvetd
hidnyossagot, hogy nem adjik meg a feladat teljes (minden) megoldésat.
Megtalalnak egyet a lehetséges ,eredmények” koziil, és ezzel megelégedve
befejezik a feladatot. Még a tehetséges tanuloknal is el6fordul, hogy példaul
matematikaversenyen azért veszitenek pontokat, mert nem hozzak a feladat
minden eredményét. Az ilyen tipusi hiba alapvetd oka lehet a ,féldivergens”
(divergens) gondolkodas hianya.

Az olyan feladatokat, amelyeknek egynél tobb, de véges szamu megol-
dasa van ,féldivergens” feladatoknak nevezziik. (Az olyan feladatok, ame-
lyeknek végtelen sok megoldasa van divergensek.) Az ilyen tipusu felada-
tokhoz kapcsolodd sajatos gondolkodas a féldivergens” (divergens) gon-
dolkodas, amely szoros Osszefiiggésben van a tanulok kreativitasaval is. E
gondolkodas lényege az, hogy a feladat megoldésa soran minden esetet, min-
den lehet&séget meg kell vizsgalni. Hogyan lehet ezt elérni, azaz hogyan le-
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het valamennyi megoldést megtalalni? Erre egységes szabaly nincs: Példaul
valamilyen rendezéelv, egy algoritmus, diszkusszié, analogia, altaldnosités,
mésféle megoldasi modszer stb. is segithet. Arra sem taldlunk altalaban
utalast a feladatok szovegében, hogy tobb megoldas is van. (Természetesen
ez nem hibal)

A kovetkezo feladatsor mindegyik feladata ,féldivergens”, melyek meg-
oldasa soran érdemes odafigyelni a cimbeli felszolitasra.

Keress meg minden megoldast!

1. Van-e olyan tizes szamrendszerbeli haromjegyi szam, amelynek ko-
zéps6 jegyét torolve, a bel6le igy nyert kétjegyt szam az eredetinek kilen-
cede? (6. 0.)

2. Egy haromszogrdl a kovetkezsket tudjuk:

— Oldalai hosszusaganak mérdszédmai egymast kovet§ primszamok.
— Keriiletének mérgszama 50-nél kisebb primszam.

Mekkorak a haromszog oldalai? (7. o.)

3. Egy tarsasdgban az angol, német, orosz nyelvek koziill mindenki
beszél legalabb kettst. Németiil 24-en, angolul 26-an, oroszul 22-en tudnak:

a) Hany tagja van a tarsasagnak?
b) Hanyan beszélnek németiil és angolul; németiil és oroszul; angolul és
oroszul? (7—38. 0.)

4. Szerkessz deltoidot, ha adott atloinak és egyik oldalanak hossza!
(7. 0.)

5. Osszeadtunk néhany egyméas utan kovetkezs természetes szamot, és
eredményiil 3000-et kaptunk. Mely szamokat adtuk Gssze? (8. o.)

6. Szerkessz egyenld szart haromszoget, amelynek szérai 5 cm-esek és
a szarakhoz tartozo magassag 2,5 cm! Mekkorak a haromszog szogei? (8. o.)

7. Egy négyzet alapu egyenes hasab térfogatanak és felszinének mérd-
szama egyenlS. Minden él hossza egész szam. Add meg a hasab adatait!
(7. 0.)

8. Szerkessz derékszogi haromszoget, ha adott az atfogdjanak hossza,
tovabba tudjuk, hogy egyik sz6gének felezGje ugy vagja ketté a haromszoget,
hogy az egyik rész egyenls szart haromszog. (7—S8. o.)
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9. Egy térképvazlaton négy fa helyét jel6lé pontok olyan rombuszt
hataroznak meg, amelynek egyik szoge 37, 5°, oldala pedig 6 cm. Szerkessz
kor alaku utat, amely mindegyik fatol egyenls tavolsagra halad! (8. o.)

10. Adott egy egyenes és téle 2 cm-re egy pont. Hol vannak azok a pon-
tok, amelyek az egyenestdl 4 cm-nél tavolabb vannak, de a ponttol nincsenek
messzebb 10 cm-nél? (6—7. o.)

A teljesség igénye nélkiil nézziink meg néhényat a fenti feladatok ko-
zil olyan szempontboél, hogy a ,féldivergens” gondolkodashoz kapcsolodd
hidnyossagokat (gondolkodasi hibakat) hogyan lehetne a tanulokkal kikii-
szOboltetni.

(a) Egy geometriai szerkesztési feladatnal a diszkusszioban szoktunk
a megoldasok szaméaval (hany nem egybevagd, az adatoknak és a feltételek-
nek eleget tevs geometriai alakzat szerkeszthets) foglalkozni, mely altalaban
az utolsé lépés. Ha mér az Osszefliggések keresése és az elemzés kozben is a
szerkesztési alapelemeket (pl. pont, egyenes, kor) szintézisében (egészében)
lattatjuk, és azok kolcsonos helyzetét is vizsgaljuk, akkor nagy valoszint-
séggel megtalalunk minden megoldast.

A 4. feladatban deltoidot kell szerkeszteni, ha adott az atloinak (e, f)
és egyik oldalanak (b) hossza.
Véazlat:

Elemzés, Osszefiiggések keresése:

— A deltoid B;(Bs, D1, Ds) csticsa az A-tol b tavolsdgra van. (Azon tu-
lajdonsagu pontok halmaza, amelyek A-t0l b tavolsagra vannak egy A
kozéppontu b sugaru kor.)

— Az f atlo egyenese a deltoid By és Dy (Bg és Dy) cstcsaira illeszkedd
parhuzamos egyenesek (eq,es) kézépparhuzamosa.
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A fentiek alapjan a szerkesztés lépései:

2)

3)

4) k:ﬂel :Bl; kﬂeg :Dl; k:ﬂel :Bg; kﬂeg :DQ.

5) By és Dy osszekotése A-val és C-vel. (AB;C' D, konvex deltoid)

6) Bs és Dy Osszekotése A-val és C-vel. (AByC Dy nem konvex deltoid).

Tipikus hibaként fordul el§ a tanulok részérdl, hogy a (2) és (3) lépést
felcserélve (melyet természetesen meg lehet tenni) a korvonalnak csak egy
részét (ivét) rajzoljak meg, igy a kornek az egyenesekkel egy-egy kozos pont-
ja lesz. A tanulok figyelme altalaban a konvex alakzatokra iranyul, és igy a
nem konvex deltoid hianyozni fog a megoldasbol.

Arra sem mindig gondolnak, hogy az e is lehet szimmetriaatlo, és az
el6bbi szerkesztési 1épéseket kovetve masik két deltoid is szerkeszthetd.
(Megjegyezziik, hogy itt most nem tériink ki az egybevagd megoldéasokra és
a specialis deltoidokra sem.)

Osszegezve: a feladatnak 4 megoldasa van (4 nem egybevago deltoid
szerkeszthetd), és a szerkeszthetdség feltételei: Ha f a szimmetriaatlo, akkor
5 < b-nek kell teljesiilni, ha pedig e a szimmetriaatlo, akkor % < b kell, hogy
igaz legyen.

Természetesen a szerkesztés elvégezhetd mas Osszefiiggések alkalmazé-
saval is.

Hasonlé gondolatmenet kdvethets a 6., 8., 9. feladatok megoldéasakor.

(b) Tébb olyan feladat van, amelyet ,ranézésbdl” is meg lehet oldani.

Ilyen példaul az 5. feladat A 999, 1000, 1001 szamokat adtuk Ossze
(lehet a tanulok valasza). Ez viszont nem elég! Ahhoz, hogy a feladat minden
megoldasat megtalaljuk altalanositanunk kell a problémaét:

m+(m+1)+(m+2+---+ (m+k)=3000.

A szamtani sorozat dsszegének kiszamitasara vonatkozo képletet alkal-
mazva a fenti Gsszefliggést igy irhatjuk:

m+ (m+k)

5 (k + 1) = 3000.

Atalakitéssal az alabbi egyenlGséget kapjuk:

(2m + k) (k + 1) = 6000.

A kéttényezGs szorzat egyik tényezGje paros, a mésik paratlan, és 2m+
+k>k+1.
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A 6000 primtényezds felbontéasabol (6000 = 2% -3 - 53) a kapott feltéte-
leket figyelembe véve a megoldasok egy tablazatba felirhatok.

2m+k |k+ 1| m | k | Az 6sszeadott szamok
2000 3 1999 2 99, 1000, 1001
1200 5 |598| 4 598, 599, ...,602
400 | 15 |193]14| 193, 194,...,207
375 16 [180]|15 180, 181,...,195
240 | 25 |108]24] 108, 109,...,132
125 48 | 39|47 39, 40, ...,86
80 75 3|74 3.4,...,77

N S| RN

Ha az 1., 3. és 7. feladatok megoldasa soran a fentihez hasonloan alta-
lanositunk, akkor biztosan megtalalunk minden megoldést.

(c) Az algoritmizalas is segithet az Gsszes megoldas megtalalasaban,
és a ,féldivergens” gondolkodasmod kialakitasaban.

A 2. feladatot néhany évvel ezelGtt egy televizids vetélkedén résztvevs
héarom tanul6 koziil egyik sem oldotta jol meg. Megtalaltak ugyan a fel-
adat feltételeinek megfelel6 harom szamharmast, de kiilon-kiilon minde-
gyikiik egyet-egyet. Célszerti lett volna a kdvetkezs algoritmus 1épései szerint
eljarniuk:

(1) Irjuk fel az 50-nél kisebb primszamokat!

2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43

(2) K =2+ 3+ 5 =10 nem primszam

(3) K =3+ 54 7 =15 nem primszam

(4) K =5+ 7+ 11 = 23 primszam;

547>11;7+11>55+11 > T,

5, 7, 11 szamok lehetnek haromszog oldalainak mérészamai.

(5) K =7+ 11 + 13 = 31 primszam;

T+11>13; 11 +13 > 7; 7+ 13 > 11;

7, 11, 13 lehetnek a haromszdg oldalainak mér&szamai
(6) K =11+ 13+ 17 = 41 primszam;
114+13>17; 11417 > 13; 13+ 17 > 11,

11, 13, 17 lehetnek a haromszog oldalainak mérGszamai

(7) K =13+ 17+ 19 = 49 nem primszam;

(8) K =17+ 19+ 23 = 59;

59 > 50, minden megoldast megtalaltunk.
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A 3. és a 7. feladat egy-egy része megoldhat6 algoritmus alkalmazésaval
is, mely az altalanositashoz képest mas megoldasi modszer.

(d) Korabban méar szoltunk arrol, hogy a tobb eredményre torténd
utalast altalaban a feladatok szdvege nem tartalmazza.

Az 1. feladat ,van-e olyan” kérdése példaul mintha egyetlen eredmény
felé iranyitand a gondolkodésunkat. Hivjuk fel a tanulok figyelmét az igy
megfogalmazott feladatoknal, hogyha talalnak egy megoldast, akkor is ke-
ressenek tovabbi — a feltételeknek megfelel§ — szamokat, mert az Osszes
szam jelenti a feladat teljes megoldésat.

A 10. feladathoz hasonl6 példaknal gyakori hiba, hogy a megoldast csak
a sik pontjaira adjak meg, és nem gondolnak a térbeli megoldasokra. Ilyen
feladatok esetében az analogia (sik-tér) segiti a ,féldivergens” gondolkodast.

Osszefoglalva: A tanulok gondolkodasanak hibait szinte lehetetlen diffe-
rencialni, mert amilyen Gsszetett a logikus, matematikai gondolkodas, olyan
osszetettek a hibak is. A ,féldivergens” (divergens) gondolkodéast és més
gondolkodasi modszereket, miiveleteket — mint lattuk — nem lehet egymas-
tol elvalasztani. Hangsulyozottabban odafigyelhetiink bizonyos ,virusokra”,
és ha sikeriil némi eredményeket elérni (példaul a fenti feladatok minden
megoldasat megtalaljak a tehetségesebb tanuldink), akkor elégedettek lehe-
tlink.
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