MENNYI A TEGLALAP TERULETE?
BESSENYEI MIHALY ES MAKSA GYULA

KIvONAT. Cikkiinkben megmutatjuk, hogy a téglalap teriiletképlete levezethetd néhany ésszert fel-
tevésbdl. Megkozelitésiinkben a Cauchy-féle fiiggvényegyenlet jatszik kulcsszerepet, melynek ma-
tematikai és torténeti vonatkozdsaira szintén kitériink roviden.

1. BEVEZETES

A teriiletfogalom kialakitdsa mér az altaldnos iskoldban elkezd6dik. Bevezetésként a téglalapot
szokds vizsgélni, részben ,.egyszerlisége” miatt, részben, mert szamos alakzat teriiletképlete ebbol
szarmaztathat6. Igy mindenki szamédra magatél értet6ds tény, hogy a téglalap teriilete a két merd-
leges oldal hosszdnak szorzata. Am a kérdés valGjaban nem az, hogy mennyi a téglalap teriilete,
hanem hogy miért pont ennyi. Az intuicidé ugyanis még a teriiletképlet megismerése el6tt sugalmaz
bizonyos evidencidkat. Elvarjuk, hogy a teriilet csak az oldalak hossz4tdl fliggd nemnegativ érték
legyen; elvarjuk, hogy ha egy téglalapot barmelyik parhuzamos oldalparja mentén azonos mérték-
ben és irdnyban meghosszabitva djabb téglalappa egészitiink, akkor a két rész teriiletének dsszege
egyezzen meg az Osszteriilettel; végezetiil elvarjuk, hogy az egységnégyzet teriilete egységnyi le-
gyen. Mindezeket szabatosan a kovetkezd megallapoddsokban rogzithetjiik. (A tovdbbiakban R a
valds, R, a nemnegativ valds, Q a raciondlis, Q. a nemnegativ racionalis szamok halmazat jeloli.)

1. Megillapodas. A teriilet egy T': R3 — R fiiggvény.
2. Megallapodas. Ha a; ay, as valamint b; by, b, adott nemnegativ szamok, akkor
T(ay + ag,b) = T(ay,b) + T(az,b) és T(a,by +by) =T(a,by)+ T (a,bs).

3. Megallapodas. 7'(1,1) = 1.

Ezekre a tovabbiakban rendre nemnegativitdsi, additivitdsi €s normdltsagi feltételként fogunk
hivatkozni. Els6ként azt igazoljuk, hogy e hdrom geometriai tartalmu megdallapodas egy és csakis
egy algebrai formulat eredményezhet: az 4ltalanos iskoldban megismert teriiletképletet.

2. ENNYI A TEGLALAP TERULETE!

Tegyiik fel, hogy az A C R halmaz zart az 6sszeaddsra, azaz barmely két elemével egyiitt azok
Osszegét is tartalmazza. Azt mondjuk, hogy az f: A — R fiiggvény additiv, ha minden x,y € A
esetén teljesiil rd az tigynevezett Cauchy-féle fiiggvényegyenlet:

(1) flz+y) = flo)+ f(y).
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Az egyenlet dltaldnos megoldasanak leirdsa nem konnyt feladat. Nyilvén az identitds szdmszorosa,
vagyis egy f(x) = cx alakd fuggvény mindig additiv. S6t, az A = R specidlis vélasztds és a
nemnegativitdsi feltétel mellett valamennyi additiv fliggvény csakis ilyen alaki lehet:

Tétel. Ha f: R, — R, additiv fiiggvény, akkor minden x € R esetén f(x) = f(1)x.

Bizonyitds. Els6ként megmutatjuk, hogy f raciondlisan homogén, azaz minden r» € Q. és minden
x € Ry esetén f(rx) = rf(z) teljesiil. Az (1) egyenletben az © = y helyettesitést alkalmazva
kapjuk, hogy f(2x) = 2f(z). Innen teljes indukcidval igazolhatd, hogy f(nz) = nf(x) teljesiil
minden n pozitiv egész esetén. Legyen most r = m/n alakban adott, ahol m és n pozitiv egészek.
Az eldbbi tulajdonsagot kétszer felhaszndlva,

ra) = (%) =mf (%a) =2 np (Lo) = 250) = rs(o).

Masodszor azt igazoljuk, hogy f monoton novekvs. Legyenek x < y nemnegativ szdmok.
Ekkor y — x is nemnegativ, igy az f additivitdsa és a nemnegativitdsa miatt

f)=fly—2)+z)=fly—2)+ f(z) = f(z).

A harmadik és egyben utolsé 1épésben megmutatjuk, hogy minden = € R, esetén az f(z) és az
f(1)x értékek eltérése akarmilyen pozitiv szamnal kisebb. Ez ugyanis pontosan azt jelenti, hogy
az eltérés nulla, azaz f(z) = f(1)z. Jelolje [z] az = valés szdm (als6) egészrészét. Mivel minden
n € N és minden x € R, esetén [nx] < nzx < [nz]| + 1, ezért

[nx] [nx] 1 1
r,=—<r<—+—-=1r,+—.
n n n n
Azonban f raciondlisan homogén és monoton novd, ezért ebbdl az egyenlStlenséglancbol kovet-
kezik, hogy

W)= 10 < F@) < 1 (5 3) = (5 3) 00

Ha még folhasznéljuk az © — % < r, < z egyenlStlenséget, akkor itt f(1) > 0 miatt a bal oldal
als6, mig a jobb oldal fels6 becsléssel folytathato:

(x - %) F) < flx) < (w + %) Q).

Tehat )
|f(x) = f(1)z] < n
teljesiil minden n € N és minden x € R, esetén, és éppen ezt akartuk belatni. 0

Rogzitett nemnegativ b szdm mellett az a — T'(a, b) fiiggvény nemnegativ és additiv az elsd
két megdllapodds értelmében, igy a fenti tétel miatt 7'(1, b)a alaki. Hasonléan, a b — T'(1,b)
fiiggvény sziikségképpen T'(1,1)b alakd. Vagyis megéllapoddsaink egyértelmiien meghatdrozzdk
a téglalap tertiletképletét:

T(a,b) =T(1,b)a =T(1,1)ab = ab.

A teriiletfogalom megalapozdsdnak most bemutatott ttja Legendre munkdssdgara eredeztethetd
[5]. Megallapodasai Iényegében a mieinkhez hasonldéak, egyetlen apré eltéréssel: nincs feltéte-
lezve a teriilet nemnegativitdsa. Rovidesen latni fogjuk, hogy e feltétel hidnydban az el6z6 tétel
érvényét veszti.
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3. KITEKINTES: A CAUCHY-FELE FUGGVENYEGYENLET

Mint emlitettiik, az identitds konstansszorosa, vagyis egy cx alaku fiiggvény additiv a valds
egyenesen. Az ilyen tipusd megolddsokat reguldris megolddsnak nevezziik. Mit allithatunk a
nem reguldris additiv valds fliggvényekrdl? A tovédbbiakban erre a kérdésre keresiink vélaszt a
koordindtageometria segitségével.

A Descartes-féle sik, azaz R? rendezett szamparjait hol pontoknak, hol vektoroknak fogjuk
tekinteni. Ez ugyanis sohasem okoz majd félreértést, viszont adott esetben biztositja a valasztas
kényelmét. A szokasos médon két ilyen vektor 6sszege a komponensek 6sszegébdl képzett vektor,
egy vektor szdmszorosa pedig az eredeti komponensek szamszorosdbol dllo vektor. Egy vektor
normdja alatt a Pithagorasz-tétel szerint szdmitott euklideszi hosszat értjiik:

lv]] == /a? + 2, ahol v=(z,9) € R%
Az igy bevezetett norma pozitiv definit, abszoliit homogén és szubadditiv. Azaz, minden v, w € R?

és minden )\ € R esetén

e |[v|| > 0, és egyenlGség pontosan akkor dll, ha v a nullvektor;

o [[Av]| = [A]- [Jol];

o [[v+wl < ol + fJw]l.
Konnyen ellendrizhetd, hogy a norma segitségével a p kozéppontd, € > 0 sugard nyilt korlap a
kovetkezd médon adhatd meg:

Ulp,e) == {v e B : o —p|| <<}

Az U(p, e) korlemezt szokds a p pont € sugart kornyezeteként is emliteni. Az f: R — R fligg-
vény grdfja alatt az {(z, f(x)) € R? | € R} halmazt értjiik. Vildgos, hogy reguldris additiv
valés fliggvény grafja egy origdn dthalad6 egyenes. Teljesen masként viselkednek a nem regularis
additiv fiiggvények:

d

Tétel. Ha f: R — R nem reguldris additiv fiiggvény, akkor grdfja mindeniitt siirii a Descartes-féle
sikon. Azaz, a sik minden pontjdnak minden kornyezete tartalmaz grdfpontot.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f: R — R nem reguldris, azaz nem cx alakd. Ekkor 1éteznek olyan
x1 # o valos szamok, hogy az (x1, f(z1)) és az (z2, f(x2)) pontok két kiilonbdzs origén dtmend
egyenest hatdroznak meg. Masképpen fogalmazva, a

v1 = (21, f(21)) €8 o = (2, f(72))

vektorok egy nem elfajuld paralelogrammadt feszitenek ki a Descartes-féle sikon. Legyen most a
p € R? pont és az € > 0 sugdr tetszGlegesen adott. Azt kell megmutatnunk, hogy az U (p, ) nyilt
korlemez tartalmaz f grafjar6l valamilyen g pontot. Mivel a vy és vy vektorok nem parhuzamosak,
ezért a sik minden pontja elééllithat6 a segitségiikkel. Azaz, 1éteznek olyan a; és o, valés szamok,

hogy
P = V] + QaUa.

Vilasszunk olyan r; és 75 raciondlis szdmokat, amelyek elég kozel vannak az oy és ay egyiittha-
tékhoz az aldbbi értelemben:
€ €

1 — T < 9 — T < —\
R P T Y EARE A T P
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Ilyen r; és ry raciondlis szam létezését az el6z0 tétel bizonyitdsdnak harmadik 1épésében hasznalt
modszer biztositja. Tekintsik a ¢ = rv; + rovy pontot! A norma abszolit homogenitdsa €s
szubadditivitasa, valamint r; és r, valasztisa miatt

Ilp — qll = [[(c1v1 + apvz) — (r1v1 + rava)|| = ([ — 71)v1 + (a2 — 12) 02|
< l(ax = ro)oi|| + [[(aa = r2)val] = Jay — 1] - [lor|| + oz — 7o - [Jva]]
19
<l + 57— el = &
1] + [|vz]| 2] + vz

P v

Ez azt mutatja, hogy g € U(p, ). Mésrészt, az el5z6 tétel bizonyitdsdban ldtottak alapjan megmu-
tathat6, hogy f raciondlisan homogén. Ezt és [ additivitdsit szem eldtt tartva,

q = 11Uy + rove = (a1 4+ rewa, 11 f(x1) + 12 f (22))
= (ri@y + rowe, f(riz1) + f(row2))
= (ri@y + roxa, f(riz1 + r2m2)).

Ha tehat x = ryx; + romo, akkor ¢ = (z, f(z)) alakd. Vagyis, g egy megfeleld grafpont a U(p, €)
nyilt korlemezben. U

Tovabbra is kérdés persze, hogy egyaltalan 1étezik-e nem reguldris additiv valds fliggvény. Gon-
doljuk csak el, mi a szemléletes tartalma ennek a tételnek: egy mindeniitt siirli fliggvénygrafot az
egész sikot kitoltd sziirke kodhoz lehet leginkabb hasonlitani. Nem véletleniil akartdk sokdig ma-
kacsul azt igazolni, hogy minden additiv f: R — R reguldris. Ez a torekvés csak akkor bizonyult
sikeresnek, ha valamilyen tobbletfeltételt szabtak a keresett fiiggvényre. A teljesség igénye nélkiil
megemlitjiik, hogy az (1) egyenletet els6ként a névadé Cauchy tanulmanyozta és oldotta meg a
folytonossag feltételezése mellett [2]. Darboux vette észre, hogy a nemnegativitasi feltétel szintén
reguldris megoldasokra vezet [3].

A probléma végsé megoldasa sokdig vératott magara. A fordulatokban gazdag torténeti és ma-
tematikai részletekkel kapcsolatban ajanljuk Aczél konyvét [1]. Most csupan arra utalunk, hogy
végiil Hilbert tanitvdnya, Hamel oldotta meg a Cauchy-egyenletet miden egyéb segédfeltétel nél-
kiil. Mindenki legnagyobb meglepetésére eredményébdl kideriilt, hogy a megolddsok kozott lé-
teznek nem reguldris megolddsok. Egy ilyen megoldés birtokdban lehet6ségiink nyilna a téglalap
teriiletének masfajta mérésére is. Kérdés persze, hogy mire megyiink egy olyan teriiletmértékkel,
amely lehet negativ, és rdaddsul egy mindeniitt stir( fiiggvénygraffal all kapcsolatban...
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