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ELOSZO

A fixponttételek elmélete a matematika viszonylag fiatal sziilotte. Ennek elle-
nére, koszonhetéen a hatékony és fontos alkalmazasi lehetdségeinek, napjainkban
is aktivan kutatott tudomanyteriilet, dinamikusan fejl6dé irdnyzatokkal. Azonban
kétségkiviil besz€lhetiink olyan lezart fejezetekrdl, kikristalyosodott médszerekrol,
amelyek haladottabb egyetemi kurzusok anyagaként szolgalhatnak. Legjobb tu-
domadsunk szerint e diszciplina didaktikus igény(i targyaldsa nem hozziférhets. A
rendelkezésre all6 monografidk nem magyar nyelviiek, és nem egyetemi jegyzetnek
vagy tankonyvnek irodtak.

Jelen konyv legfontosabb célja ezt a hidnyt potolni. A fixponttételek elmélete
a Debreceni Egyetem képzésében (beleértve a Kossuth Lajos Tudomanyegyetem
jogeldd intézmény tanmeneteit is) tobb évtizedes hagyomdnyra tekint vissza. Az
eredetileg haromoras kurzust késobb két fiiggetlen kétoras sorozat véltotta fel, az
elmélet egymastdl jol elvalé iterativ €s topologikus részeihez igazodva. Konyviink
ugyanezt a felépitést koveti. Az anyag Osszedllitisakor igyekeztiink figyelembe
venni és hasznositani az id6kozben Osszegy(lt oktatdsi tapasztalatokat. Toreked-
tiink arra, hogy az ismereteken til latdsmodot adjunk, sét reményeink szerint: 13-
tdasmodot formaljunk.

A téma irant érdekldddk figyelmébe ajanljuk Shapiro [54], Granas és Dugundji
[24], valamint Zeidler [60] nagyszerli monografidit. Az ujabb kutatdsi eredmények
attekintése megtaldlhaté a [3] és [51] miivekben. Remek elméleti 0sszefoglal6t
és kiegészitést nyujt konyviinkhdz Losonczi funkcionélanalizis jegyzete [38], Jarai
mértékelméleti munkdja [30], valamint Massey algebrai topologia konyve [40].

A matematika mostanra onédllosodott, mondhatjuk: nagykoruva nott. Az egykori
szolgaldleanybdl csoddlatos hercegnd lett, akinek teljes szépségét folfogni manap-
sdg senki nem képes. A legtobb amit varhatunk Tdle, talan csak egy mosoly. Gaz-
dag személyiségének egyetlen vondsa is egész €letre sz0l6 élményt jelenthet. Ilyen
csoddlatos vonds a most bemutani kivant elmélet. Oszintén reméljiik, sikeriil err6l
meggyodzniink a tisztelt Olvasot.

Dr. Pdles Zsolt Dr. Bessenyei Mihdly
egyetemi tandr egyetemi docens

Debrecen, 2021. jilius 26.
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BEVEZETES — ITERATIV EREDMENYEK

A szukcessziv approximdcios eljarast, az 6kori babiloni mddszer tovabbfejleszté-
sét, Newton alkalmazta els6ként €s szisztematikusan polinomok gyokeinek keresé-
sére. Ezt késobb Raphson egyszer(ibb forméba Ontétte, de Newtonhoz hasonldan 6
is pusztan algebrai eljarasnak tekintette. Simpson ismerte fol az eljards igazi hord-
erejét: tle szarmazik az f(z) = 0 egyenlet kozelité megolddsara hasznalatos

f(zn)

n

rekurziés formula. Itt f: [a,b] — R adott differencialhat6 fiiggvény, x; pedig az
alapintervallum rogzitett pontja.

A szukcessziv approximdcio technikdjat Cauchy és Liouville egzisztencia €s uni-
citasi tételek bizonyitdsara hasznalta olyan differencidlegyenletekre, melyek meg-
olddsa explicit médon nem adhaté meg, mivel nem integralhaté az egyenlet. Pi-
card a modszert a kozonséges illetve parcidlis differencidlegyenletek elméletének
egyik leghatékonyabb eszkozévé formdlta; munkassagara tekintettel szokas az el-
jarast Picard-iterdcioként is emliteni. A teljesség igénye nélkiil ezt az iterdciot az
alabbi Cauchy-feladaton szemléltetjiik:

2 (t) = tx(t), z(0) = 1.

Els6 1épésben atfogalmazzuk a Cauchy-feladatot egy vele ekvivalens integralegyen-
letre. Mindkét oldalt integrdlva s = 0-tdl ¢-ig kapjuk, hogy

z(t) =1+ /Ot sxz(s)ds.

Tekintsiik most a kovetkezd rekurzidval értelmezett sorozatot. Legyen z4(t) := 1;
ha mér z,, adott, akkor legyen

t
Tp1(t) =1 +/ STy (s)ds.
0

Feladatunk az (z,,) fiiggvénysorozat hatarfiiggvényének kiszamitasa. Teljes induk-
cidval megmutathato, hogy
n 1 t2 k
k=0
Vagyis,
t2
x(t) = lim x,(t) = exp —.

n—00 2
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Amint arr6l konnyen meggy6zddhetiink, z: R — R valéban megoldédsa a fonti
Cauchy-feladatnak.

Bar a szukcessziv approximacié moédszerét Cauchy [12], Liouville [36] és Pi-
card [48] mellet szamos jeles matematikus sikerrel alkalmazta, mégis Banach ta-
l4lta meg annak letisztult €s hatékony valtozatat [1]. A kontrakcids elv, k6zismert
nevén a Banach-féle fixponttétel, valgjdban a szukcessziv approximécié technika-
janak absztrakt valtozata. Az eredményt tekinthetjiik gy, mint az approximald
sorozat konvergencidjanak elegendé feltételét. A kordbbi vizsgdlatokban ugyanis a
konvergencia mindig kiilon tisztazando kérdésként mertilt fol. A szukcessziv app-
roximdcié (a mértani sor 0sszegképletével brillidns mdédon egybefonédva) immér
a bizonyitas részévé valik. Masrészt autondmidja is megmarad, hiszen a fixpont
1étezésének és egyértelmiiségénak biztositdsa mellett lehetdséget nyjt a stabilitds
vizsgdlatara, eldzetes és utdlagos hibabecslésre, valamint a konvergenciasebesség
mérésére. Végiil de nem utolsé sorban, modszert kinal a fixpont (vagy ha tetszik: a
megoldds) numerikus kozelitésére. Ez az alkalmazasok szempontjabdl nyilvanva-
l6an nagy jelentdséggel bir.

Banach fixponttétele nemcsak az absztraktcié és alkalmazhat6sdg miatt jelent6s
mérfoldkd az analizisben. Egy 6ndll6 és jelenleg is fejl6do tudomanyag, az iterativ
fixponttételek elméletének el6hirndke. Jelen konyv elsé része ebbe a tudomanyéagba
kivén bepillantist nyujtani.

Az elso fejezetben Banach tételét kozoljiikk az eredeti [1] és egy alternativ [46]
bizonyitdssal. Ezt kovetoen két lehetséges éltaldnositasi irdnyt mutatunk be a nem-
linedris kontrakcidk és a linedris kvazikontrakciok esetére. Az el6bbiek vizsgdlata
Browder [10], Boyd és Wong [8] valamint Matkowski [41] nevéhez, utébbi pedig
Ciri¢ [14] munkdssagahoz kotGdik. Részletesen trgyaljuk e két irdny lehetséges
kozos altalanositasat, bemutatva Hegeds €s Szilagyi [28] illetve Walter [59] fix-
ponttételét, néhany kovetkezményét, valamint feltételének diszkusszigjat. A feje-
zetet a nemexpanziv leképezésekre vonatkozo legalapvetobb tudnivalokkal zarjuk.

Természetes igényként jelentkezik a kérdés, hogy milyen formdban igaz a
Banach-féle fixponttétel megforditasa. Vagyis, ha valamely leképezés egyértelmi
fixponttal bir, milyen egyé€b megkotések mellett lesz alkalmas metrikat alapul véve
kontrakci6? E kérdésre a masodik fejezetben két lehetséges valaszt adunk Bessaga
[4] és Meyers [42] tételei alapjan. El6bbi elonye, hogy akérilyen alaphalmaz esetén
érvényes, utobbié pedig, hogy az eredetivel topologikusan ekvivalens j metrikat
biztosit.

A harmadik fejezetben klasszikus alkalmazdsokat mutatunk be, szdmos ponton
eltérve a klasszikus megkozelitésektol. Ismertetjiilk Fredholm [20] és Volterra [58]



eredményeit, a kozonséges differencidlegyenletekre vonatkoz6 globdlis egziszten-
cia €s unicitési tételt ez utobbi témakorhoz kapcsolva. Ezt kovetden Presic-tipusu
fliggvényegyenletek [50] egzisztencia és unicitdsi kérdését, majd a Dini nevéhez
ftiz6do inverzfiiggvény-tétel [16] egy altalanositasat targyaljuk. A megszokott utak
helyett minden bizonyitasban Bielecki dtmetrizdlasi modszerét kovetjiik [S].

A témakor fontossdgéra és terjedelmére val6 tekintettel, kiilon fejezetet szanunk
a Banach-féle fixponttétel fraktalelméleti alkalmazasa. A negyedik fejezetben el-
sOként részletezziik a fraktaltér Pompeiu-féle konstrukciojat [49], amely Hausdorff
munkdssaga révén valt kozismertté [27]. Ezt kovetden kitériink a fraktiltér teljessé-
gére vonatkoz6 Blaschke-tételre [7], valamint a fraktdlok 1étezését és egyértelmii-
ségét biztosité Hutchinson-féle eredményre [29]. [zelit6t adunk abbdl is, hogyan
lehet a fraktdlelmélet eredményeit a digitalis képfeldolgozasban hasznositani.

Az 6todik fejezet kiindulopontja a Knaster—Tarski-féle fixponttétel [33], illetve
ennek Tarski [56] és Kantarovics [32] nevéhez kotddod valtozatai. Alkalmazasként
a szamossagaritmetika alaptételét, a monoton jobboldalud differencidlegyenletek il-
letve Presic-tipusu fliggvényegyenletek egzisztenciatételét, végiil egy elemi fraktal-
elmélet kozliink.

Az iterativ fixponttételek elméletétdl a modern varidcidészamitis egyik legfonto-
sabb eszkozének, az Ekeland-féle variacids elvnek [17] a bemutatasaval vesziink
bucsut. Tulzéds nélkiil allithatjuk, hogy ebben az eredményben kiteljesedik, sot Uj
megvilagitisba keriil a kontrakcids elv €s az iterdcios modszer. Az Ekeland-féle
variacios elvet €s a Caristi-féle fixponttételt egy onmagaban is érdekes eszkoz, a
Bishop—Phelps-féle rendezés [6] segitségével nyerjiikk. Az Ekeland-féle variacios
elv kovetkezményeiként bemutatjuk a stacionarius approximacié modszerét, Clar-
ke fixponttételét [13], valamint Graves [25] és Ljusztrnyik [39] eredményeit.



8 1.1. A BANACH-FELE FIXPONTTETEL.
1. A Kkontrakcios elv és néhany valtozata

Elsoként a Banach-féle fixponttételt €s annak harom altalanositasat mutatjuk be.
Az egyes Kkiterjesztések bizonyitdsai egymastdl és Banach eredeti megkozelitésétol
1s fliggetlenek. Ezek az 6néll6 gondolatok nem csupdn 6nmagukban szépek. Rajtuk
keresztiil ujszert megvilagitasba keriil a klasszikus kontrakcios elv.

1.1. A BANACH-FELE FIXPONTTETEL. Legyen (X, d) metrikus tér és ¢ €]0,1]
rogzitett. Azt mondjuk, hogy a T': X — X leképezés kontrakcio q faktorral, ha
minden x,y € X esetén

d(Tx,Ty) < qd(z,y).

Elsoként folidézziik Banach alapvetd eredményét, melyre két bizonyitast muta-
tunk. Az els6 Banach eredeti gondolatmenetét koveti, amely a képek tavolsagat
becsli az alappontok tdvolsdgaval. A masodik bizonyitds Palais nevéhez flizodik;
otlete az alappontok tavolsagbecslése a képek tavolsagaval.

1.1. Tétel. (Banach) Teljes metrikus tér bdarmely kontrakcidjdanak létezik egyértelmii
fixpontja.

Bizonyitds 1. Legyen T: X — X kontrakci6 ¢ faktorral az (X, d) teljes metrikus
téren. Rogzitsiikk az v € X elemet, és tekintsiik az aldbbi rekurzidval értelmezett
(x,,) sorozatot:

Ty = Tpe1 =Tz, (neN).

Els6ként megmutatjuk, hogy (x,) Cauchy-tulajdonsagd. Legyen k > 2 természetes
szam. Mivel T kontrakcio, ezért

d('rkvxk‘—i—l) — d(Txk_l,T.Tk;) S qd('xkj—bxk) S Tt S qk_ld(xth)-

A haromszog-egyenl6tlenséget, az el6z6 becslést, majd a mértani sor dsszegképle-
tét alkalmazva kapjuk, hogy barmely n < m esetén

d(xm xm) < d(xm xn—&—l) + d(.an_H_, xn+2) +e d(l'm_l, xm)

n—1
S (qnfl + q’fl + o4 qm—Q) . d(xl,x2) S 1q_ .
Legyen most € > 0 tetszSleges. Mivel a fonti egyenltlenség jobb oldala nulldhoz
tart, ezért elegendGen nagy n index esetén kisebb lesz, mint €. Vagyis, van olyan
no € N, hogy ha ny < n < m, akkor d(z,,x,) < . A teljesség miatt létezik az
(x,,) sorozatnak xy € X hatarértéke. A T kontrakcié folytonossagat kihaszndlva
kapjuk, hogy z( a keresett fixpont:

Try=T(lim z,) = lim Tx, = lim x,,1 = x.
n—00 n—00 n—o0

~d(x1,x2).
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Az egyértelmiiség igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy yy € X szintén fixpont. Ekkor
d(xo,y0) = d(Txo, Tyg) < qd(xg,y0). Mivel a metrika nemnegativ és g €]0, 1],
ezért innen d(z, yo) = 0 adddik; vagyis, z¢ = yp. O

Bizonyitds 2. Csupan az el6z3 bizonyitasban szerepld () iteracids sorozat Cauchy
tulajdonsdgéra 6sszpontositunk. Els6ként legyenek x,y € X adott elemek; ekkor a
haromszog-egyenlGtlenség €s a kontrakcios tulajdonsdg miatt

d(z,y) < d(z,Tz)+d(Tx,Ty) +d(Ty,y)
< d(z,Tz)+ qd(z,y) + d(Ty,y)

adédik. Igy,
d(z, T d(y,T
A y) < (z,Tz) + d(y, Ty)
l—gq
Legyenek n, m € N rogzitettek ugy, hogy n < m. Alkalmazzuk az eldbbi egyen-
16tlenséget az x = x,, valamint y = =z, tagokra. Ekkor, folhasznélva a definidl6

rekurziot,

d(l’n, xn—&—l) + d(xma xm—&—l)

d Lny Tm S
(2 ) =
n—1 m—1
<1 ltz d(zy, x2)
2 n—1
d d(xl,xg)

kovetkezik. Innen pedig a bizonyitani kivant Cauchy-tulajdonsig mar adodik. [J

Kiilon figyelmet érdemelnek Banach bizonyitdsanak azon mozzanatai, melyek
eljarast szolgaltatnak a fixpont kozelitésére valamint a kiilonféle hibabecslésekre.
Mivel ezek a numerikus analizisben kulcsszerepet jatszanak, 6nallo tételt fogalma-
zunk meg roluk.

1.2. Tétel. Ha (X, d) teljes metrikus tér, T': X — X kontrakcid q faktorral, xy € X
a T fixpontja, valamint (r,) az x1 = x, x,01 = Tx, rekurzioval értelmezett
sorozat, akkor érvényesek az alabbi hibabecslések:

n—1

d(zn, o) < 1q d(z1, z2);

d(xna .%’0) < %qd(xn—lu xn);

d(zp, o) < qd(Tp—1, o).



10 1.1. A BANACH-FELE FIXPONTTETEL.

Bizonyitds. A Banach-féle fixponttétel els§ bizonyitdsaban lattuk, hogy (x,) kon-
vergens €s az x fixponthoz konvergél, tovabba igazoltuk a

n—1

d(Tp, Tm) <

1_ q . d(I1,$2)

egyenlotlenséget. Az els6 hibabecslés innen adddik, végrehajtva az m — oo hatar-
atmenetet. A masodikat ennek mintajara kaphatjuk:

d(CCn, xm) é d(xm xn—H) + d(xn—i-l; $n+2) + -+ d(xm—la xm)
= d(Txp-1,Try) +d(Txy, Trpr) + -+ d(Txm—o, Txp 1)
< (q TR qm—n) cd(xp_1, 1) < %—q cd(xp_1, Ty).

Innen az m — oo hatdrdtmenetet véve a bizonyitand6 egyenldtlenséghez jutunk.
Végezetiil,

d(xna :CO) = d(Txn—la TZE'()) < qd(ajn—la xO)v
ami pedig épp a harmadik becslés. [
Megjegyezziik, hogy a tételbeli hibabecsléseket a szakirodalom rendre a priori és
a posteriori hibabecslésként, illetve a konvergencia sebességére vonatkozo becslés-

ként tartja szdmon. Az alkalmazisok szempontjabdl sokszor hasznosnak bizonyul
a Banach-féle fixponttétel paraméteres valtozata is:

1.3. Tétel. Ha (X, d) teljes metrikus tér, (P, o) metrikus tér, tovdbbd (1,),cp kont-
rakciok olyan csalddja X -en, melyek faktora q, és van olyan py € P, hogy minden
x € X esetén lim,_,, T,x = Tx, akkor T': X — X kontrakcié q faktorral, vala-
mint lim,,_,,, x, = x¢, ahol x,, illetve x jeloli a T, illetve T" egyértelmii fixpontjt.

Bizonyitds. Legyenek x,y € X tetszbleges elemek. Ekkor minden p € P mellett
d(Tyx, Tyy) < qd(z,y); végrehajtva a p — po hatdratmenetet és folhasznalva a
pontonkénti konvergenciat, kapjuk, hogy T" kontrakci6 q faktorral. Tovabba,

d(zp, x0) = d(Tpxp, Txo) < d(Tyzy, Tyxo) + d(Tyzo, Txo)
< qd(xp, xo) + d(Tpxo, Txp).
Rendezve,
d(xp, xo) < 1—iqd(Tpx0,Tx0).

Itt a jobb oldal nulldhoz tart p — p( esetén a pontonkénti konvergencia miatt. Tehat
x, — xo szintén fonnall, ha p — py. ]
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Hasonl¢6 4llitds fogalmazhat6 meg azonos faktori kontrakcidk pontonként kon-
vergens sorozatdnak hatarfiiggvényére. Mivel a bizonyitdsa az el6z0 tétel bizonyi-
tdsahoz hasonld, ezért ennek részleteitdl (valamint magdnak az 4llitdsnak a pontos
megfogalmazasitol) eltekintiink. Végezetiil a Banach-féle fixponttételnek az alkal-
mazdsok 1gazolasanal jol hasznalhat6 lokalis valtozatit fogalmazzuk meg.

1.4. Tétel. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, p € X és r > 0, valamint tegyiik fel,
hogy T: U(p,r) — X kontrakcid egy olyan q faktorral, hogy d(Tp,p) < (1 — q)r.
Ekkor létezik T-nek egyértelmii fixpontja az U (p, r) nyilt gombben.

Bizonyitds. Vélasszuk meg a 0 < o < r szdmot gy, hogy d(Tp,p) < (1 — q)o
teljesiiljon. Ekkor x € U(p, p) esetén

d(Tz,p) < d(Tz,Tp) +d(Tp,p) < qd(z,p) + (1 —q)o < qo+ (1 —q)o = o,

tehat T az U(p, o) zart gombot dnmagédba képezi. Mivel egy teljes metrikus tér
barmely zart részhalmaza maga is teljes metrikus tér, ezért a Banach-féle fixpont-
tétel szerint létezik T-nek fixpontja az U(p, o) halmazban. Nyilvan e fixpont T
értelmezési tartomdnydnak, vagyis az U (p, r) halmaznak is eleme. O]

1.2. A BROWDER-MATKOWSKI-FELE FIXPONTTETEL. Banach kalsszikus ered-
ményét olyan leképezésekre fogjuk kiterjeszteni, amelyeknél a képek tavolsaga az
alappontok tavolsdganak bizonyos fliggvényével becsiilhetd. Ehhez, s6t a késébbi
vizsgdlatainkhoz is, sziikségiink lesz az aldbbi segéderedményre.

1.5. Lemma. Ha ¢p: R, — R, monoton novo, folytonos fiiggvény, akkor az aldbbi
dllitasok ekvivalensek:

(i) p(t) <t mindent > 0 esetén;

(ii) lim,, o ©"(t) = 0.
Tovdbbd, mindkét esetben p(0) = 0 teljesiil.

Bizonyitds. Tegyiik fel els6ként, hogy ¢(t) < t teljesiil, ha t pozitiv. A folytonossag
miatt ekkor ¢(0) = 0, és igy ¢"(0) = 0. Hat > 0, akkor a p(t) < t egyenlGt-
lenség iteralasabol kovetkezik, hogy (gp”(t)) monoton csokkend sorozat. Mivel az
értékkészlet R, ezért alulrdl korldtos is. Igy 1étezik a sorozat pontonkénti hatdr-
fiiggvénye, melyet jeloljon f. Indirekt médon egyiik fel, hogy f(¢) > 0 valamely
t > 0 esetén. Mivel ¢ folytonos, ezért

f(t) = lim " (t) = o(lim " (1)) = (f (1)) < f(1),

ami ellentmondas. Tehdt, f azonosan nulla. Megforditva, tegyiik fel hogy ¢ < ¢(t)
teljesiil valamely pozitiv ¢ esetén. Teljes indukciot alkalmazva és a monotonitast
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folhasznélva kapjuk, hogy

t<o(t) <’(t) < < P(1).

Azonban ez utébbi tag nulldhoz tart ha n — oo, ami ellentmondés. Végezetiil, a
monotonitds és a most belatott (7) tulajdonsdg miatt 0 < ¢(0) < ¢(t) < t teljesiil
minden pozitiv ¢ értékre. Ebbdl pedig a renddr-elv szerint p(0) = 0 kovetkezik. [

A tovabbiakban dsszehasonlito fiiggvényen olyan ¢: R, — R, folytonos, mo-
noton novo fliggvényt értiink, amely teljesiti a fonti lemmédban megszabott valame-
lyik (amit az ekvivalencia miatt igy is mondhatnank: mindegyik) tulajdonsédgot.
Legyen (X, d) metrikus tér, ¢: R, — R, pedig egy 0sszehasonlit6 fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy a T": X — X leképezés nemlinedris kontrakcio a © dsszehasonlito
fiiggvénnyel, ha barmely z,y € X esetén

d(Tz, Ty) < p(d(z,y))

teljesiil. Hangsudlyozzuk, hogy itt a ,,nemlinedris” jelz6 alapvetden nem a 7' le-
képezésre, hanem a ¢ jelenlétére utal. Lathatd, hogy g €0, 1] esetén p(t) = qt
Osszehasonlito fliggvényt definidl, ezért a nemlinearis kontrakciok a szokasos érte-
lemben vett kontrakcidk éltalanositasai.

1.6. Tétel. (Browder—Matkowski) Teljes metrikus tér barmely nemlinedris kontrak-
ciojdnak létezik egyértelmii fixpontja.

Bizonyitds. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, 7: X — X pedig ¢-kontrakcid.
Rogzitett z € X esetén értelmezziik az (x,,) sorozatot az x1 = x és x,.1 = Tz,
rekurziéval. Azt fogjuk igazolni, hogy (z,) konvergens, hatdrértéke pedig az egy-
értelm( fixpont.

Els6ként vegyiik észre, hogy az egymadst kovetd sorozatelemek tadvolsaga nullso-
rozat. Valéban,

d($n, xn—i—l) = d(Txn—ly Txn) S @(d(xn—lu xn)) S o S Spn_l (d(xla x2))7
ez utobbi tag pedig az el6z0 lemma szerint nulldhoz tart n — oo esetén. Masodszor
megmutatjuk, hogy 7' tartomany-invarians, azaz T": U (p,e) — U(p, ) amennyiben
d(p, Tp) < € — p(e). Valéban, ha ¢ € U(p, ¢), akkor
d(p,Tq) < d(p,Tp) +d(Tp,Tq) < d(p,Tp) + ¢(d(p,q))
< d(p,Tp) + ¢(e) <e—ple) +¢(e) =e.

Legyen most ¢ > 0 tetszSleges. Mivel (z,,) egymast kovetd tagjainak tavolsaga
nullsorozat, ezért van olyan ng € N index, hogy d(z,,, T%,,) < ¢ — ¢(¢). Am
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ekkor a tartomany-invariancia miatt 7' (U (2, €)) C Ul(xy,, ) adédik. Iterdcidval
és teljes indukcidt alkalmazva,

T™(B(ny,€)) C -+ CT(B(ny,€)) C Bl ).

Ha tehét m,n > ny, akkor x,,, x,, € U(x,,,¢). Azaz d(x,,1,,) < 2¢, ami pedig
pontosan a Cauchy-tulajdonsag.

A teljesség miatt 1étezik az (x,) sorozatnak zy, € X hatarértéke. Megmutat-
juk, hogy z( a keresett fixpont. Valoban, mivel z,, 1 = Tz, és mivel T egy -
kontrakcio, ezért

d(x0, Txo) < d(wo, Tni1) + d(Tny1, Tzo) < d(2o, Toi1) + @(d(2n, 70)).

Ez ut6bbi tag nulldhoz tart, ha n — oco. Ez csak ugy lehet, hogy z(y = T'z( fonnall.
Az egyértelmiiség igazoldsdhoz indirekt modon tegyiik fel, hogy xg, yo € X kii-
16nb6z6 fixpontok. Ekkor d(zg, yo) > 0, s ezért

d<$07 yO) - d(TLU(), Ty()) < gO(d(.fE(), yO)) < d(.ﬁUO, y0)7

ami ellentmondas. Tehat, xo = yp, amivel a bizonyitast befejeztiik. [

1.3. A CIRIC-FELE FIXPONTTETEL. Banach fixponttételének egy mdsik irdnyd
altalanositasi lehetdségét vizsgaljuk meg. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkez0, rész-
ben technikai fogalmakra. Ha X nem iires halmaz, 7': X — X adott leképezés,
akkor az x € X elem n-hosszii pdlydjan illetve pdlydjdn a kovetkezd halmazokat
értjiik:

Ou(z) = {T*x | k € {0,...,n}}, O(z) = {T"z | ke NU{0}}.

Legyen (X, d) metrikus tér, ¢ €10, 1] pedig rogzitett. A T: X — X leképezést
q-faktori linedris kvdzikontrakcionak nevezziik, ha minden z,y € X esetén

d(Tz, Ty) < gdiam{z,y, Tz, Ty}

teljesiil. A ,,linedris” jelz0 természetesen itt sem a 7' leképezésre vonatkozik, hanem
a felso becslés jellegére utal. Fontos megemliteni, hogy egy linearis kvéazikontrak-
ci6é nem feltétlen folytonos. Mégis, a teljességet foltételezve, érvényben marad a
fixpont 1€tezésére €s egyértelmiiségére vonatkozo allitas.

1.7. Tétel. (Ciri¢) Teljes metrikus tér barmely linedris kvdzikontrakcidjdnak létezik
egyértelmii fixpontja.

Bizonyitds. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, 7: X — X pedig ¢ faktord kvazi-
kontrakci6. Rogzitett x € X esetén tekintsik az vy = x és x,.1 = T'x, mdédon
adott sorozatot. Célunk azt megmutatni, hogy (z,) konvergens és hatarértéke a T’
egyetlen fixpontja.
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Els6ként igazoljuk, hogy (z,) korlatos, azaz, hogy diam O(x) véges. Legyen
n € N tetszoleges, valamint xy, z; € O,(z) adottak, ahol k,[ € {2,...,n + 1}.
Ekkor

d(zp, ) = d(T" 'z, T 2) < gdiam{T* 22, TF 1o, T2, T 12}
< gdiam O, (z) < diam O,,(z).

Ez azt mutatja, hogy az n-hosszd pdlydk dtmér6je nem adddhat kezd6elemtdl kii-
16nboz4 tagok tavolsagaként. Vagyis, 1étezik olyan k € {2,... n + 1} index, hogy
diam O, (z) = d(x, zy).

Azonban ekkor
diam O, (z) = d(z, z;) = d(z, T" 'z)

(
< d(z,Tz)+ d(Tx, T 'z)
< d(z,Tz) + gdiam{z, Tz, T" %z, T" 'z}
<d(z,Tz)+ qdiam O, (),

ahonnan rendezéssel kapjuk, hogy = véges hosszisagu palyai kozos korlat alatt
maradnak. Tehdt O(x) valéban korlatos.
Maisodszor azt igazoljuk, hogy (x,) Cauchy-sorozat. Legyenek n, m € N tetszd-
legesek ugy, hogy m > n > 2. Ekkor
{xn—la Ly Tm—1, xm} g Om—n—l—l(-rn—l);

tehat
d(xna CUm) - d(Txn—la Txm—l)

< gqdiam{z, 1, T, Tm_1,Tm}
< gdiam Oy, pq1(Tn-1).
Az el6z6 gondolatmenetbdl adédik, hogy van olyan k& € {1,...,m —n+ 1} index,
amellyel diam O,,,_,11(x,-1) = d(xn_1,xn_14k) teljesiil. Ilyen valasztds mellett
kapjuk, hogy
d(Tp-1,Tp-14%) = d(Tp_9, TTy_241)
< qdiam{x,_2, Tn—1, Tn—2+k, Tn—1+k}
< qdiam Oy (z,2)
< qdiam Opy_yya(z2).

Osszességében tehat,

d(xn7 xm) < q2 diam Omfn+2 (:Ean)-
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Teljes indukciét hasznélva igazolhatjuk, hogy minden n,m € Nésm > n > 2
esetén

d(x,, 1) < ¢"Fdiam O,,_1 ().

Azonban kordbban beldttuk, hogy diam O(z) véges; tehat a fenti egyenlGtlenség
bal oldala nulldhoz tart, ha n — oo. Ez pedig épp a Cauchy-tulajdonsagot jelenti.

A teljesség miatt az (x,,) sorozatnak létezik xy € X hatdrértéke. Harmadik 1é-
pésben azt mutatjuk meg, hogy z fixpont. Ha ugyanis nem lenne az, akkor sziik-
ségképpen d(xg, T'xy) > O teljesiilne; igy

d(wo, T'zo) < d(x0, Tpt1) + d(Tpi1, T'20)

< d(x0, Tpg1) + g diam{xy, xp 41, 20, Two}

Mivel x,, — x¢, ezért itt az elss tag nulldhoz, az atmérd pedig a d(z, T'z) értékhez
tart. Vagyis hataratmenet utan a fontiekbdl d(zg, Txy) < qd(xo, Txo) kovetkezik,
ami ¢ < 1 miatt ellentmondas.

Végezetiil a fixpont egyértelmiiségét kell bizonyitani. Tegyiik fel, hogy zq €s yg
a l' fixpontjai. Ekkor

d($0, yO) — d(T.CUo, TyO) S qdiam{xo, T.flfo, Yo, Ty()} — qd(‘r()? yO)

Innen ¢ < 1 miatt csakis d(zg, yp) = O teljesiilhet. Ez azt jelenti, hogy 7T fixpontja
valéban egyértelmd. [

1.4. A HEGEDUS—SZILAGYI-WALTER-FELE FIXPONTTETEL. Az el6z6 részek-
ben targyalt nemlinedris kontrakcidk és linedris kvazikontrakciok kézenfekvd ko-
z0s altalanositdsai a nemlinedris kvazikontrakciok, vagyis az olyan T leképezé-
sek, melyeknél a képek tavolsiga az {x,y, Tz, Ty} halmaz dtmérdjének bizonyos
fliggvényével becsiilhetd. Mit allithatunk ilyenkor a fixpont 1étezésérdl és egyér-
telmiis€égérdl? Konnyi ellendrizni, hogy a valds szamok halmazat a szokdsos met-
rikdval elldtva a 7/2-vel vald eltolds fixpontmentes nemlinedris kvazikontrakci6 a
@(t) = t — arctan(t) osszehasonlit6 fiiggvényre nézve. (Az Gsszehasonlito fiigg-
vény fogalmat tovdbbra is a kordbban bevezetett értelemben haszndljuk.) Vagyis
léteznek fixpontmentes nemlinedris kvazikontrakciok. Azonban kideriil, hogy az
elemek palyaira szabott korlatossagi tobbletfeltétel mar biztositja a fixpont egyérte-
mi 1étezését.

Ha (X, d) metrikus tér, T: X — X adott leképezés, akkor O(x,y) jeloli az
z,y € X elemek kozos palydjat, vagyis az O(x) U O(y) halmazt. Azt mondjuk,
hogy a T' leképezés gyenge kvdzikontrakcio a ¢ Osszehasonlito fiiggvénnyel, ha
korl4tos pélyédkat szdrmaztat, és minden x,y € X esetén

d(Tz,Ty) < ¢(diam O(z,y))
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teljesiil. A nemlineéris kvéazikontrakcié megnevezést elkeriilve erds kvdzikontrak-
ciordl szolunk, ha barmely z,y € X esetén 7' teljesiti az alabbi egyenlGtlenséget:

d(Tx,Ty) < gp(diam{x,y,Tx,Ty}).
1.8. Lemma. Ha T’ gyenge p-kvdzikontrakcio, tigy T gyenge ©"-kvdzikontrakcio.

Bizonyitds. Legyenek x,y € X tetszOlegesek. Ha k,[ > 1, akkor nyilvanval6an
O(T* Yz, T'"Yy) C O(x,y), igy T kvézikontraktivitdsa és ¢ monotonitdsa miatt
d(TFz, Thy) = d(TT" ‘o, TT' )
< p(diam O(T" 'z, T 1y)) < ¢(diam O(z,y)).
Mivel ez az egyenlGtlenség © = y esetén is érvényes, ezért

diam O(Tx, Ty) = sup {d(T"z, T'y), d(T"z, T'z), d(T"y, T'y)}
k,leN

< p(diam O(z,y)).

Innentdl a lemma allitasat teljes indukcioval kapjuk. Az 4llitds n = 1 esetén
trividlis, és tegyiik fel, hogy valamely n € N esetén mdr belattuk. Ekkor az el6z6
egyenlotlenséget €s (o monotonitasat haszndlva

d(T" e, T"y) = d(T" Tz, T"Ty)
< " (diam O(Tz, Ty)) < " (diam O(z,y))
kovetkezik, és éppen ezt kellett igazolnunk. ]

1.9. Tétel. (Hegediis—Szildgyi—Walter) Teljes metrikus tér bdarmely gyenge kvdzi-
kontrakcidjdnak létezik egyértelmii fixpontja.

Bizonyitds. Legyen (X, d) teljes metrikus tér és legyen 7: X — X gyenge kva-
zikontrakcié ¢ Osszehasonlito fiiggvénnyel. Legyen x € X tetszOleges. Elso 1é-
pésben ismét azt igazoljuk, hogy az x; := x és x,,; := Tz, mddon adott (z,)
sorozat Cauchy-tulajdonsagi. A palyak korlatossaga és (") pontonkénti konver-
gencidja biztositja, hogy barmely € > 0 esetén van olyan ny € N index, amellyel
¢" (diam O(z)) < £/2 teljesiil. Ha tehdt n > ny, akkor az el6z6 lemma miatt

ATz, T"z) < " (diam O(z, T" ™z)) = ¢" (diam O(z)) < £/2.

A haromszog-egyenlStlenség miatt innen d(z,, x,,) < € ha n,m > ny. Vagyis,
(x,,) Cauchy-sorozat.
A tér teljessége miatt az (,,) sorozatnak létezik xo € X hatarértéke. Masodik

//////
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Ismét az el6z6 lemma alapjan kapjuk, hogy
d(xg, T"xo) < d(xo, xy) + d(z,, T"x0)
= d(xg,x,) +d(T"z, T"x0)
< d(zg, xn) + ¢" (diam O(x, a:o)).
E felss becslés pedig az (x,,) sorozat és (¢") konvergencia tulajdonsagai miatt nul-
ldhoz tart n — oo esetén.

Végezetiil azt fogjuk igazolni, hogy diam O(z;) = 0. Ha n,k € N, akkor a
korabbi lemma €s  monotonitdsa miatt

d(T" 2o, T 20) < " (diam O(zo, T xy))
= ¢"(diam O(zy)) < ¢(diam O(zy)).
Igy.
sup d(T" o, T"zp) < p(diam O(z)) < diam O (o)

n,meN
amibdl
diam O(xg) = sup d(zo, T"x¢)

neN

kovetkezik. Masrészt, T"xy — x¢; ezért van olyan m € N, hogy
diam O(xg) = max{d(zo, T*zo) | k=1,...,m}.
Legyen k € {1,...,m} az az index, amely az atmér6t meghatdrozza. Ekkor min-
den n € N vdlasztas mellett
d(xg, TFx0) < d(xg, T o) + d(T g, TF20)
< d(wo, T" P 20) + " (diam O(T"xo, x0))
= d(wo, T""20) + ¢" (diam O(xp))
< d(zo, T" ) + go(dlam O(:co)).

Végrehajtva az n — oo hataratmenetet és szem el6tt tartva az el6z0 észrevételeket,
diam O(zg) = d(zo, T"z0) < ¢(diam O(x))

adodik. Azonban ¢ Osszehasonlitd fliggvény, ezért a fenti egyenlStlenség csakis
diam O(xg) = 0 esetén teljesiilhet. Ebbdl specidlisan a kivant xy = Tz tulaj-
donsag is kovetkezik. A fixpont egyértelmiiségét a kordbban latott modszerekkel
nyerhetjiik. ]
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Mint ahogy azt a kapcsolddé tételek bizonyitdsaibdl lathatjuk, az eddig vizsgalt
altalanositott kontrakciok korlatos palyakat szarmaztatnak. Tehat a kordbban bemu-
tatott fixponttételek adédnak az el6z6 eredménybdl. Most tovabbi alkalmazasokat
ismertetiink erds kvazikontrakcidkra.

1.10. Kovetkezmény. Ha (X, d) teljes metrikus tér, @ pedig olyan dsszehasonli-
16 fiiggvény, hogy (id —p) szigoriian monoton sziirjekcio, akkor bdrmely erds -
kvdzikontrakcionak létezik egyértelmii fixpontja.

Bizonyitds. Legyen T: X — X er0s kvazikontrakci6 a feltételeknek eleget tevd
Osszehasonlito fliggvénnyel. Az eldz6 tétel miatt elegendd csupan azt megmutatni,
hogy T' korlatos palydkat szarmaztat. Legyen z € X rogzitett. Ekkor

diam O, 11(z) < d(z, Tz) + diam O, (Tz) < d(z, Tz) + ¢(diam O, 11 (x)),

pd
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(id —p) (diam Op41(2)) < d(z, Tz).
Mivel (id —¢) szigortian monoton novd, ezért van inverze. A sziirjektivitas bizto-
sitja, hogy az inverz mindkét oldalra alkalmazhat6. Sot, az egyenldtlenség irdnya
sem valtozik meg. Ez azt jelenti, hogy x minden véges hosszusagu palyaja kozos
korlat alatt marad. O

1.11. Kovetkezmény. Ha (X, d) teljes metrikus tér, v pedig olyan dsszehasonlité
fiiggvény, hogy ¢"(t) < cyt teljesiil a ¢, konvergens sorral, akkor minden erds
p-kvadzikontrakcionak létezik egyértelmii fixpontja.

Bizonyitds. Legyen T': X — X er0s kvazikontrakci6 a feltételeknek eleget tevd ¢
osszehasonlité fiiggvénnyel. Ismét elegendd csupdn azt igazolni, hogy 7' korlatos
palydkat szarmaztat. Legyen x € X tetszdleges. Ekkor
diam O, (z) < diam O,,(z) + d(T"z, T" ')
< diam O, (z) + ¢" (diam O,41(z)).

Tehat, az a,, := diam O,,(x) sorozatra a, 11 < a, + ¢"(a,+1) teljesiil. TeleszkSpo-
san Osszegezve az a1 — a < ©*(ar.1) egyenldtlenségeket, valamint szem elétt
tartva az (a,,) és ¢ monotonitasi tulajdonségait,

n

n
Ap+1 — Apy = Z (ak+1 - Clk) < Z @k(akﬂ)

k=ng k=ng

n (0.¢] (0.]
< Z @k(anJrl) < Z @k(an+1) < Z CrQn+1

k:no k:no k:no
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adodik. Vilasszuk az ny € N indexet ugy, hogy Zzozno cr < 1 teljesiiljon. Ilyen
valasztas nyilvanvaldan lehetséges. Ekkor a fonti egyenlotlenség dtrendezett alakja
mutatja, hogy (a,) valéban korlatos. O

Erdemes még megemliteni a Heged(is—Szilagyi—Walter fixponttétel azon egysze-
i kovetkezményét, mely szerint kompakt metrikus tér barmely gyenge kvdzikont-
rakciojanak létezik egyértelmii fixpontja. Megjegyezziik azt is, hogy méar egy erls
kvazikontrakcié sem feltétleniil folytonos. Ez az oka annak, hogy az ut6bbi ered-
ményekben az iteracids sorozat hatarért€kének fixpont tulajdonsdgat nem a folyto-
nossagra hivatkozva, hanem egyéb modszerek segitségével mutattuk meg.

1.5. SZIGORUAN NEMEXPANZIV LEKEPEZESEK. Mivel egy Banach-tér izometri-
a1 kozott vannak fixpontmentes leképezések (példaul a transzlaciok ilyenek), ezért
a kontrakci6 klasszikus fogalmdban a ¢ = 1 vdlasztds nem célravezets. A fejezet
lezarasaként azt vizsgaljuk, hogy a ¢ = 1 esetben a szigoru egyenldtlenség haszna-
lataval mikor allithatjuk a fixpont 1étezését.

Legyen (X, d) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy a T: X — X leképezés szigo-
riian nemexpanziv, ha minden x,y € X és x # y esetén

d(Tx, Ty) < d(z,y).

1.12. Tétel. Létezik teljes metrikus téren értelmezett fixpontmentes, szigorian nem-
expanziv leképezés. Kompakt metrikus tér bdrmely szigorian nemexpanziv leképe-
zésének létezik egy és csak egy fixpontja.

Bizonyitds. Az elsd 4llitas igazolasdhoz tekintsiik a valos szamok halmazat ellatva
a szokdsos metrikdval. Ertelmezziik tovdbbd a T': R — R leképezést a kovetkezd

képlettel:
1, haz < 0;
Tr =
vV1+22 haxz>0.

Konnyen ellendrizhetS, hogy T differencidlhat6, és minden & € R esetén |T7¢] < 1.
Ezért a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt 1" szigoruan nemexpanziv leképezés.
Maisrészt, minden z € R mellett x < T'x, tehdt 7" nem rendelkezhet fixponttal.

A masik allitast indirekt médon bizonyitjuk. Legyen X kompakt metrikus tér, s
legyen T': X — X olyan szigorian nemexpanziv leképezés, amely fixpontmentes.
Tekintsiik a p(x) = d(z, Tz) fiiggvényt. Mivel ¢: X — R folytonos, X pedig
kompakt, ezért van olyan xy € X, hogy ¢(z() = infx . A fixpontmentesség miatt
nyilvan p(xg) > 0. Mdsrészt, T' szigortan nemexpanziv, igy

d(xg, Txo) = p(xg) < (Txp) = d(TmO,T(TxO)) < d(zg, Txy),
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ami ellentmondds. Tehdt kompakt metrikus téren minden szigordan nemexpanziv
leképezés rendelkezik fixponttal. Az egyértelmiiségre vonatkozo allitas nyilvanva-
16, ezért bizonyitdsat elhagyjuk. ]
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2. A Banach-féle fixponttétel megforditasai

Az egyértelml fixpont létezé€se nemcsak kovetkezménye, hanem Iényegében
meghatdroz6 sajatossaga a kontrakcids tulajdonsdgnak. Ezt a meglep6 kapcsola-
tot Bessaga €s Meyers tételein keresztiil mutatjuk be.

2.1. BESSAGA TETELE. Els6kéntegy tetszbleges halmaz egyértelmi fixponttal bi-
10 leképezéseit vizsgaljuk. A f6 eredmény bizonyitdsa a postas-metrikahoz hasonlo
konstrukcion mulik, aminek létezését a Kuratowski—Zorn-lemmaval igazoljuk.

2.1. Tétel. Ha X nem iires halmaz, T: X — X olyan leképezés, hogy T' minden
iterdltjdnak legfeljebb egy fixpontja van, akkor barmely q €)0, 1| esetén megadhato
olyan d metrika, melyre nézve T kontrakcio q faktorral. Tovdbbd, ha T-nek van
fixpontja, akkor d iigy is vdlaszthatd, hogy (X, d) teljes metrikus tér legyen.

Bizonyitds. Els6ként megmutatjuk, hogy 1étezik az alabbi feltételeknek eleget tevd
p: X — R fiiggvény:

(1) ¢(x) > 0 minden z € X esetén;

(7i) p(x) = 0 pontosan akkor, ha z fixpontja T-nek;
(131) o(Tz) < qp(zr) minden x € X esetén.
Jelolje ® azon (D, ¢) parok halmazat, amelyekre teljesiilnek a kovetkez6 kivanal-
mak: D C X é T(D) C D, valamint ¢: D — R eleget tesz a fonti harom
tulajdonsdgnak.

Megmutatjuk, hogy minden xy € X esetén van olyan (D, ) € ®, hogy xoy € D.
Legyen D = O(x) az xy elem pdlydja. Vilagos, hogy ekkor T'(D) C D. A palya
szerkezetét illetSen két eset fordulhat el: vagy T xg # TV hai # j, vagy pedig
létezik olyan k € N index, hogy O(T%z) egyelemii és minden 0 < i < j < k — 1
esetén T"xy # TVxy. Ha ugyanis nem az elsd eset 4ll fonn, akkor léteznek olyan
k < j indexek, hogy T"zy = TVx; foltehets, hogy k a legkisebb ilyen index, j
pedig az ehhez tartozo legkisebb index. Ekkor

TV (T 2g) = TVag = T" g
T M gg) = TT wg = TT xg = T a,.

Vagyis, a 777" leképezésnek mind T"*x(, mind pedig 7%+ z, fixpontja. Tekintve,
hogy T barmely iteraltjanak legfeljebb egy fixpontja van, T*x( = T* 'z, adédik;
ezt az egyenletet iterdlva épp a masodik palyatipushoz jutunk.

Definidljuk a o: X — R leképezést a kovetkez8 médon: legyen o(T'xzg) := ¢
ha a pélya az elsd tipusi. A madsodik tipusd palya esetén legyen o(T ) = ¢'
ha0 < < k— 1, mig azi > k esetben legyen nulla. Megmutatjuk, hogy ilyen
valasztas mellett ¢ teljesiti az elvart tulajdonsagokat.
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Ha a plya elsd tipusd, akkor ¢ pozitiv és T-nek nincs fixpontja, tehdt (i) és (ii)
teljesiil. A harmadik tulajdonsag ellen6rzéséhez legyen x = T"x, alakban adott.
Ekkor

p(Tx) = p(T"20) = ¢ = qp(T"o).
Ha a pélya masodik tipusu, akkor az els6 tulajdonsig ¢ definicija miatt teljesiil.
Legyen z = T'xzy. Tegyiik fel, hogy x fixpontja T-nek. Ekkor x = Tz miatt
Tixg = T g, ezért k < 1. Am ekkor ¢(x) = 0 definici6 szerint. Megforditva, ha
() = 0, akkor sziikségképp k < i és igy
v ="Tuxy=T""2y=TT2xy=Tx.

Vagyis, a masodik tulajdonsag szintén fonnall. Végezetiil, a p(Tx) < qp(x) tulaj-
donsdgot harmas esetszétvalasztassal ellendrizhetjiik.
Ha: < k — 2, akkor
p(Tx) = (T w9) = ¢ = q¢' = qp(T"x0) = qp().
Ha: = k — 1, akkor

p(Tx) = o(T"20) = 0 < ¢" = q¢" ' = qp(T" '2y) = qp(2).
Ha ¢ > k, akkor

p(Tz) = (T '20) = 0 = qp(T'x0) = qp().

Tehat ® valdban nem iires. Ertelmezziik most a < reldciét a kovetkezé modon:
(D1, 1) =< (D9, ¢y) pontosan akkor, ha Dy C D5 és ps|p, = ¢1. Konnyen ellen-
Orizhetd, hogy ekkor < parcidlis rendezés a ¢ halmazon. Legyen

L ={(Dr,px) €PN €A}

tetsz8leges lanc, valamint D = | J,., D) és x € D, esetén p(x) = ¢y(x). Meg-
mutatjuk, hogy ¢: D — R fiiggvény. Tegylik fel ugyanis, hogy x € Dy, N D,,. A
lanc tulajdonsdg miatt foltehetS, hogy Dy, € D, €s vy, |p,, = vy, Haz € Dy,
tetszoleges, akkor

(p)\l(ﬂf) = 90)\2|D>\1 (33) = @Az(a:)'

Nyilvanval6, hogy az igy nyert (D, o) par az % lanc fols6 korlatja. Megmutatjuk,
hogy (D, ¢) € ®. Nyilvan D C X, és

7(D)=T(| JDy) =Ty < | JDr=D.

YN AEA AEA
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Vilagos, hogy ¢ nemnegativ; tovabba, ¢(x) = 0 pontosan akkor, ha valamely
A € Aesetén py(z) = 0, ahol x € D,; ez utébbi pedig pontosan akkor teljesiil, ha
x fixpontja T-nek. Végezetiil, ha x € D), akkor T'x € D); tovabba,

p(Tx) = pA(Tx) < qpa(x) = qp(z).

A Kuratowski—Zorn-lemma szerint a (®, <) parcidlisan rendezett halmaznak 1¢-
tezik maximadlis eleme, amelyet jel6ljon a tovabbiakban (D, ). Most igazoljuk,
hogy sziikségképpen D = X teljesiil. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy van olyan
xo € X, amely nincs benne D-ben. Legyen Dy := DU O(z). Ha DN O(z) = 0,
akkor legyen po(x) = ¢(x) ha x € D, amugy pedig (azaz x, palydjan) az els-
z6 konstrukcidban latottak szerint adott. Ha D N O(xg) # (), akkor létezik olyan
k € N, hogy x, Txg, ..., T" 'ay & D és T"xy € D. Ha T*x fixpontja T-nek, ak-
kor legyen oo(T'zg) :==¢' ha0 < i < k —1és po(r) := p(r) haz € D. Ha Tz
nem fixpontja T-nek, akkor legyen oo(Tz¢) := ¢ *o(T"xo) ha0 < i < k — 1és
wo(z) := p(x) hax € D.

Ekkor ¢y: Dy — R valddi kiterjesztése a ¢: D — R fliggvénynek, teljesiti a
kordbbi tulajdonsdgokat, tehat (D, p) = (Dy, ¢p), ami pedig ellentmond (D, ¢)
maximalitdsanak.

Osszességében tehit, 1étezik az (i) — (i4i) elSirdsoknak eleget tevs p: X — R
fiiggvény. Ennek birtokdban, legyen d: X x X — R az aldbbiak szerint adott:

d(x,y) — {5(:6) + @(y)a EZi i ::Z’

Megmutatjuk, hogy ekkor d metrika az X halmazon. Valéban, a nemnegativitas és
a szimmetria nyilvanvald. Vildgos az is, hogy © = y esetén d(x,y) = 0. Meg-
forditva, ha d(x,y) = 0, akkor ¢(z) + ¢(y) = 0, ami csak gy lehetséges, ha
o(r) = ¢(y) = 0. Azaz, Tx = x illetve T'y = y teljesiil. Mivel a T' leképezésnek
legfeljebb egy fixpontja van, ezért sziikkségképpen x = y addédik. A haromszog-
egyenl6tlenség fonndll, ha x, y, z koziil legalabb két elem azonos. Ha pedig paron-
ként kiillonb6z6ek, akkor ¢ nemnegativitdsa miatt

d(z,2) = p(x) + o(2) < (@) + o(y) + o) + p(2) = d(x,y) + d(y, 2).

Sé6t, a T' leképezés kontrakci6 ¢ faktorral az (X, d) térben. Ha ugyanis x,y € X,
akkor foltehetjiik, hogy T'x # T'y. Ekkor természetesen = # y, és igy d definicidja,
valamint ¢ tulajdonsagai miatt kapjuk, hogy

d(Txz, Ty) = o(Tx) + ¢(Ty) < q((x) + (y)) = gd(z,y).
Végezetiil tegyiik fel, hogy létezik T-nek x( € X fixpontja, és az éllitassal el-
lentétben (X, d) nem teljes. Ekkor van olyan (z,) Cauchy-sorozat, amely nem
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konvergens, speciélisan az x( fixpont sem hatarértéke. Vélasszuk az ¢ > 0 szdmot
ugy, hogy d(x,,zy) > € végtelen sok n € N indexre teljesiiljon; az altalanossag
csorbitdsa nélkiil foltehetd, hogy minden sorozatelem ilyen. A Cauchy-tulajdonsig
miatt van olyan ny € N index, hogy d(z,, z,,) < € han,m > ng. Tegyiik fel, hogy
T, # x,. EKkor, félhasznalva, hogy ¢ (x¢) = 0,

e > d(wn, xm) = ©(xn) + 0(xm) = ©(zn) + P(T0) + () + @(70)
= d(zp, o) + d(xpm, x0) > 2€.

A kapott ellentmondéds miatt z,, = =z, adédik az ny-ndl nem kisebb index{ so-
rozatelemekre, vagyis a sorozat véges sok tagtdl eltekintve dlland6. Specidlisan
konvergens, ami ismételten ellentmondéasra vezet. [

2.2. MEYERS TETELE. Ha az alaphalmaz maga is metrikus tér, akkor a Bessaga-
tételben konstrualt metrikus térnek ezzel dltalaban nincs kapcsolata. A kovetkezd
tétel éppen azért fontos, mert az eredeti €s az Uj metrika (amelyben a leképezés mar
kontrakci0) topologikusan ekvivalensek.

2.2. Tétel. Ha (X, d) kompakt metrikus tér, q €0, 1], valamint T': X — X olyan
folytonos leképezés, amelyre

(N 7T"(X) = {p}

teljesiil, akkor van olyan dy metrika, amelyre nézve T' kontrakcio q faktorral, és
amely topologikusan ekvivalens az eredeti d metrikdval.

Bizonyitas. Az egyértelmiliség érdekében a tovabbiakban jelezni fogjuk, hogy a
metrikdhoz k6t6d6 fogalmak aktudlisan éppen melyik metrika szerint értenddk. Le-
gyen g, = diamy 7" (X). Mivel {T"(X) | n € N} csokkend lanc, ezért (£,) mo-
noton csokkend és nyilvan nemnegativ tagi. Igy (e, ) konvergens. Mésrészt 77 (X)
kompaktsdga miatt 1éteznek olyan x,,,y, € T"(X) elemek, hogy €, = d(x,, yn)-
Foltehetjiik, hogy (z,) és (y,) konvergensek az x illetve y hatarértékekkel. Mivel
z,y € T"(X) teljesiil minden n indexre, ezért a tétel feltétele szerint sziikségkép-
pen x = p = y teljesiil. Ez azt jelenti, hogy (¢, ) nullsorozat.
Legyen
di(z,y) =supd(T"x,T"y) (z,y € X).
n>0

Megmutatjuk, hogy d; metrika. Valéban, d; nyilvanval6an nemnegativ, és az elo-
zG6ek miatt nem vehet fol bdvitett valds értéket sem. Ha dy(z,y) = 0, akkor
d(T"z, T"y) = 0 minden n indexre; specidlisan, n = 0 vdlasztdssal, d(z,y) = 0.
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Am ekkor sziikségképpen = = y teljesiil. A d; szimmetridja szintén vildgos. Végiil,
d(T"z, T"z) < d(T"z,T"y) + d(T"y,T"2)
< di(z,y) + di(y, 2);

a bal oldalon szuprémumot véve a haromszog-egyenlotlenséget kapjuk. Sot, d; és
d ekvivalens metrikdk X-en. Nyilvan d(z,y) < dj(z,y) mindig teljesiil. Tegyiik
fel, hogy (,,) olyan sorozat, amely tart valamely x € X elemhez a d metrika
szerint. Legyen ¢ > 0 tetszdleges és ng € N olyan, hogy n > ng esetén ¢, < ¢
teljesiiljon, ahol (e,,) a kordbban bevezetett sorozat. Mivel TV, . .., T™ folytonosak
a d metrikdra nézve, ezért van olyan § > 0, hogy d(x,y) < J esetén

d(TFz, Thy) < e (k=0,...,n0).

Masrészt x,,, —4 x, ezért van olyan my € N, hogy d(x,,,x) < § ham > my; igy
az el6z6ek miatt,

di (T, x) = supd(T"z,, T"x)

n>0

< max{sno,kilolax d(TFx, Th2)} < e

..... no

Vagyis, az (x,,) sorozat konvergens és hatarértéke = a d; metrika szerint. Ez azt
mutatja, hogy d; és d topologikusan ekvivalens metrikdk. S&t, az (X, d;) metrikus
téren 7' mar nemexpanziv leképezés. Ha ugyanis z,y € X, akkor

di(Tz, Ty) = sg;o) d(T" g, T )

<supd(T"z,T"y) = di(z,y).

n>0

Ertelmezziik most az © € X elem n(x) nivéjat az aldbbiak szerint. Legyen
n(x) := 400 ha z = p; egyébként pedig

n(z) :=sup{n € N|z € T"(X)}.
Nyilvéan € T" (X)) esetén Tx € T"(X) kdvetkezik; igy
n(Tz) =sup{n e N| Tz € T"(X)}
>sup{neN|zeT"(X)}
=n(z) + 1.
Tekintsiik az aldbbi médon értelmezett g: X x X — [0, +oo[ fliggvényt:
g(x,y) = ¢y (2, y).
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Folhaszndlva az el6z06 egyenlGtlenséget €s azt, hogy T’ nemexpanziv a d; metrikéra
nézve, kapjuk, hogy

g(Ta,Ty) = "™ 0004y (T, Ty)
S qmin{n(@,n(y)}"'ldl(x’ y) =q- 9(557 y)
Legyen

do(,y) = it {3 glan 1, 20) | w0 = 2,0 =y}
k=1
Megmutatjuk, hogy dj olyan, az eredeti metrikdval topologikusan ekvivalens met-
rika, melyre nézve T' kontrakcié ¢ faktorral. Vildgos, hogy dy nemnegativ, valds
értékd fuggvény, és minden x € X esetén dy(z,r) = 0. Most tegyiik fel, hogy
x # vy, és legyenek xy, ..., x, olyan pontok, hogy xy = x és x,, = y. Jelolje H
azon k € {0,...,n— 1} indexek halmazat, amelyekre n(x;) < n(z) teljesiil. Nyil-
van H # (), hiszen 0 € H. Legyen z* = 1z}, ha k a legkisebb olyan index, hogy
xy ¢ H; ha pedig nincs ilyen index, akkor legyen x* = y. Ekkor

n—1
E 9(xp, Tpy1) > E 9(Tpy Tpy1) > " E di(xg, Trt1)
k=0 keH keH

> q”‘(x)dl(a?,x*) > qn(a:) min{dl (;(;,T”(”")H(X)),dl(xay)}'

Mivel T folytonos, X pedig kompakt, ezért 7"(*)+1(X) kompakt halmaz, és nem
tartalmazza az = elemet. Vagyis, a fonti becslés utdbbi tagja pozitiv; igy do(x,y)
pozitiv. Hogy dj szimmetrikus, nyilvanvald. A haromszog-egyenlotlenséghez le-
gyen € > 0 tetszdleges, tovabba xg, ..., x, és yo, ..., Yy, olyan elemek, melyekre
teljesiilnek a kovetkezdk: xy = x, z, = y = yo és y,, = 2z, valamint

n m
do(z,y) + % > Zg(xk—laxk:) do(y, z) + g > Zg(yk—laykz)-
k=1 k=1
Ekkor az xg, ..., ,; Y0, - - -, Ym az y pontban egymdashoz csatlakoz6, x és z kozott
haladé torottvonal, igy do(z,y) + do(y, 2) + ¢ > do(z, 2) a dy értelmezésébdl ado-
déan. Innen ¢ — 0 hatdratmenettel kapjuk a bizonyitandot.
Megmutatjuk, hogy 7' kontrakci6 q faktorral a dy metrikdra nézve. Legyen € > 0
tetszéleges, x,y € X, és tekintsiink egy olyan xy, ..., x, torottvonalat, amelyre
xo = x és x,, = y valamint

Zg(xk—laxk) <do(z,y) +¢
k=1
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fonnall. Ekkor

do(T,Ty) <Y g(Twp 1, Txy)
k=1

< Zq cg(ar-r,z) < q- (do(z,y) +¢).
k=1

Mivel € > 0 tetszbleges, ebbdl a kivant kontrakcids tulajdonsigot kapjuk.

Végezetiil megmutatjuk, hogy dj és d; topologikusan ekvivalens metrikdk. Nyil-
vanvaléan dy(z,y) < di(z,y). Legyen (z,,) olyan sorozat, hogy dy(x,,, z) nul-
lahoz tart, azonban d;(x,,, ) nem tart nulldhoz. Az dltalanossag sérelme nélkiil
foltehetjiik, hogy van olyan ¢ > 0 szdm, mellyel d;(z,,, x) > ¢ teljesiil. Az X
halmaz kompakt a d; metrikdban is, hiszen korabban lattuk, hogy d; és d topolo-
gikusan ekvivalensek. Ezért létezik olyan részsorozat, amely tart valamely y € X
elemhez a d; metrikdban; ismét foltehetjiik, hogy =, —4, v. Am ekkor dy < d;
miatt dy(x,,, y) nullsorozat. Mivel a hatarérték egyértelmd, ezért z = y. Masrészt,
dy(z,y) = lim,, o0 di (T, x) > €, vagyis x # y, ami ellentmondas. O
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3. Kontrakcios elvek az analizisben

A Banach-féle fixponttétel felhasznaldsainak gazdag tarhazat latva, az alkalmaza-
sok bemutatdsakor célunk tdvolrdl sem lehet a teljesség. Csupdn olyan eredmények
ismertetésére szoritkozunk, melyek beépiiltek az analizis oktatdsaba €s jol mutat-
jak a kontrakciés elv hatékonysdgdt. Igy esett a vélasztasunk a differencidl- és
integrilegyenletek illetve a klasszikus analizis néhany nevezetes eredményére. A
fraktalelmélet, mint kozismert €s fontos alkalmazasi teriilet, a kovetkezd fejezetben
kertil targyalasra.

A bemutatott bizonyitdsok szamos esetben eltérnek a szokasostdl. Modszeriink az
atnormalds technikdjara tdimaszkodik, melyhez sziikségiink lesz a kovetkez6 meg-
allapodasokra €s egyszerti észrevételekre. Ha H egy kompakt Hausdorff-féle topo-
logikus tér, akkor jelolje €' (H, R™) a H téren értelmezett, R™-beli értéki folytonos
leképezések vektorterét. Ezen a téren a

] = supa(t)
teH
elGirds egy normdt értelmez, melyre nézve ¢ (H,R™) Banach-tér. Ezt a normat
a tovabbiakban szuprémum normdnak hivjuk. Konnyen lathat6, hogy az indukalt
konvergencia nem mads, mint a fiiggvénysorozatok egyenletes konvergencidja. Az
alabbi lemma a szuprémum normaval ekvivalens tovabbi normdk egy lehetséges
szarmaztatdsat irja le.

3.1. Lemma. Legyen H kompakt Hausdorff-féle topologikus tér, p: H —]0, +o0
folytonos fiiggvény, valamint x € € (H,R™) esetén legyen

|2llp := sup p(t)|(t)].
teH

Ekkor || - || és || - ||, ekvivalens normdk a € (H,R™) téren.
Bizonyitds. Konnyen ellendrizhetd, hogy || - ||, norma a ¢’ (H,R™) téren. Mivel p

pozitiv és folytonos, H kompakt, ezért o := inf,c 7 p(t) és § := sup,c g p(t) pozitiv
valés szamok. Nyilvan a < 3, és minden ¢ € H esetén

alz(t)] < p(t)|x(t)] < Bla(t)].
Képezve a szuprémumot ¢-re, kapjuk a normdk ekvivalencigjat. [

Az ekvivalencia miatt a Cauchy-sorozatok barmelyik normat tekintve ugyanazok,
igy az eredeti tér teljességét 6rokli az dtnormalt tér. A || - ||, norma definici6jabol
az is vilagos, hogy minden x € ¥ (H,R"™) és minden t € H esetén

1
()] < ml\fcl\p-
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3.1. FREDHOLM-FELE INTEGRALEGYENLETEK. Legyen y véges Borel-mérték a
H kompakt Hausdorff-féle topologikus téren, és K : H? x R™ — R™ adott mag-
fiiggvény. Célunk a vektorértéki fiiggvényekre vonatkozo

G.1) 2(t) = /H K(t, s,2(s))du(s)

Fredholm-féle nemlinearis integridlegyenlet egyértelml megoldhatésaganak bizto-
sitdsa. Ezt, a magfiiggvényre szabott alkalmas feltételek mellett, egy skalarérté-
ki fiiggvényekre vonatkoz6 Fredholm-féle homogén linearis integralegyenl6tlen-
ség megoldhatdsagaval érhetjiik el.

3.2. Tétel. Legyen 11 egy véges Borel-mérték a H kompakt Hausdorff-féle topologi-
kus téren, és legyen K : H?> x R™ — R™ olyan folytonos fiiggvény, amely minden
t,s € H és minden x,y € R esetén eleget tesz a

(3-2) |K<t7 S,QZ) o K(tv Svy)| < L(t,S)‘LL’ - y|

Lipschitz-feltételnek valamilyen L: H?> — R folytonos fiiggvénnyel. Tegyiik fel,
hogy az

(3.3) /H L(t, $)0(s)dp(s) < {(t)

linedris homogén integrdlegyenlotlenségnek létezik (. H — R, pozitiv folytonos
megoldadasa. Ekkor a (3.1) nemlinedris integrdlegyenletnek létezik pontosan egy
x: H — R™ folytonos megolddsa.

Bizonyitas. Tekintsiik a (3.1) integralegyenlet jobb oldala dltal definidlt 7" leképe-
zést. Hax € € (H,R™), akkor K egyenletesen folytonos a H x graph(z) kompakt
halmaz felett. Ezt kihasznalva igazolhato, hogy folytonos x esetén 1T'x is folytonos.
Tehat T: ¢ (H,R™) — € (H,R™).

Legyen p := 1/¢. Megmutatjuk, hogy 7" kontrakcié a || - ||, normdra nézve. A
masik feltétel értelmében, minden ¢ € H valasztassal

1
o /H L(t, $)0(s)du(s) < 1.

Mivel itt a bal oldal a ¢ valtozo folytonos fiiggvénye és H kompakt halmaz, ezért

1
q:= supE/HL(t,s)ﬁ(s)d,u(s) < 1.

rer £
Tehat minden t € H esetén

/HL(t, s)(s)du(s) < q-L(t).
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Igy, figyelembe véve a tétel Lipschitz-feltételét valamint a || - ||, norma értelmezését,

pO|(Tz)(t) — (Ty)(1)] < p(t)/H [K(t,s,2(s)) — K (L, 5,y(s))|dp(s)

< p(t) /H L(t, 8)]a(s) — y(s)|dpu(s)

(s [ 20 aut) - o = o,

_ (lef) [ sw(s)du(s)) N = ol

< qllz = yllp-

A bal oldal szuprémumat képezve t-ben, a kontrakcios tulajdonsag azonnal ado-
dik. A Banach-féle fixponttétel miatt 7'-nek pontosan egy fixpontja, azaz a (3.1)
egyenletnek pontosan egy folytonos megoldasa van. [

IA

Az aldbbiakban a fenti tétel néhany egyszeri kovetkezményét fogalmazzuk meg.
Az els6t az ¢ = 1 vélasztdssal kapjuk:

3.3. Kovetkezmény. Legyen 11 egy véges Borel-mérték a H kompakt Hausdorff-féle
topologikus téren, és legyen K : H?> x R™ — R™ olyan folytonos fiiggvény, amely
minden t,s € H és minden x,y € R™ esetén eleget tesz a 3.2. Tétel Lipschitz-
feltételének valamilyen L: H*> — R folytonos fiiggvénnyel. Tegyiik fel, hogy min-
dent € H esetén

/HL(t, s)du(s) < 1.

Ekkor a (3.1) nemlinedris integrdlegyenletnek létezik pontosan egy v: H — R™
folytonos megolddsa.

3.4. Kovetkezmény. Legyen 11 egy véges Borel-mérték a H kompakt Hausdorff-
féle topologikus téren, és legyenek f: H — R™ illetve A: H?> — R™ ™ folytonos
fiiggvények. Tegyiik fel, hogy mindent € H esetén

[ 1A dnts) < 1.
Ekkor az
x(t) = f(t) + /H A(t, s)z(s)du(s)

inhomogén linedris integrdlegyenletnek létezik egyértelmii x: H — R™ folytonos
megolddasa.



3. Kontrakcios elvek az analizisben 31

Bizonyitds. Az altalanossidg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy u(H) > 0. Le-
gyent,s € H valamint x € R esetén

1
K(t,s,x) := ——f(t) + A(t, s)x.
p(H)
Az L(t,s) := ||A(t, s)|| vdlasztdssal teljesiilnek a 3.3. Kovetkez feltételei, amibol
azonnal adddik az 4llitas. ]

3.5. Kovetkezmény. Legyen 1 egy véges Borel-mérték a H kompakt Hausdorff-féle
topologikus téren, és legyen K : H?> x R™ — R™ olyan folytonos fiiggvény, amely
mindent,s € H és x,y € R esetén eleget tesz a

[K(t,s,2) = K(t,5,y)] < Li(t)La(s)]z = y]

Lipschitz-feltételnek valamilyen L1, Lo: H — R folytonos fiiggvényekkel. Tegyiik
fel, hogy

/HLl(s)LQ(S)d,u(s) < 1.

Ekkor a (3.1) nemlinedris integrdlegyenletnek létezik egyértelmii x: H — R™ foly-
tonos megolddsa.

Bizonyitds. Valasszuk meg a ¢ > 0 szamot ugy, hogy

/H(Ll(s) +c)Lo(s)du(s) < 1

teljesiiljon. Megmutatjuk, hogy a feltevések miatt a 3.2. Tétel tétel valamennyi
feltétele az L(t,s) := (Li(t) + ¢)La(s) és £ = L; + c valasztasokkal érvényes.
Valoban,

[ L) 66)dnts) = [ (Ea(0) + ) La(s) (La(5) + )

H

— (Lift) + ) [ La(s)(Eals) + du(s)
<Li(t)+c= ;(Tt)

Igy a bizonyitandé 4llitas a 3.2. Tétel azonnali kovetkezménye. [

3.6. Kovetkezmény. Legyenek f: H — R™, A: H — R™*% és Ay: H — RF*™

folytonos fiiggvények. Tegyiik fel, hogy

/H 1AL () As(s) | di(s) < 1.
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Ekkor az
o(t) = f(t) + /H Ay () Ag(s)2(5)dpa(s)

inhomogén linedris integrdlegyenletnek létezik egyértelmii x: H — R™ folytonos
megoldasa.

Ez az eredmény ugyanugy adddik 3.5. Kovetkezménybdl, mint ahogy a 3.4. Ko-
vetkezményt levezettiik a 3.3. Kovetkezménybdl. A bizonyitds részleteit mell6ziik.

3.2. VOLTERRA-FELE INTEGRALEGYENLETEK. A Volterra-tipusu integralegyen-
letek szokdsos targyalasanak kulcsgondolata, hogy az egyenlet éltal szdrmaztatott
leképezés alkalmas iterdlt hatvanya kontrakcid. E megkozelités helyett a kordb-
ban latott 4tnormalasi médszert fogjuk hasznélni. A tovabbiakban feltessziik, hogy
[a, b] C R egy intervallum és a H halmaz a kovetkez6 mddon adott:

H:={(t,s)ecR*|a<s<t<bl
3.7. Tétel. Legyenek f: [a,b] — R™ és K: H x R™ — R™ olyan folytonos fiigg-
vények, hogy minden (t,s) € H és minden x,y € R esetén teljesiil a

[K(t,s,2) — K(t,s,y)| < Lz —y|

Lipschitz-tulajdonsdg valamilyen L > 0 konstanssal. Ekkor az

x(t) = f(t) +/ K(t,s,z(s))ds

integrdlegyenletnek pontosan egy x: [a,b] — R™ folytonos megolddsa van.

Bizonyitds. Tekintsiik a fonti integralegyenlet jobb oldala altal definiélt 7" leképe-
zést. Konnyen lathaté, hogy T': € ([a,b],R™) — %([a,b],R™). Megmutatjuk,
hogy T kontrakci6 a p(t) := e~* fiiggvény altal indukalt || - ||, norméra nézve.

Tetsz6leges x,y € € ([a, b], R™) esetén a Lipschitz-tulajdonsdgot és a || - ||, értel-
mezését szem elott tartva kapjuk, hogy

p(O)I(T2) (1) — (Ty)()
<ot [ 1late) - ytoias < (e [ zevas) o - o,

= (e (M = e"))lle = ylly < (1= ") le — g,

Képezve a fenti egyenlbtlenség bal oldalanak szuprémumat ¢-re, adodik, hogy 7' va-
16ban kontrakcié, mégpedig a ¢ := 1 — e“(®~?) faktorral. A Banach-féle fixponttétel
miatt 7'-nek pontosan egy fixpontja, azaz a tételbeli integrdlegyenletnek pontosan
egy folytonos megoldasa van. ]
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Volterra eredményét e tételbSl nyerhetjitk a K (¢, s, x) := A(t, s)z specidlis mag-
fliggvényt vilasztva. A bizonyitds egyszer( részleteit elhagyva, csupdn magat az
allitast fogalmazzuk meg:

3.8. Kovetkezmény. Ha f: [a,b] — R™ és A: H — R™™ folytonos fiiggvények,
akkor az

z(t) = f(t) +/ A(t,s)x(s)ds

linedris inhomogén integrdlegyenletnek pontosan egy x: [a,b] — R™ folytonos
megolddsa van.

Végezetill a kozonséges differencidlegyenletek elméletének klasszikus egzisz-
tencia €s unicitdsi tételét targyaljuk, melynek bizonyitdsat a 3.7. Tételre vezetjiik
vissza. A szokdsos modon felirt

(3.4) d(t)=F(tz(t), a(r)=¢

Cauchy-feladat egyértelmti megoldhatésaganak vizsgalatakor sziikségiink lesz az
alabbi kozismert segédallitasra.

3.9. Lemma. Ha I C R intervallum, F': I x R™ — R"™ folytonos fiiggvény, T € I
és & € R ugy x: I — R™ pontosan akkor megolddsa a (3.4) Cauchy-feladatnak,
ha folytonos megolddsa az aldbbi Volterra-féle integrdlegyenletnek:

x(t) =& +/ F(s,x(s))ds.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy z megoldasa a (3.4) Cauchy-feladatnak. Ekkor F
folytonossdga miatt 2’ szintén folytonos; integralva a Cauchy-feladat mindkét olda-
lat és alkalmazva a Newton—Leibniz-tételt kapjuk, hogy

/ F(s,z(s))ds = / 2'(s)ds = x(t) — z(7) = z(t) — &.

Megforditva, ha x folytonos €s teljesiil az integrdlegyenlet, akkor a felsGhatar-
fiiggvény differencidlhatésagi tétele miatt 2 differencidlhaté és z/(t) = F' (¢, z(t)).
Nyilvén 2’ folytonos, és z(7) = £ szintén fonnall. O
3.10. Tétel. Legyen I C R intervallum és F': [ x R™ — R™ olyan folytonos
fiiggvény, hogy mindent € [ és minden x,y, € R™ esetén teljesiil a

[F(t,2) = F(t,y)| < L(t)|x -yl
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Lipschitz-feltétel valamilyen folytonos L: I — [0, 40| fiiggvénnyel. Ekkor minden
T el és& € R esetén a (3.4) Cauchy-feladatnak létezik pontosan egy, a teljes [
intervallumon értelmezett megolddsa.

Bizonyitas. Legyen J C [ tetszbleges olyan kompakt intervallum, amelyre 7 €
J. Tekintsiik a J intervallumra vonatkoz6 Cauchy-feladattal ekvivalens Volterra-
tipusu integralegyenletet. Ennek a 3.7. Tétel értelmében, a
f(t) =¢, K(t,s,z):= F(s,z) és L := I?&JXL(t)
S

valasztdsokkal élve, 1étezik egyértelmti x; € € (.J,R™) megoldisa. Igy elegends
azt igazolni, hogy az eredeti Cauchy-feladatnak létezik a teljes / intervallumon
értelmezett egyértelmi megoldasa. Legyen ¢t € [ tetszdleges, tovabba J C [ olyan
kompakt intervallum, hogy ¢,7 € J. Jeldlje x; a Cauchy-feladat J intervallumon
adott egyértelmd megoldasat, és értelmezziik az x € € (I, R™) fiiggvényt az

x(t) := xy(t)

elbirassal. E definici6 korrekt: ha ugyanis Ji, Jo C I olyan kompakt intervallumok,
hogy t,7 € Ji N Jo, akkor a Cauchy-feladat J; N Jo kompakt intervallumon val6
egyértelml megoldhatésaga miatt

L Jy (t) - $J1|J1ﬂjz(t) - $J2|J1ﬂJz(t) - $J2(t)'

Nyilvan z a teljes I intervallumon értelmezett megolddsa a Cauchy-feladatnak.
Misrészt, az egyértelmiiség miatt x|; = x; érvényes minden J C [ kompakt
intervallum esetén, amibdl x egyértelmiisége is kovetkezik. [

3.3. EGYVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK. Legyenek H és X nem iires hal-
mazok, valamint F': H x X* — X és ¢1,...,¢p: H — H adott fiiggvények.
Célunk az

(3.5) f(x) = F(z, f(ei(x)),- ... fle(x)))

nemlinedris fliggvényegyenlet egyértelml megoldhatosdganak vizsgdlata. Ezt, ha-
sonldan a Fredholm-féle integrdlegyenletek esetéhez, egy linedris fliggvényegyen-
16tlenség megoldhatsdga fogja biztositani. Mddszeriink tovébbra is az dtnorméalds
elvére tamaszkodik.

3.11. Tétel. Legyen H kompakt Hausdorff-féle topologikus tér, valamint legyenek
F: Hx(R™F — R™és Ly, ..., L,: H— Rolyan folytonos és pozitiv fiiggvények,
hogy mindenx € H és yi,...,yr, 21,...,2; € R™ esetén

|F($,y1,---,yk> _F('xazl)'"azk)‘ < Ll(x)lyl _Zl| ++Lk($)|yk _Zk‘
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Ha létezik olyan (. H — R pozitiv fiiggvény, melyre minden x € H vdlasztds
mellett

(3.6) Ly(z)l(p1(x)) + - + Li(x)(pr(x)) < L(x)

teljesiil, akkor a (3.5) fiiggvényegyenletnek létezik egyértelmii f: H — R™ folyto-
nos megolddsa.

Bizonyitas. A folytonosséagi és kompaktsagi feltételek miatt a (3.6) feltételbdl az
adodik, hogy

e, @) (@)) + - 4 Li(2)pr(2))
T en (@)

Ertelmezziik a T: € (H,R™) — € (H,R™) leképezést a
(Tf) () = F(z, f(e1(2)), ..., flen(z)))

képlettel. Nyilvanvaldan T’ fixpontjai a (3.5) fiiggvényegyenlet megoldéasai. Ezért
elegendé megmutatnunk, hogy 7" kontrakci6 a (¢ (H,R™), || - ||,) Banach-téren,
ahol p := 1/4.

Val6ban, a tételbeli Lipschitz-feltételt majd q értelmezését alkalmazva, tetszole-
ges f,g € €(H,R™) esetén nyerjik, hogy

p(n)(TF)(x) = (Tg)(x)|
B T;\F(x,fwl(x)), o fler(@)) = P, g(ar(@). - alen(@))]

< 1.

Li(z)[f(pi(x)) = 9(i(2))]

[\
[y
==
Nghs

Li()t(ei(@)f = gllp < allf = gllp.

IA
2|
—

(.I‘) i=1
Tehat
ITf = Tglly = supp(@)[(Tg)(x) = (Th)(@)| < dllg = hl,.
reH
€és pontosan ezt kellett igazolnunk. ]

3.12. Kovetkezmény. Legyen H kompakt Hausdorff-féle topologikus tér, és tegyiik
fel, hogy az F': H x (R™)* — R™ folytonos fiiggvény eleget tesz a 3.11. Tétel
Lipschitz-feltételének olyan L, ..., L. H — R, folytonos és pozitiv fiiggvények-
kel, amelyekre minden x € H esetén

Ly(x) 4+ -+ Lg(z) < 1.
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teljesiil. Ekkor a (3.5) fiiggvényegyenletnek létezik egy egyértelmiien meghatdrozott
f: H— R™ folytonos megolddsa.

3.4. AZ INVERZFUGGVENY-TETEL. Jelolje a szokdsos médon Z(X,Y ) az X Ba-
nach-teret az Y Banach-térbe képezd korlatos linedris leképezések terét, amelyet
szintén a szokdsos modon az

IA[]:= sup{[[A(z) ]| - [l=]] < 1}

normdval latunk el. Az X = Y esetben az Z(X, X) jelolés helyett a tomorebb
(X)) irasmédot fogjuk hasznalni. Emlékeztetiink a Banach korlatos inverz tételé-
re, mely szerint invertdlhat6 korlatos linedris leképezés inverze is korléatos linedris
leképezés. Az alabbi eredmény, a tartomdny-invariancia tétel alapvetd szerepet
jatszik az inverzfiiggvény tétel igazolasaban.

3.13. Tétel. Ha X Banach-tér, D C X nyilt halmaz, és T: D — X kontrakcid,
akkor az F(x) := x — Tx képlettel megadott fiiggvény nyilt és injektiv, tovdb-
bd az F~': F(D) — D leképezés Lipschitz-tulajdonsdgii az 1/(1 — q) modulus-
sal. Kovetkezésképpen F homeomorfizmus D és F(D) kozott, és D = X esetén
F(D) = X teljesiil.

Bizonyitds. Legyen p € D és jelolje g a T kontrakcids faktorat. Els6ként meg-
mutatjuk, hogy ha valamilyen 7 pozitiv szdm esetén U(p,r) C D teljesiil, akkor
U(F(p),(1—q)r) C F(U(p,r)). Ez ugyanis azt jelenti, hogy F': D — X nyilt.

Legyeny € U(F(p), (1 — q)r) tetszbleges, és értelmezzik a G: D — X leképe-
zést a G(x) := y + Tz képlettel. Ekkor G kontrakci6 a q faktorral, tovdabba

1G(p) —pll=lly+Tp—p|l =y = Fp)l < (1 —q)r

Igy a Banach-féle fixponttétel 1.4. Tételbeli lokalis valtozata szerint van olyan x €
U(p,r)elem, hogy x = G(z) = y+Tx, vagyisy = x — Tx = F(x) teljesiil. Tehat
y € F(U(p,r)), ami pontosan a kivant tartalmazast jelenti.

Az fiiggvény F' injektiv, mivel tetszdleges x,y € D elemek esetén a hairomszog-
egyenl6tlenség, valamint 7" kontrakcids tulajdonsaga miatt

|1F(z) = F)ll = llz =yl = T = Tyl = (1 = g)|lz —yl.

Hau,v € F(D), akkor az x = F~!(u) és y = F~!(v) helyettesitésekkel ugyanez
az egyenltlenség adja, hogy F~! Lipschitz-tulajdonsdgi az 1/(1 — ¢) modulussal.

Végezetiil, ha D = X, akkor minden r > 0 esetén U(0,r) C D teljesiil. Ezért a
fentiek szerint U(F'(0), (1 — ¢)r) C F(B(0,r)) C F(D) érvényes minden r > 0
esetén, ami csak igy lehetséges, ha F'(D) = X. ]

Megjegyezziik, hogy a tétel feltételeibdl azonnal kovetkezik, hogy F'is Lipschitz-
tulajdonsagu az 1 4+ ¢ modulussal.
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3.14. Kovetkezmény. Ha X és Y Banach-terek és A, B € B(X,Y) olyanok, hogy
A invertdlhato és

1
1B — Al < ——
A
akkor B is invertdlhato és
”B—l o A—IH < HB — AH ) HA_1H2

L—[|B = Al - A=
Tovdbbd, a B(X,Y) térben az invertdlhatd linedris leképezések halmaza nyilt és e
halmazon az inverzképzés folytonos.
Bizonyitds. Jelolje I € Z(X) az identitast. A tétel feltétele szerint ekkor
¢:= |1 = AT'B| = [[A(B - Al < [|[A7]- B - All <1,

tehat 7 := I — A~'B linedris kontrakcié. Igy F := I — T = A~'B az el6z6 tétel
szerint linedris homeomorfizmus és ||| < 1/(1 — q). Ennélfogva B = AF is
invertdlhat6 linedris leképezés és

1A~

BT = [FTAH < [[F7Y - [JA7Y] < :
l—q

Tehat
IB™ =A™ = (I - AT B)BY| < |1 - A7'B|| - [|B7Y]|
AT 1B - A AP
I—q “1-[B—A]- AT
Az A — A~1 leképezés, vagyis az inverzképzés folytonossdgara vonatkozé llitds
ennek a becslésnek azonnali kovetkezménye. L]

<q

A Banach-algebrédk invertalhaté elemeire vonatkozo analdg 4llitds kozismert. A
bemutatott bizonyitas fiiggetlen a Neuman-sorokkal torténé szokasos megkozelités-
tol. Megjegyezziik azonban, hogy az inverzelem Neuman-sorral val6 konstrukciojat
jelen esetben a Banach—Piccard-iteracié szolgaltatna.

3.15. Tétel. Legyenek X és Y Banach-terek, D C X nyilt halmaz, p € D és
f: D — Y. Tegyiik fel, hogy A € B(X,Y) olyan invertdlhaté leképezés, hogy
— — Ax — 1
o= limsup If (@) = fly) = Ale =yl _ L
(z,y)—(p,p) HZC - yH HA H

Ekkor léteznek olyan U C X és V' C Y nyilt halmazok, hogy p € U és q =
f(p) € V, valamint f|y: U — V homeomorfizmus. Tovdbbd, a g := (f \U)_l
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inverzfiiggvényre teljesiil, hogy

_ _A—l . A—l 2
limsup lg(u) = g(v) (u =)l < o] Hl .
(u,v)—(q,9) |u —vl| 1 —afA™|

Bizonyitds. A tétel feltételébdl kapjuk, hogy
[AT - 1 (=) = fly) — Az =y

1>7:=al|A™ = limsup

(z,y)—(p,p) Hx - y||
AL — — Az —
N o GO R L B (G )]
(z,y)—(p,p) ||55' - yH
_ A1 - 21
 msap M= A7) — (o~ AT (@)
(2.9)—(p.p) |y — |

Ertelmezzik a T: D — X leképezést a Tx := x — A~'f(z) képlettel. A fenti
egyenlGtlenségbdl azonnal addédik, hogy rogzitett & € ], 1] esetén 1étezik olyan
rs > 0, hogy
1Ty = T]| < oz =y
ha z,y € U(p,rs). Tehat T kontrakci6 a ¢ faktorral az U(p,rs) nyilt gobmbon.
Igy a tartomany-invariancia tétel szerint az F(z) = x — Tx = A~'f(z) médon
értelmezett F': D — X fiiggvény homeomorfizmus az U(p,rs) és az F'(U(p,s))
nyilt halmazok kozott, sét F'~! Lipschitz-tulajdonségt az 1/(1 — §) modulussal.
Ezért A o F = f homeomorfizmus az U(p,rs) és az f(U(p,rs)) nyilt halmazok
kozott, tovabba u, v € f(U(p,1s)) esetén
177 )~ @) = 77 (A ) — P A7)
Lo 1 ||
< T 5lAT e AT = T llu .

Tehét f~! Lipschitz-tulajdonsagu az || A~ /(1 —6) modulussal az f(U(p,rs)) hal-
mazon. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy =,y € U(p, rs) esetén

1—9¢6
1f () = FW)ll = e 1HHSL’ yll-

Ennélfogva u,v € f(U(p,rs)) eseténaz v = f~1(u) ésy = f~1(v) valasztdsokkal

lg(w) —g(v) =A™ (u—v)|| _ |lz —y— A (f(z) — f()ll
lu — o 1f(z) = fW)l
_NTe =Tyl Nle—yl _ 5147
lz =yl [f(=) = f)ll = 1—-6

‘1H
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Tehéat minden 6 € ]y, 1] esetén
lg(u) = g(v) = A7 (u—v)|| _ I A"

limsup < ‘

(w0)=(.0) lu = 136
Innen & — + jobboldali hatdratmenettel kapjuk a tétel utolsé allitdsdban szerepld
becslést. 0

Az utols6é eredmény bemutatdsdhoz sziikségiink lesz az alabbi fogalomra. Le-
gyenek X, Y Banach-terek és legyen D C X nyilt halmaz. Azt mondjuk, hogy az
f: D — Y ap € D pontban Fréchet-értelemben erdsen differencidlhato, ha van
olyan A € HAB(z,y) leképezés, hogy

1f(x) = fly) — f'(p)(z —y)|

lim = 0.
(z,y)—=(p.p) |z —yl|
A szokdsos médon ekkor az f'(p) := A jelolést hasznéljuk. E fogalommal és az

a = 0 specidlis vdlasztassal az el6z0 tétel az alabbi eredményre vezet:

3.16. Kovetkezmény. Legyenek X és Y Banach-terek, D C X nyilt halmaz, és
tegyiik fel, hogy f: D — Y a p € D pontban Fréchet-értelemben erdsen diffe-
rencidlhaté. Ha f'(p) invertdlhatd, akkor léteznek olyan U C X és V' C Y nyilt
halmazok, hogy p € U és q = f(p) € V valamint f|y: U — V homeomorfiz-
mus. Tovdbbd, a g := ( f \U)*1 inverzfiiggvény erdsen Fréchet-differencidlhato a q
pontban és

Megmutathatd, hogy az adott pontbeli folytonos Fréchet-differencidlhatosagbol
levezethetd az adott pontbeli erds Fréchet-differencidlhatosdg. Tehat a fenti kovet-
kezmény a szokdasos inverzfiiggvény tétel kiterjesztése.
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4. Fraktalelmélet

Tulzas nélkiil allithatjuk, hogy a fraktdlok a modern matematika kozismert €s
népszerd sziilottei kozé tartoznak. Ezért meglepd, hogy a szakirodalomban jelenleg
sincs egységesen elfogadott definicidjuk. Két alaptulajdonsdguk, az dnhasonldsag
és finomszerkezet egyarant lehetdséget kindl az értelmezésiikre. Hutchinson mun-
k4jat alapul véve, mi az elébbibdl indulunk ki. Els6ként bevezetjiik a fraktidlok
terét, igazoljuk ennek teljességét, majd megmutatjuk, hogy az onhasonldsagot ki-
fejezd invariancia egyenletnek pontosan egy megoldasa van e térben. Ez utobbihoz
a Banach-féle fixponttételt hasznaljuk. Bizonyitas nélkiil ismertetjiik a fraktalok
finomszerkezetét leir6 Hutchinson-féle dimenziétételt.

4.1. A FRAKTALOK TERE. Legyen .7 egy adott nem iires X halmaz 6nmagaba
hat6 leképezéseinek csalddja. Azt mondjuk, hogy a H C X halmaz .7 -invaridns,
ha eleget tesz a

(4.1) H:Uym)

invariancia egyenletnek. Ha (X, d) metrikus tér, akkor 7 -fraktdl alatt egy nem
tires, kompakt, .7 -invarians halmazt értiink. Ilyenkor a .7 csaladot iterdlt fiigg-
vényrendszerként, a .7 -fraktalt pedig az ehhez tartozo attraktorként is szokds em-
liteni. Hutchinson alapvetd eredménye szerint, ha az alaptér teljes és .7 véges
kontrakcidcsalad, akkor létezik pontosan egy .7 -fraktal. A bizonyitds alapgondo-
lata, melynek részletezése jelen szakasz célja, a kovetkezd. A (4.1) jobb oldalat
halmazértéki leképezésnek tekintve, az invariancia kérdése fixpont problémaként
kezelhetd. Blaschke nevezetes tétele szerint a nem iires, kompakt halmazok csalad-
ja alkalmas metrikdval ellatva teljes. E metrikara nézve (4.1) jobb oldala kontrak-
ci6. Igy a fixpont egyértelmi 1étezése (vagyis az invariancia egyenlet egyértelmii
megoldhatdsdga) kovetkezik a Banach-féle fixponttételbdl.

A tovabbiakban jelolje .% (X) az (X, d) metrikus tér nem iires, korlatos, zart
részhalmazainak csaladjat. Adott A, B € % (X) halmazok Hausdorff~Pompeiu-
tdvolsdgén az alabbi szamot értjiik:

dmﬁ&B%:mqs>OyAgLJU®¢LBgLJUM@%.
beB acA

4.1. Tétel. Adott metrikus tér nem iires, korldtos, zdrt részhalamzainak csalddja
metrikus tér a Hausdorff-Pompeiu-tdvolsdgra nézve.

Bizonyitds. Legyen (X, d) metrikus tér. ElsSként megmutatjuk, hogy dyp véges
értékd. Ha A, B € #(X), akkor a korlatossag miatt vannak olyan «, § pozitiv
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szamok €s vannak olyan x,y € X elemek, hogy
ACU(z,a) és B CU(y,p).

Igy minden @ € A és b € B esetén d(a,b) < a + d(z,y) + B a hdromszog-
egyenlGtlenség miatt; tehat az ¢ = o + d(x, y) + 5 valasztassal

acUbe) C|JUbe), beUlae) C|JU(ae).

Vagyis dyp(A, B) < ¢ < 4o0. Vilagos, hogy A = B esetén dyp(A, B) = 0.
Tegyiik fel, hogy A, B € #(X) és dyp(A,B) = 0. Legyen a € A rogzitett.
Ekkor minden n € N szdmhoz létezik b, € B tugy, hogy d(a,b,) < 1/n. Ez azt
jelenti, hogy a (b,) sorozat tart az a € A elemhez. Mivel B zirt, ezért a € B.
Azonban a € A tetszbleges elem, amibdl pedig A C B kovetkezik. A mdsik iranyd
tartalmazast hasonldéan igazolva kapjuk, hogy A = B.

A szimmetria a definicié azonnali kovetkezménye. A haromszog-egyenl6tlenség
igazoldsahoz tekintsiik az A, B, C' € .#(X) halmazokat. Legyen ¢ > dyp(A, B)
valamint 0 > dgp(B,C). Ha a € A tetsz6leges, akkor van olyan b € B, hogy
d(a,b) < e. Ugyanigy, van olyan ¢ € C, hogy d(b, c) < §. Tehat, d(a,c) < € + 6;
mivel a € A tetsz6leges volt, ezért a € U(c,e + §). Azaz,

Ac|JU(e,e+9).
ceC

Az A és C halmazok szerepének felcserélésével dyp(A, C) < € + ¢ adédik. Vég-
rehajtva az ¢ | dgp(A,B) és a0 | dyp(B,C) hatdrditmenetet, a hdromszog-
egyenl6tlenséghez jutunk. ]

Az (F(X),dpgp) metrikus teret a tovdbbiakban fraktdltérnek mondjuk. Ha
(X)) jeloli az alaptér nem tires, kompakt részhalmazait, akkor (% (X), dgp) en-
nek metrikus altere. A fraktéltér és ezen alterének egyik legfontosabb sajatossiga,
hogy atoroklik az alaptér teljességét:

4.2, Tétel. (Blaschke) Teljes metrikus tér fraktdltere teljes.

Bizonyitds. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, s legyen (A,,) tetszSleges Cauchy-
sorozat az (% (X),dgp) fraktdltérben. Azt fogjuk igazolni, hogy A, —g4,, A,
ahol

A:{x€X|3(xk):xk—>x,azk€Ak}.

Legyen £ > 0 tetszOleges. A Cauchy-tulajdonsag miatt van olyan ny € N, hogy
dyp(An, Am) < €/2, han,m > ny. Elegend6 megmutatni, hogy n > ng esetén
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teljesiilnek az

i) AC|JUWe & (@) A, C| U0

yeA, reA

tartalmazdsok, hiszen ezekbdl A, —,,,, A kovetkezik. Legyen elsdként x € A
tetsz6leges. Ekkor van olyan (zj) sorozat, hogy x; € Ay és xp — x. Vélasszuk
a k € N indexet ugy, hogy k > ng és d(zy, x) < £/2 egyszerre teljesiiljon. Ekkor
dp(An, Ar) < £/2 miatt 1étezik olyan y € A,, elem, hogy d(z,y) < /2. Ezért

d(w,y) < d(w,z;) + d(ziy) < S +5 ==

Vagyis, © € U(y,¢), amibdl pedig mar adodik az (i) tartalmazds. Madsodszor,
legyen y € A, tetsz6leges, tovdbbd (k;) olyan szigordan monoton indexsorozat,
amelyre k1 = n és m > k; esetén

4.2) dip (A, Ary) <
teljesiil. Ilyen sorozat valéban létezik, hiszen (A,,) Cauchy-tulajdonsagi. Ertel-
mezziik ennek birtokdban az (z}) sorozatot az alabbiak szerint: Ha k£ < n, akkor
legyen z; € Ay tetsz6leges. Ha k = n, akkor legyen rr =vy. Végil, k > ky =n
esetén van olyan j € Nindex, hogy k € {k; +1,...,k;;1}. Legyen ekkor x;, € Ay
olyan, hogy d(zy, i) < €/27 teljesiiljon, ahol z;, € Ay, tetszGlegesen rogzitett
elemek. Megmutatjuk, hogy az igy nyert (x;) sorozat Cauchy Legyenek [, m € N,
[,m > n tetsz6legesek; ekkor vannak olyan 7, 5 € N indexek, hogy

le{ki+1,...,k‘i+1} és me{k:jJrl,...,ij}.
Foltehetd, hogy | < m, azaz i < j teljesiil. Ekkor
d(x1, vm) < d(x1, 21,) + (28, T8,) + d(T85, Tt
j—1

< d(ajl? xki) + Z d(xk.ﬁ xks-&-l) + d(xkj7 xm)

s=1

_22+Z25+— =

Azonban [ — oo esetén ¢ — 00, tehét ez utébbi tag tetszélegesen kicsivé vélhat.
Ez pedig pontosan a bizonyitani kivant Cauchy-tulajdonsagot mutatja.

A teljesség miatt van olyan = € X, hogy x;, — z. Nyilvanvald, hogy = € A.
Tovabba, a (4.2) egyenl6tlenségbdl j = 1 vdlasztassal kapjuk, hogy minden m > n
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esetén van olyan x,, € A,,, hogy d(y, z,,) < /2. Tehat,
£
= 1i < — .
d(x,y) nlll_lgo d(zm,y) < 5 <€

Ez azt jelenti, hogy y € U(z,¢), amibGl a (i7) tartalmazast eredményezi. Csupéan
azt kell még igazolni, hogy A € #(X), azaz, hogy A nem iires, korlatos, zart
halmaz.

Mivel n > ng esetén (i7) teljesiil és A,, nem iires, ezért A sem iires. Hasonldan,
(7) miatt A korlatos, hiszen A, korlatos. A zartsag igazolasdhoz legyenek y € X\ A
és x € A tetszbleges elemek. Ekkor van olyan (z,) sorozat, hogy =, — x és
x, € A,. Masrészt, dgp(A,, A) — 0ésy ¢ A, ezért létezik olyan ¢ > 0 és ny,
indexsorozat, hogy d(x,,,y) > ¢. Am ekkor

d(z,y) = lim d(z,,y) = lim d(z,,,y) > <.

Ez azt jelenti, hogy y nem lehet torl6dasi pontja az A halmaznak, hiszen x € A
tetszOleges elem. Vagyis, A tartalmazza valamennyi torlédasi pontjat, s ennélfogva
valoban zart. [

4.3. Tétel. (Blaschke) Ha (X, d) teljes, akkor (% (X ), dgp) szintén teljes.

Bizonyitds. Legyen (A,,) Cauchy-sorozat a (£ (X),dyp) térben, s tekintsiik az
el6z6 bizonyitasban szerepld A halmazt. Elegendd azt igazolni, hogy A kompakt.
Ehhez belatjuk, hogy A teljes és teljesen korlatos, ami Hausdorff tétele szerint ez
ekvivalens a kompaktsaggal.

Mivel A az el6z06 tétel szerint zart, X pedig teljes, ezért A teljes. Legyen ¢ > 0
tetszdleges. Vélasszuk az n € N indexet ugy, hogy

Ac | Ulye/4)
yeA,

teljesiiljon. Mivel A,, kompakt, ezért 1éteznek olyan y1, . .., y,, € A, elemek, hogy
{y1,...,ym} véges £/4-hdl6 az A, szdméra. Ha tehat y € A,, akkor van olyan
j € {Ll,...,m} index, hogy y € U(y;,c/4). Tehat

U Uly,e/9) C U (yj,€/2).

yeA,

Legyen {z1,...,z,} C A olyan halmaz, hogy z; € U(y,,e/2) fonnalljon. Azon-
nal lathatd, hogy e halmaz véges £-hdl6 az A halmaz szamdra. Vagyis, A teljesen
korl4tos. L]

Ez utébbi tétel birtokdban ratérhetiink Hutchinson nevezetes eredményének, a
fraktalelmélet alaptételének igazoldsara.
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4.4, Tétel. (Hutchinson) Teljes metrikus tér kontrakcidinak bdarmely véges 7 csa-
lddja meghatdroz pontosan egy 7 -fraktdlt.

Bizonyitds. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, s legyen .7 = {T1,...,T,} ezen
adott kontrakciécsalad. Ertelmezzik a T: 2(X) — 2(X) leképezést a (4.1)
jobb oldaldval, vagyis adott H € .7 (X)) esetén legyen

T(H)=|JTi(H).

Mivel a kontrakcidk folytonosak, és kompakt halmaz folytonos képe kompakt, ezért
T: #(X)— #(X). Megmutatjuk, hogy 7" kontrakci6é ¢ = max{q, ..., q,} fak-
torral, ahol gy, jeloli a T, faktorat. Legyen A, B € .#(X) éslegyence > dyp(A, B).
Ha a € A tetszSleges, akkor van olyan b € B, hogy d(a,b) < «. Igy

d(Tra, Tib) < qrd(a,b) < qre < ge.

Tehat,
Tra € U(Tib,qe) € | Uly.qe).
yeT'(B)
Mivela € Aés k € {1,...,n} tetszSlegesek, ezért innen
74 c | Uy e

yeT(B)

adodik. Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy 7'(B) része a T'(A) halmaz ge-
sugard kornyezetének; vagyis, dyp(T(A), T(B)) < qe. Véve aze — dyp(A, B)
hataratmenetet kapjuk, hogy 7' val6ban kontrakcid.

A Blaschke-tétel és a Banach-féle fixponttétel miatt 7' rendelkezik egyértelmii
fixponttal. Ez a fixpont pedig nem mads, mint a keresett .7 -fraktal. L]

A Banach-féle fixponttétel kiilonféle hibabecslései és a konvergencia sebességére
vonatkoz6 egyenl6tlensége kozvetlen modon 4tiiltethetd a fraktalok terére:

4.5. Tétel. Legyen 7 egy teljes metrikus tér kontrakcidinak véges csalddja, s jelolje
T az ehhez tartozo, (4.1) szerint adott invariancia leképezést. Rogzitett Hy halmaz
esetén legyen H, .1 = T'(H,), s legyen Hy az egyértelmii  -fraktdl. Ekkor

n—1

dyp(Hy,, Hy) < 1q_ quP(Hl,Hz);
dgp(H,, Hy) < %quP(Hnla H,);
dgp(Hy,, Hy) < qdgp(H,-1, Hyp).
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A fraktalelmélet egyik fontos alkalmazdasa a képek digitalis tarolasdhoz kapcsolo-
dik. Ennek elméleti lehetoségét a kovetkezd eredményben, a képfeldolgozas alap-
tételében fogalmazzuk meg. A lehet6ség nem csupdn elméleti: mivel az iteracios
eljaras jol programozhaté algoritmus, a mddszer a gyakorlatra is atvihetd.

4.6. Tétel. Ha (X, d) teljes metrikus tér, H C X nem iires, teljesen korldtos halmaz,
akkor minden € > 0 esetén létezik olyan T = {11, ..., T,} kontrakcidcsaldd, hogy
az dltaluk meghatdrozott Hy fraktdlra dyp(H, Hy) < € teljesiil.

Bizonyitds. Legyen Hy := {hy,...,h,} C H egy véges e-hdl6 H szdmara. Rog-
zitett k € {1,...,n} mellett adjuk meg a T;,: X — X leképezést a Ty(x) = hy,
el6irassal. Vildgos, hogy a T}, kontrakcid, H, pedig éppen az egyértelmi .7 -fraktal.
Tovébba Hy C H és H C |J;_, U(hy,e) miatt dyp(H, Hy) < ¢ is teljesiil. O]

Mint emlitettiik, a fraktdlokat szokds tortdimenzios objektumként is értelmez-
ni. Mandelbrot, a ,,fraktdlok atyja” ezt az utat kdvette. Hutchinson alapvet6 cikke
kapcsolatot teremt az invariancia és a toredezettség kozott. Mivel a dimenzidtétel
bizonyitdsa mértékelméleti jellegii és igy nem tartozik szorosan a fixponttételek el-
méletéhez, ezért nem kozoljilk. Azonban a tétel jelentdségére valo tekintettel magat
az allitast megfogalmazzuk. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd definicidra. Azt
mondjuk, hogy a {71, ...,T,} leképezéscsaladra teljesiil a nyilt halmaz feltétel, ha
létezik olyan U C X nem iires nyilt halmaz, hogy

Unw)cvu & TU)NTU)=0, hai#j.
k=1

4.7. Tétel. Ha Ty, ..., T,: R™ — R a nyilt halmaz feltételt teljesité kontraktiv
izometridk rendre a q, . . . , q, faktorokkal, H az dltaluk meghatdrozott fraktdl, és r
az

=g+ +d,

egyenlet (egyértelmii) megolddsa, akkor a H Hausdorff-dimenzidja dim y(H) = r.

4.2. PELDAK, ALKALMAZASOK. A bemutatott eredményeket harom példan ke-
resztiill szemléltetjiik. Mindegyik esetben a jOl ismert intuitiv szadrmaztatasbol
konnyen felallithato a fraktalt meghatarozo alapegyenlet.

A Cantor-halmaz. Tekintsiik az aldbbi rekurziéval adott (C),) halmazsorozatot.
Legyen C; = [0, 1]; ha mar C), adott, akkor legyen (), az a halmaz, amelyet a
C,, komponenseinek kozépsd nyilt harmadainak eltdvolitdsaval kapunk. Ekkor a
C = ),en Cn halmazt Cantor-halmaznak nevezziik.
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Nyilvéan C eleget tesz az aldbbi, affin kontrakcidk altal meghatarozott invariancia
egyenletnek:
1 1 2
C=3CU(50+3).
A Hutchinson-tétel szerint ennek az egyenletnek létezik pontosan egy nem iires,
kompakt megoldasa. Mivel a dimenzi6tétel nyilt halmaz feltétele az U =|0, 1| va-
lasztassal teljesiil, ezért ha r jeloli C' Hausdorff-dimenzidjat, akkor

L
33
Innen egyszerti szdmoléssal kapjuk, hogy a Cantor-halmaz Hausdorff-dimenzidja
log 2/ log 3. Mint ismeretes, C' kontinuum szdmossagu és nullmértékd részhalmaza

a valds szamok halmazanak.

A Sierpinski-szényeg. Osszuk fel a [0, 1]*> négyzetet az oldalaival parhuzamos
egyenesekkel 9 egybevago részre és hagyjuk el a kozEpsd négyzet belsejét. A meg-
marado nyolc négyzet mindegyikére alkalmazzuk az el6z0 eljarast €s ezt folytatjuk.
Pontosabban fogalmazva, legyenek a T}, : [0, 1] — [0, 1]* az aldbbiak szerint adott
affin kontrakciok:

rT+1 Y+ .

Tij(x,y) = ( ’u), i,7 € 40,1,2}.
3 3

Ekkor a Hutchinson-tétel szerint létezik pontosan egy olyan S C [0, 1]> nem iires,

kompakt halmaz, amely megolddsa a kovetkezd invariancia egyenletnek:

S = J{T(9) 4,5 €{0,1,2}, (i,5) # (1,1)}.

Ezt az S halmazt Sierpirnski-szonyegnek nevezziik. A dimenzidtétel nyilt halmaz
feltétele most az U =]0, 1% nyilt négyzettel teljesiil. Ha tehét r jeloli S Hausdorff-
dimenzidjat, akkor az 1 = 8/3" egyenlethez jutunk, amibdl r = log 8/ log 3 adddik.

A Menger-szivacs. A Menger-szivacs az el6bbiekhez hasonlé eljardssal kaphatd,
az egységkocka alkalmas részeinek kozepeit elhagyva. Az eljaras részletezésétol
eltekintiink, csak magat az invariancia egyenletet kozoljiikk. Tekintsiik az alabbi
modon definidlt T;;5: [0, 1]* — [0, 1]* affin kontrakcidkat:

r+i y+5 z2+k
T%jk(zvyvz):( 3 ) 3 ) 3 )

A Hutchinson-tétel értelmében 1étezik pontosan egy nem iires, kompakt halmaz
gy, hogy

M = J{T(M) |05k € {0,1,2}, (1,1) ¢ {(0.), (. k), (k,0) } }-
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Ezt az M C [0, 1] halmazt Menger-szivacsnak mondjuk. Mivel ezt 20 darab 1/3
faktord affin kontrakcié szdrmaztatja, és a nyilt halmaz feltétel az U =]0, 1[°> nyilt

kockaval teljesiil, ezért az r Hausdorff-dimenzidra az 1 = 20/3" egyenlet kivetke-
zik. Ebbdl pedig = log 20/ log 3 adddik.
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5. Fixponttételek monoton leképezésekre

Az iteraci6s modszer parcialisan rendezett strukturadk monoton leképezéseire is
hatékonyan alkalmazhat6. A kovetkezdkben ilyen leképezésekre vonatkozd fix-
ponttételekbdl és azok alkalamazdsaibdl adunk rovid izelitot.

5.1. KNASTER, TARSKI ES KANTOROVICS TETELEI. A monoton leképezések-
re vonatkoz¢ elsé fixpont eredmény minden bizonnyal a Knaster—Tarski-féle fix-
ponttétel. Jelentdsége abban all, hogy meglepden egyszerii és elegans utat kinal
a Schroder—Bernstein-tétel igazoldsdhoz. Ez azért figyelmere méltd, mert a sza-
mossagaritmetika eme alapvetd tételére korabban csak igen koriilményes, s6t hibas
bizonyitdsok sziilettek.

5.1. Tétel. (Knaster-Tarski) Ha T: 2 (X) — P(X) a tartalmazdsra nézve mo-
noton leképezés, akkor létezik fixpontja.

Bizonyitds. Legyen 2 = {H C X | H C T(H)} és Hy = |J 77. Megmutatjuk,
hogy H a keresett fixpont. Valéban, ha H € ¢, akkor H C H, igy a monotonitas
miatt T'(H) C T(Hy). Azonban H C T(H), ezért H C T(H)) is teljesiil minden
H € 2 esetén. Vagyis Hy C T(H,), amibdl T'(Hy) C T(T(Hy)) kovetkezik.
Tehat T(Hy) € 5, s igy T(Hy) C Hy. Osszességében Hy = T(H,), ami a
bizonyitani kivant fixpont tulajdonsag. ]

Adott halmaz részhalmazainak rendszere a tartalmazdisra nézve a legegyszeriibb
példa parcidlisan rendezett struktira. A tovabbiakban a Knaster-Tarski-féle fix-
ponttétel harom absztrakt véltozatat kozoljiikk. Emlékeztetnénk arra, hogy egy par-
cidlisan rendezett struktira rendezett részrendszerét ldncnak hivjuk. Tovabba, reljes
parcidlisan rendezett halmazrdl beszéliink, ha barmely nem iires, feliilr6l korlatos
részhalmaznak van pontos felsé korlatja.

5.2. Tétel. (Tarski) Ha (X, <) teljes parcidlisan rendezett halmaz, T: X — X
monoton leképezés, a,b € X olyanok, hogy a =< T(a) <X T(b) X b, akkor a T
leképezésnek létezik fixpontja az [a, b] intervallumban.

Bizonyitds. Legyen A := {z € [a,b] | x < T(x)}. Mivel a € A, ezért A nem
tires, és mivel A C |[a, b], ezért A feliilrdl korlatos. Megmutatjuk, hogy oo = sup A
fixpont. Mivel o € [a, b], ezért T'(a) < T() < T(b). Igy T'(a) € [a, b] a feltételek
szerint.

Misrészt ha © € A, akkor x < «, s ezért T'(z) < T'(«). Ez azt eredményezi,
hogy x < T'(«), amibdl viszont kapjuk, hogy T'(«) felsd korlatja az A halmaznak.
Am ekkor o < T'(a), s igy T'(a) < T(T(cr)) a monotonitds miatt. Ebbdl és a mar
bizonyitott T'(a) € [a, b] tulajdonsagbél T'(a) € A kovetkezik. Igy T(a) < a,
tehat « = T'(«) az antiszimmetria értelmében. O
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5.3. Tétel. (Tarski) Ha (X, <) parcidlisan rendezett halmaz, T: X — X monoton
leképezés, valamint

(i) létezik a € X gy, hogy a < T(a), tovdbbd

(ii) az {x € X | a <X x} halmaz minden ldncdnak létezik pontos felsd korldtja,
akkor a T leképezésnek létezik olyan o € X fixpontja, amely maximdlis a (ii)
részben szerepldé halmazban follépd fixpontok kozott.

Bizonyitds. Legyen A = {xr € X |a z}N{x € X |2 X T(z)}. Nyilvdn A nem
tires az (i) feltétel szerint. Legyen . C A egy lanc és 5 = sup.Z. TetszSleges
be ZLeseténb X B, igy T(b) = T(5). Azonban b € A miatt b <X T'(b) is
fennall, tehdt T(3) szintén felsé korlatja az .# lancnak. Igy f < T(B). Mivel
a = [, ezért B € A. Vagyis minden A-beli lancnak létezik A-beli pontos felsd
korlatja. Ezért a Kuratowski—Zorn-lemma szerint létezik maximalis @ € A elem.
Ekkor a@ < T'(«) teljesiil, tehdt T'(a) < T'(T'(«x)) a monotonitas miatt. Masrészt
a X a,ezért T'(a) = T(a); mivel a < T'(a), innen a < T'(«) kovetkezik. Vagyis,
T(a) € A. Mivel a maximalis, ezért T(a) < a. Igy a = T(a).

A masik allitds adodik o maximalitdsdbdl, valamint abbdl, hogy minden fixpont
eleme az {v € X | < T'(x)} halmaznak. O

Célunk a fonti tétel (ii) pontjanak gyengitése, melynek dra a leképezésre kirdtt
monotonitasi feltétel erdsitése lesz. Legyen (X, =) parcidlisan rendezett halmaz.
Azt mondjuk, hogy a T': X — X leképezés folytonos, ha

T(supZ) =supT(Z)

teljesiil minden olyan . C X megszamlalhato lanc esetén, melynek 1étezik pon-
tos fels6 korlatja. Megjegyezziik, hogy ha T' folytonos, akkor egyben monoton.
Valéban, ha = =< y, akkor sup{z, y} = y; a folytonossag miatt tehat

T(x) 2 sup{T'(x),T(y)} = T(sup{z,y}) = T(y).

5.4. Tétel. (Kantorovics) Ha (X, =) parcidlisan rendezett halmaz, T: X — X
folytonos leképezés, valamint

(i) létezik a € X gy, hogy a =< T(a), és

(ii) {z € X | a <X x} minden megszdmldlhato ldncdnak van pontos felsd korldtja,
akkor a T leképezésnek létezik olyan o € X fixpontja, amely a legkisebb a (ii)
részben szerepld halmazban follépd fixpontok kozott.
Bizonyitds. Legyen £ = {T"(a) | n € NU {0} }. Ekkor . megszdmlalhaté lanc
az {r € X | a = x} halmazban. Valéban, ¢ < T'(a) miatt T(a) < T?(a) adédik,
hiszen 7' monoton. Altaldnosabban, teljes indukciéval kapjuk, hogy

a=T(a) 2 T*a) X T%(a) < - X T"(a).
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Megmutatjuk, hogy a (i7) szerint 1étez6 ov = sup .Z fixpont. Ehhez az el6z6 észre-
vételt és T" folytonossagat hasznaljuk:
T(a) =T(supZ) =supT(ZL) = sup T"(a) = supT" *(a) = .
neN neN
Ha a < f szintén fixpont, akkor a =< T'(a) < T(5) = (; ismét indukcidt alkalmaz-
va,a =X T"(a) < f minden n € NU {0} index esetén. Tehat J fels6 korldtja az ¥
lancnak, amibdl pedig o < [ kovetkezik. ]

5.2. A SZAMOSSAGARITMETIKA ALAPTETELE. Folidézziik, hogy az A halmaz
kisebb vagy egyenld szdmossdgu a B halmazndl, ha 1étezik ¢: A — B injektiv
leképezés; két halmaz egyenlé szdmossdgii, ha van koztiik bijektiv megfeleltetés.
Az el6bbi tulajdonsagot az A < B, mig utébbit az A ~ B mddon jeloljiikk. Bar a
monoton leképezések fixpont tulajdonsdgai csupan a < reldcié antiszimmetridjanak
1gazolasakor kapnak szerepet, a teljesség kedvéért a szamossagaritmetika alaptéte-
1ének bizonyitasat egészében kozoljiik.

5.5. Tétel. Tetszoleges X halmaz esetén a =< reldcié a ~ ekvivalencia reldcioval
kompatibilis rendezés a & (X) csalddon.

Bizonyitds. Konnyen adddik, hogy ~ ekvivalenciarelacié. A =< rel4ci6 reflexivitasa
€s tranzitivitisa ugyszintén nyilvanvald. Az antiszimmetria igazoldsahoz azt kell
megmutatni, hogy A < Bés B < Aesetén A ~ B.

Tegyiik fel, hogy p: A — B és¢: B — A injektiv leképezések. Elegendd azt
megmutatni, hogy 1étezik az A halmaznak (A1, As), a B halmaznak pedig (B, B>)
particidja igy, hogy ¢(A1) = By és ¥(Bsy) = A, teljesiil. Ekkor ugyanis a

(z) = o(r), haz e A
= v~ Yz), haz € A,

moédon értelmezett x: A — B bijektiv leképezés, amibdl A ~ B kovetkezik. Tet-
sz6leges A; C A halmazbdl kiindulva, legyen By = ¢(A41) és By = B\ Bj.
Tekintsiik az Ay = 1(By) halmazt. Nyilvan (A;, A;) pontosan akkor particidja az
A halmaznak, ha A; = A\ As; azaz, ha A, fixpontja a

T(H) = A\ (B \ ¢(H))

leképezésnek. Konnyen adddik, hogy 7' monoton, ezért a Knaster—Tarski tétel miatt
valéban létezik A; fixpontja.

Annak igazoldsdhoz, hogy < valéban rendezés, legyen A, B € &(X). Tekintsiik
most az 6sszes f C A x B injektiv fiiggvények .# halmazit. Mivel () € %, ezért
F # (. Ertelmezziik a < reldciét az .# halmazon a kovetkezdképpen: f < g
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pontosan akkor, ha Dy C D, és g|p, = f. Azonnal ad6dik, hogy < parcidlis
rendezés. Legyen .2 C F tetszbleges lanc esetén

D,=\J Dy, gle)=fw), x€ Dy
feg
Vildgos, hogy D, C A; s6t a lanc tulajdonsdg biztositja, hogy ¢ C A x B injektiv
fiiggvény. Igy g fels6 korldtja az Z lancnak az .# halmazban. A Kuratowski—Zorn-
lemma miatt 1étezik maximadlis ¢ € % elem. Megmutatjuk, hogy D, = A vagy
R, = B teljesiil. Ellenkez§ esetben ugyanis 1étezik olyan (a, b) par, hogy a ¢ D,

ésb & R,. Legyen
b, hazr = a,
h(x) =
o(x), haz e D,.

Ekkor v C A x B olyan injektiv fiiggvény, amelyre ¢ < 1) és p # 1 teljesiil. Ez
azonban ellentmond ¢ maximalitidsdnak. Ha tehat D, = A, akkor p: A — B, mig
ha R, = B,tgy a ¢ ': B — Ainjektiv. Vagyis A < B, vagy B < A valamelyike
biztosan teljesiil. [

5.3. TOVABBI ALKALMAZASOK. Az aldbbiakban elséként egy Cauchy-feladat,
majd egy fiiggvényegyenlet megoldasidnak létezését vizsgaljuk. Mindkét esetben
kideriil, hogy a jobb oldal monotonitdsat valamint az alsé illetve felsd félmegold4-
sok 1étezését megkovetelve az eredeti problémdknak van olyan megoldasa, mely a
félmegoldasok kozott halad.

5.6. Tétel. Ha f: [17,b[xR — R folytonos, mdsodik vdltozdjdban monoton novd
fiiggvény, & € R, valamint u,v: I — R olyan folytonosan differencidlhato fiiggvé-
nyek, hogy minden t € [1,b[ esetén u(t) < v(t) és

<¢& W) < ftud)),
T)>¢& V() > f(t (),

u(r) <
v(

akkor az

o'(t) = f(tx(t),  w(r)=¢
Cauchy-feladatnak létezik az egész I intervallumon értelmezett u és v kozott halado
megolddasa.

Bizonyitads. Jelolje X azon x: I — R fliggvények halmazit, amelyekre u <z < v
teljesiil. Nyilvan X teljes parcidlisan rendezett halmaz a pontonkénti rendezésre
nézve. Adott x € X esetén legyen

(Tz)(t) = € + / £ (s, 2(s))ds,



52 5.3. TOVABBI ALKALMAZASOK.

ahol a jobb oldalon az als6 Darboux-integrél szerepel. Mivel ez az integral monoton
és f a masodik valtozéjaban monoton nove, ezért T° monoton operétor. Igy u < v
miatt T'u < T'v 1s fennall. Tovabba x € X ést € [ esetén

(Tx)(t) =€+ / f(s,x(s))ds > &+ / f(s,u(s))ds

> g+/ f(s,u(s))ds > 5—1—/ u'(s)ds = &€+ u(t) —u(r) > ul(t).

Vagyis, u < T'z. Hasonl6an adddik, hogy 7T'r < v szintén fenndll. Innen egyrészt a
T(X) C X tartalmazds, masrészt pedig u < Tu < Tv < v adédik. Mivel teljesiil
a Tarski-féle fixponttétel valamennyi feltétele, ezért van olyan x: I — R fliggvény,
hogy u < x < vésT'x = x,azaz minden t € [ esetén

t
x(t) =€+ / f(s,2(s))ds.
Az f masodik véltozébeli monotonitdsa miatt az s — f(s,z(s)) leképezés az
s f(s,u(s)) ésaz s — f(s,v(s)) folytonos fiiggvények kozé esik, ezért a fenti
egyenlet jobboldala ¢-nek folytonos fliggvénye. Emiatt az egyenlet bal oldala, vagy-
is x folytonos. Ekkor az integrandus folytonos €s ezért az als6 Darboux-integral
helyébe Riemann-integrélt irhatunk. Tehat x teljesiti az eredeti Cauchy-feladattal
ekvivalens integralegyenletet. [

5.7. Tétel. Legyen H nem iires halmaz, (Y, <) teljes parcidlisan rendezett halmaz,
tovdbbd ¢, . .. ,p,: H — H adottak. Tegyiik fel, hogy F': HxY" — Y amdsodik
vdltozojanak mindegyik koordindtdjdban monoton, és hogy u,v: H — Y olyanok,
hogy minden t € H esetén u(t) < v(t) és

u(t) < F(tu(er(t)), ..., ulen(t))),
v(t) = F(t,v(e1(t), - .., v(ea(t))).
Ekkor az
f@&) =F(t, f(e1(t), ..., [leal?))
fiiggvényegyenletnek létezik az u és v kozotti f: H — Y megolddsa.
Bizonyitds. Jelolje X az olyan f: H — Y fliggvények halmazit, melyekre min-
dent € H esetén u(t) < f(t) < v(t) érvényes. Ekkor X az (Y, <) térbdl szar-

mazé pontonkénti rendezéssel teljes parcidlisan rendezett halmaz. Ertelmezziik a
T: X — Y operitort a

(Th)E) = F(t, f(er(t), ... fer(t))
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osszefiiggéssel. Az F' monotonitasi tulajdonsdga miatt ekkor 7" monoton. gy u < v
miatt T'u < T'v is fenndll, és ha f € X esetén miatt

(TH(E) = F(t, fler()- - fler(t))
> F(t,u(ei(t)), -, ulen(t)) = u(t).
Tehat u < T'f. Hasonldan kapjuk, hogy 7'f < v. Innen lathat6, hogy T'(X) C X,
tovabbd hogy v < Tu < Twv < v. A Tarski-féle fixponttétel értelmében 7-nek

1étezik fixpontja X -ben, igy a szébanforg6 fliggvényegyenletnek 1étezik u és v kozé
es6é f: H — Y megoldasa. ]

Végezetiil fraktdlelméleti alkalmazasokat targyalunk. Emlékeztetiink arra, hogy
az (4.1) invariancia egyenlet jobb oldalaval definidlt 7" leképezést invariancia ope-
ratornak nevezziik. Szubinvaridns halmazrdl szélunk, ha H C T'(H) teljesiil.

5.8. Tétel. Ha .7 olyan leképezéscsaldd az X halmazon, melynek létezik nem iires
szubinvaridnsa, akkor létezik e szubinvaridnst tartalmazo legszitkebb 7 -invaridns
halmaz.

Bizonyitdas. Az X részhalmazainak csaladja parcidlisan rendezett halmaz a tartal-
mazdisra nézve, melyen az invariancia operdtor folytonos. Nyilvanvald, hogy a
Kantorovics-féle fixponttétel (i) és (ii) feltétele is teljesiil. O

5.9. Tétel. Ha 7 folytonos leképezések olyan véges csalddja az X kompakt
Hausdorff-téren, melynek létezik nem iires szubinvaridnsa, akkor létezik e szubin-
varidnst tartalmazé 7 -fraktdl.

Bizonyitds. Legyen .7 = {T3,...,T,} folytonos tagokbdl all6 csalad, és legyen
Hy C X nem iires, .7 -szubinvarians halmaz. Jelolje &y, (X) az alaphalmaz H-
t tartalmazo részhalmazainak csaladjat és értelmezziik a 7': Py, (X) — Z(X)
leképezést az alabbi képlettel:

T(H)=Ty\(H)U---UT,(H).
Nyilvan 7" monoton (a tartalmazdsra mint parcidlis rendezésre nézve), és Hy C
T(H,) érvényes a szubinvariancia miatt. Ezért T a &, (X ) halmazcsaladot sajat
magdba képezi, ami teljes parcidlisan rendezett halmaz. Igy a Tarski-féle fixpont-
tétel miatt 1étezik olyan K € Zp (X) halmaz, hogy K = T(K). Azonban X
kompakt Hausdorff-tér és T' értékei zartak, ezért ' kompakt. A folytonossagi fel-
tevés értelmében 7}, (K) kompakt, tehdt T'(K) = T1(K) U --- U T, (K) teljesiil.
Vagyis K egy Hy-t tartalmazé .7 -fraktal. ]

Ha a .7 leképezéscsalad valamelyik tagjanak 1étezik fixpontja, akkor a fixpont-
bal all6 egyelem( halmaz .7 -szubinvaridns. Ez az egyszeri észrevétel lehetGséget
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nyujthat egyéb (iterativ vagy topologikus) fixponttételek fraktalelméleti alkalmaz4-
séara és az el6z0 két eredmény éElesitésére.

A Kantorovics-féle fixponttétel bizonyitdsdban l4tott iterdci6 €s az 5.8. Tétel se-
gitségével megtalalhatjuk a fraktalegyenletek ,kicsi” megolddsait. Ezt a modszert
a Cantor-halmaz példajan szemléltet;jiik.

Nyilvanval6, hogy {0} szubinvaridnsa a Cantor-halmaz egyenletébdl szarmazé
invariancia operatornak, és ez a T" operator folytonos. Teljes indukcidval egyszert-
en igazolhatjuk, hogy

T"({0}) = {(0,21. .. 2,)3 | 7 € {0:2}, k=1,...,n}.

Az 5.8. Tétel szerint a {0} szubinvarians halmazt tartalmaz6 legsziikebb invaridns
halmazt a Kantorovics-iteracio hatarért€ke, vagyis az iménti lanc egyesitése adja:

H:{(O,xl...xn)g\xk6{0;2},k:1,...,n,nEN}.

Vagyis a Cantor-halmazt definidl6 invariancia egyenlet nullat tartalmazo6 legsziikebb
megoldésa azon [0, 1]-beli valds szamokbdl all, melyek triadikus kifejtése véges, és
jegyei a {0, 2} halmazbdl valok. Ez a megoldds szamossagaritmetikai szempontb6l
igen tavol van a Cantor halmazt6l, hiszen csak megszdmlalhatéan végtelen, nem
pedig kontinuum szamossdagu. Topologiai értelemben azonban nagyon kozel van a
Cantor-halmazhoz, ahogy azt révidesen latni fogjuk.

Jelolje C a Cantor-halmazt. Mivel a Cantor-halmazban olyan triadikus tortek
szerepelnek, melyek nulla vagy kettd jegyekbdl allnak (nem reguléris kifejtést is
megengedve), ezért C' minden elemét eldéllithatjuk egy H-beli sorozat hatarértéke-
ként. Tehdt, C C H.

Nyilvanval6, hogy C' egy olyan nem iires, kompakt megolddsa az invariancia
egyenletnek, amely tartalmazza a nullat. Azonban H a nullat tartalmazo6 legszi-
kebb megolds, ezért H C C' az 5.8. Tétel szerint. Igy C zértsdga miatt H C C.
Tehat a nullat tartalmazo legsziikebb invaridns halmaz lezértja egybeesik Cantor-
halmazzal.
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6. Az Ekeland-elv és alkalmazasai

Ha egy valos értékl folytonos fiiggvény értelmezési tartomanya nem kompakt,
akkor nem allithatjuk, hogy a fiiggvénynek létezik minimumhelye. Ugyanakkor a
kompaktsag feltételezése szdmos széls6érték probléma estén tul erds megszoritas
lenne. Az Ekeland-féle varidciés elv, melynek bemutatdsa e fejezet f6 célja, az
ilyen problémak kezelésére is lehetdséget biztosit.

6.1. A BISHOP-PHELPS-FELE RENDEZES. Az Ekaland-féle varidcids elvet egy
onmagaban is jelent8s eszkdz, Bishop és Phelps nevezetes eredménye segitségével
fogjuk igazolni. Els6ként ezt az eredményt mutatjuk be.

Ha (X, d) metrikus tér és f: X — R adott fiiggvény, akkor z,y € X esetén
jelentse x =< y azt, hogy

d(z,y) < f(z) — f(y).

Konnyen ellendrizhetd, hogy ekkor =< parcidlis rendezés az X téren, melyet
Bishop—Phelps-féle parcidlis rendezésnek neveziink. A Bishop—Phelps-féle parcia-
lis rendezéssel kapcsolatos aldbbi tétel kulcsszerepet jatszik majd az Ekeland-féle
variacios elv igazoldsaban.

6.1. Tétel. (Bishop—Phelps) Ha (X, d) teljes metrikus tér, f: X — R alulrol félig
folytonos és alulrol korldtos, akkor minden x € X esetén létezik olyan x* € X
elem, amelyre x =y x*, és amely maximdlis a =y parcidlis rendezés szerint.

Bizonyitds. Legyen rogzitett z € X esetén
T(z):={yeX|z=pyt ={y e X |d(z,y) + f(y) < f(2)}.

Mivel az y — d(z,y) + f(y) leképezés alulrdl félig folytonos, ezért T'(z) zart (és
nyilvan nem iires). Ertelmezziik az (x,,) sorozatot a kdvetkez6 rekurzidval. Legyen
xo = x rogzitett; ha =, mar adott, gy legyen x,,,1 € T(z,) olyan, hogy

flons) € —5 +inH{() | 2 € T(a)}

teljesiiljon. Megmutatjuk, hogy (7'(z,,)) szikiils halmazsorozat. Hay € T'(z,,11),
akkor x,, 11 =<y y; masrészt, a konstrukciéo miatt, x, =<y Tp11. fgy a reflexivitas
értelmében x,, < y, amibSl y € T'(x,) addédik. Tehat T'(z,,41) C T'(xy).

Végezetiil megmutatjuk, hogy (diam 7'(z,,)) nullsorozat. Hay € T'(z;,41), akkor
Tny1 =ryésy € T(x,); azaz,

Aneg) < Fan) = f0) & flon) € —+ ()
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Osszevetve ezeket az egyenltlenségeket, d(z,41,y) < 1/(n + 1) kovetkezik. Igy

a hdromszog-egyenldtlenség miatt kapjuk, hogy
2
diam T'(x, 1) < ——.
iam T (z,41) < ——
Ezért a Cantor—Fréchet-féle metszettétel szerint 1étezik pontosan egy olyan z* € X
elem, hogy

s ﬁ T(xy).
n=0

Mivel z* € T'(x), ezértx = xp = =*. A maximalitds adédik az egyértelmiiségbdl.
Ha ugyanis y* € X olyan elem, hogy z* <, y*, akkor minden n € N index esetén
T, =y x* miatt x,, <y y* szintén fonnéll. Ez azonban azt jelenti, hogy y* benne
van a fonti metszetben, tehat z* = y*. ]

Az Ekeland-féle variacios elv ismertetése és igazoldsa el6tt a Bishop—Phelps-tétel
azonnali kovetkezményeként a Banach-féle fixponttétel Caristitdl szarmazo6 4ltala-
nositasara fogunk kitérni.

6.2. Tétel. (Caristi) Ha (X, d) teljes metrikus tér, f: X — R alulrdl félig folytonos
és alulrol korlatos, valamint T': X — X minden x € X esetén eleget tesz a

Az, Tx) < f(x) — f(T)
Caristi-féle feltételnek, akkor a I’ leképezésnek van fixpontja.

Bizonyitds. Tekintsiik azt a < parcidlis rendezést, melyet az f fiiggvény szdrmaz-
tat. A Bishop—Phelps-féle tétel szerint az (X, <) parcidlisan rendezett halmazban
van egy x* maximalis elem. A Caristi-féle feltétel szerint z* < T'x*; a maximalitas
miatt ebbdl z* = T'z* adédik. ]

Caristi eredményébdl valoban kovetkezik a Banach-féle fixponttétel. Ha ugyanis
(X, d) teljes metrikus tér és T: X — X kontrakci6 ¢ faktorral, akkor értelmezziik
az f: X — R fiiggvényt a kovetkez mddon:

d(xz,Tx)
6.1 = —".
6.1) @) ===

Nyilvanval6, hogy f folytonos és alulrél korlatos. Tovabba, a Caristi-féle feltétel is
teljeil. Ha ugyanis x € X tetszdleges, akkor

d(z,Tz) —d(Tz, T?x d(x,Tr) — qd(x, Tx

fo)— fT) — A Tr) = (T, T2 da, Ta) — gz, )
1—gq 1—gq

Most a Caristi-féle feltétel teljesiilésére adunk elegendd feltételt.

= d(z,Tx).
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6.3. Tétel. Legyen (X, d) metrikus tér és T: X — X. Pontosan akkor taldlhato a
Caristi-féle feltételt teljesitd alulrol korldtos f: X — R fiiggvény, ha a

(6.2) > (T e, T )
n=1

sor minden x € X pontban konvergens. Amennyiben 'I' folytonos és a fenti sor
minden v € X esetén konvergens, akkor a Caristi-féle feltételnek létezik alulrol
félig folytonos és alulrol korldtos f: X — R megolddsa.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy valamely alulrél korlatos f: X — R teljesiti a Caristi-
féle feltételt, és legyen x € X. A feltételt rendre az x, Tz, ..., Tz helyeken
alkalmazva és a kapott egyenl6tlenségeket dsszeadva kapjuk, hogy minden £ € N

esetén
k

k
d AT, T ) <Y (T ') — f(T"x)

n=1 n=1
= f(z) - f(T*2) < f(x) - inf(f).
Mivel a (6.2) alatti sor nemnegativ tagu, ezért a részletdsszegei sorozatanak a kor-
latossagabdl azonnal kovetkezik a konvergencidja.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a tételbeli sor minden z € X esetén konvergens.
Ertelmezziik az f: X — R fliggvényt az

oo

f(x) = Z d(T"z, T" )

n=0

képlettel. Azonnal l4thatd, hogy f nemnegativ és

f(x)=d(x,Tx) + Z d(T"x, T"2) = d(x, Tz) + f(Tx),

n=1

tehat f egyenldséggel teljesiti a Caristi-féle feltételt. Ha 7" még folytonos is, akkor
az f definidl6 fliggvénysordnak tagjai nemnegativak és folytonosak, ezért f alulrél
félig folytonos. [J

A fenti tétel alapjan lathatd, hogy a Caristi-féle feltételbdl kovetkezik a (1" x) ite-
récid konvergencidja. Az aldbbi kovetkezményekbdl kideriil, hogy a 7' leképezésre
szabott folytonossdgi feltétel mar elegendd ahhoz, hogy az iteracié hatarértéke a
leképezés fixpontja legyen. Megjegyezziik, hogy a méisodik kovetkezmény ismét
csak a Banach-féle fixponttétel egy elegéins altalanositasa.
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6.4. Kovetkezmény. Ha (X, d) teljes metrikus tér és T: X — X olyan folytonos
leképezés, hogy a (6.2) alatti sor minden x € X pontban konvergens, akkor a T’
leképezésnek van fixpontja.

ard

Bizonyitds. Az allitas azonnali kovetkezménye az el6z0 két tételnek. A bizonyitas
masképpen is elvégezhetd. Ha x € X rogzitett, akkor a (6.2) alatti sor konvergen-
cidja miatt az x1 = = és x,, 1 := Tz iterdcidval értelmezett (x,,) sorozat Cauchy-
sorozat, ami a teljesség miatt konvergédl az X valamilyen z, eleméhez. Mivel T'
folytonos, ezért a rekurziéban az n — oo hatdrdtmenetet végrehajtva kapjuk, hogy
xo a’l' leképezés fixpontja. [

6.5. Kovetkezmény. Ha (X, d) teljes metrikus tér, valamint T: X — X olyan
folytonos leképezés, amely eleget tesz a

d(Tz, T?z) < qd(z, Tx) (x € X)

pdlya-kontrakcios feltételnek valamilyen 0 < q < 1 faktorral, akkor a I’ leképezés-
nek van fixpontja.

Bizonyitds. Ertelmezziik az f: X — R figgvényt a (6.1) szerint. Ekkor T folyto-
nossaga miatt f folytonos, és ahogyan azt kordbban 1éttuk, a Caristi-féle feltétel is
teljesiil. Igy a Caristi-féle fixponttétel szerint T rendelkezik fixponttal. Hasznélhat-
juk a kovetkezo érvelést is. A palya-kontrakcids feltétel miatt

Zd(T"m,T”Hx) <d(x,Tzx) - Zq” _ dlz,Tv) < 0.
n=0 n=0 1 - q
Tehat az el6z6 kovetkezmény szerint 7' rendelkezik fixponttal. [J

6.2. Az EKELAND-FELE VARIACIOS ELV ES ALKALMAZASAI. Az Ivar Ekeland
altal 1974-ben felfedezett varidcids elv 1ényegében azt allitja, hogy egy szélsdérték
probléma barmely kozelitd megolddsdhoz megadhat6 az eredeti probléménak egy
olyan perturbécidja, amelynek szigoru globalis minimuma van, €s € minimumhely
a kozelitdé megoldasok egy kornyezetébe esik.

6.6. Tétel. (Ekeland) Legyen (X,d) teljes metrikus tér, f: X — R alulrdl félig
folytonos és alulrol korldtos fiiggvény, valamint legyen ¢ > 0. Ha v € X olyan,
hogy f(x) < inf(f) + ¢, akkor minden \ > 0 esetén létezik olyan x) € X elem,
amelyre

(i) f(zy) < flz);

(ii) d(xz,z)) <e/N\

(iii) ) szigori globdlis minimumhelye az y — f(y) + Ad(y, z)) leképezésnek.
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Bizonyitds. Rogzitett A > 0 esetén alkalmazzuk a Bishop—Phelps-féle tételt az
(X : )\d) metrikus térben és az [ dltal indukdlt < parcidlis rendezéssel. Ekkor
Iétezik olyan 2" =: x) € X elem, hogy v <; x) és x) maximalis a parcialis ren-
dezésre nézve. Az x =<y x) miatt \d(z,z)) < f(x) — f(x)) teljesil. Mivel itt a
bal oldal nemnegativ, ezért (i) érvényes. Masrészt a jobb oldalnak ¢ felsS becslése,
ezért (i) is fennall. A maximalitas miatt \d(y, z)) > f(z))— f(y), amib8l azonnal
adodik a (747) alatti allitas. O

Kideriil, hogy Banach-téren értelmezett differencidlhat6 célfiiggvény esetén a ko-
zelitd megoldisokban a derivalt nulldhoz tart. E tulajdonsag, melynek két valtozatat
kozoljiik, a klasszikus Fermat-elv approximaciés megfeleldje.

6.7. Kovetkezmény. Legyen X Banach-tér, f: X — R Fréchet szerint differenci-
dlhato és alulrol korldtos fiiggvény, valamint legyen ¢ > 0. Ha x € X olyan, hogy
f(x) <inf(f) + &, akkor minden \ > 0 esetén létezik olyan x) € X elem, hogy

flay) < fl@),  llz—mll<e/A s [ffa)ll <A

Bizonyitds. Az x) 1étezése valamint az els6 két tulajdonsdg az el6z6 tétel, valamint
annak (i) és (i) allitdsanak azonnali kovetkezménye. Ugyancsak az el6z6 tétel
(i1) pontja szerint minden y € X esetén

F)+ Ay =zl = (=)

Rogzitettt > 0és h € X esetén alkalmazzuk ezt az egyenldtlenséget az y = x)\+th
pontban. Ekkor f(z) + th) + A||th|| > f(x)), amibdl rendezéssel

flzy+th) — f(z))
t
adodik. Képezve at — 0 + 0 hataratmenetet, kapjuk hogy

f(zx+th) — f(z))

> —A||A|

' _ > —Alh]].
Pl =ty HOERZIE) 5y
Ebben az egyenl&tlenségben a h helyett (—h)-t irva | f/(x))h| < A||h|| kovetkezik.
Ezért || f'(x))|| < A, azaz (7i7) is teljesiil. O

6.8. Kovetkezmény. Legyen X egy Banach-tér, f: X — R Fréchet szerint dif-
ferencidlhato és alulrdl korldtos fiiggvény. Ha (x,) olyan X-beli sorozat, hogy
f(x,) — inf(f), akkor van olyan (y,,) sorozat, hogy minden n € N esetén

o f(yn) < flzn),
o ||z, —yn| < \/f(xn) — inf(f),
o [f'(ya)ll </ f(4) — inf(f).
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Bizonyitds. Rogzitett n € N esetén legyen ¢, = f(x,) —inf(f) és \, = \/&,,, majd
alkalmazzuk az el6z6 kovetkezményt! [

Az Ekeland-féle variacios elv kozvetlen alkalmazéasaként kapjuk Francis Clarke
alabbi eredményét, melyrol rovidesen kideriil, hogy szintén a Banach-féle fixpont-
tétel egyik altaldnositasa.

6.9. Kovetkezmény. (Clarke) Legyen (X,d) teljes metrikus tér és T: X — X
olyan folytonos leképezés, amelyhez taldlhatok 0 < q < p < 1 konstansok, hogy
minden olyan © € X esetén melyre v # Tx van olyan y € X \ {x}, hogy

pd(z,y) +d(y, Tz) < d(z,Tz) és  d(Tz,Ty) < qd(z,y).
Ekkor a T leképezésnek van fixpontja.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az Ekeland-féle variacids elvet az f(x) := d(x, Tx) kép-
lettel adott folytonos nemnegativ fiiggvényre és a A := p — ¢ pozitiv szdmra! Ekkor
létezik olyan x = =, € X elem, hogy minden y € X \ {z} esetén

d(z,Tz) < d(y, Ty) + (p — q)d(z,y).

Megmutatjuk, hogy x = T'z. Ha ez nem igy lenne, akkor a feltevésiink szerint
lenne olyan y € X \ {z}, amellyel a tételbeli egyenlGtlenségek teljesiilnek. Azaz,

d(x, Tx) < d(y, Ty) + (p — q)d(z, y)
< (d(y, Tz) + pd(z,y)) + (d(Tz, Ty) — qd(z,y)) < d(z,Tx).

A kapott ellentmondés miatt tehit x valéban fixpont. [

Ha T’ pélya-kontraktiv a 6.5. Kovetkez szerinti értelemben, akkor a Clarke-féle
fixponttétel feltételi az y := T'x és p = 1 vélasztassal teljesiilnek. Tehét a 6.5. Ko-
vetkez, s ennélfogva a Banach-féle fixponttétel is a 6.9. Kovetkez specidlis esetei.
Banach-terek zart és konvex részhalmazai esetén Clarke eredménye a Banach-féle
fixponttétel alabbi altalanositisat adja:

6.10. Kovetkezmény. Legyen D az X Banach-tér zdrt és konvex részhalmaza,
T: D — D folytonos leképezés, valamint 0 < q < 1. Tegyiik fel, hogy minden
x € D esetén van olyan 0 < A < 1, hogy azy := (1 — \)x + \T'x vdlasztdssal

[Tz =Tyl < qllz -y

teljesiil. Ekkor a T leképezésnek van fixpontja.
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6.3. NEMLINEARIS NYILT LEKEPEZES TETELEK. Végezetiil a Banach-féle nyilt
leképezés tétel Graves—Ljuszternyik-féle nemlinedris kiterjeszt€sét mutatjuk be.
Emlékeztetiink arra, hogy Banach emlitett tétele szerint, ha A egy az X és YV
Banach-terek kozott haté sziirjektiv korlatos linearis operator, akkor A nyilt, az-
az minden U C X nyilt halmaz esetén A(U) C Y nyilt. Ezért 1étezik olyan r > 0,
hogy rUy C A(Ux), ahol Ux C X és Uy C Y a zirt egységgombok. Az ilyen
tulajdonsagd r pozitiv szdmok halmazanak pontos felsé korlatjat az A operdtor
sziirjektvitdsi modulusdnak nevezzik:

sur(A) :==sup {r > 0| rUy C A(Ux)}.
Azonnal lathat6, hogy sur(A) < ||A|| és sur(A) akkor és csak akkor pozitiv, ha A

sziirjektiv.

6.11. Tétel. Legyenek X és Y Banach-terek, D C X nyilt halmaz, p € D rogzi-
tett, valamint f: D — Y adott fiiggvény és A: X — Y olyan sziirjektiv korldtos
linedris operdtor, hogy

(6.3) ap = limsup If () = fu) = Alz — w)l
(z,u)—(p,p) HZU — UH

< sur(A).

Ekkor barmely K > m esetén a (p, f(p)) pontnak létezik olyan U C X x Y
kornyezete, hogy barmely (x,y) € U esetén van olyan z € D, amelyre

(6.4) f)=y & -z < K[ f(z) =yl

1

Bizonyitdas. Legyen K > ¢és valasszuk meg az o és  szdmokat igy, hogy

sur(A)—ayg
1
ap < o < < sur(A) és K:B_&.
Mivel o < a, ezért van olyan § > 0, hogy minden x,u € Ux(p, ) esetén
(6.5) [f(z) = fu) = Alz —u)|| < afle —ul;

madsrészt 5 < sur(A) miatt
Uy C A(Ux).
Legyen most

J J
U= {(zy) € DxY |lw=pl <5, [f@) vl < 3}

Ekkor U C X x Y olyan nyilt halmaz, amely tartalmazza az (p, f(p)) pontot.
Megmutatjuk, hogy ezen az U halmazon teljesiil a tétel allitasa.
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Legyen (z,y) € U rogzitett. A tételbeli feltételeknek eleget tevé z € D vektor
konstrukcidjahoz alkalmazzuk az Ekeland-féle varidcios elvet az u — || f(u) — ||
leképezésre az € := ||f(z) — y|| és A :== 1/K = 3 — o konstansokkal az U x (p, §)
zart gdmbon (ami teljes metrikus tér, hiszen teljes metrikus tér zart részhalmaza).
Az Ekeland-elv szerint van olyan z := x, € M elem, hogy

(@) [1f(z) =yl < |1 f(=) -

(@) lz — 2| < K[l f(z) =yl < §és B
(23d) ||f(2) f(u) —y|| + A\||Ju — z|| amennyiben u € Ux(p,d) \ {z}.

A tétel masodik allitdsa azonnal adédik az (i7) tulajdonsagbdl. Befejezésiil tehat
azt kell még belatnunk, hogy f(z) = y is érvényes. Ismét az (ii) tulajdonsagot
alkalmazva kapjuk, hogy

Iz = pll <l I+ H<6+5 2
z— z—x T — —t-==.
PI= PI=373773
Tehit z € Ux(p,d). A BUy C A(Uy) tartalmazis miatt barmely v € Y esetén

UEA(%U ),ezértav = f(z)—y elemhez vanolyanu € X, hogy y— f(z) = Au
és

(o)

I£G) =yl o @) =yl _ per vy — g < 8
©6)  ull < 7= e K@) -yl <5

Tehdt 2 + u € Ux(p,d), hiszen ||z + u — p|| < |z — p|| + |lu]| < 4. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy u # 0. A (iii) tulajdonsdg valamint a (6.5) és az imént
latott becslések alapjan ekkor azt kapjuk, hogy

1F(z) =l <[[f(z +u) = yll + All(z +u) — 2|
= f(z+u) = f(2) = Aul[ + (B — a)|ul]
< allull + (8 — a)llull = Bllull < [If(2) =yl
A kapott ellentmondés miatt u = 0, és ennélfogva f(z) = y. O

w

6.12. Kovetkezmény. (Graves—Ljuszternyik) Legyenek X és 'Y Banach-terek, D C
X nyilt halmaz, p € D, és f: D — Y olyan, a p pontban Fréchet szerint erésen
differencidlhato fiiggvény, amelynek az f'(p): X — Y derivdltja sziirjektiv kor-
latos linedris operdtor. Ekkor van olyan K > 0 és a (p, f(p)) pontnak olyan U
kirnyezete, hogy minden (x,y) € U esetén van olyan z € D, amelyre a 6.11. Tétel
dllitdsa érvényes.

Bizonyitds. Mivel A := f'(p) sziirjektiv, Banach nyilt leképezés tétele szerint
sur(A) > 0. Maésrészt f a p pontban Fréchet szerint ersen differencidlhato, ezért a
6.11. Tételben ap = 0. []
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Az alabbi kovetkezmény azt mutatja, hogy a Banach-terek kozott haté sziirjektiv
korlatos linedris operatorok halmaza nyilt az .2 (X, Y") térben.

6.13. Kovetkezmény. Ha X és Y Banach-terek, A, B € £ (X,Y) olyanok, hogy
A sziirjektiv és korldtos, valamint ||B — A|| < sur(A), akkor B sziirjektiv, és

sur(A) — || B — Al| < sur(B).

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 6.11. Tételt az f(x) = Bux valasztassal. Ekkor

1f () = f(u) = Az = u)

lz = wll

ap = limsup = ||B — A|| < sur(A),

(z,u)=(p.p)
Igy a6.11. Tétel szerint minden 0 < 7 < sur(A)—||B— Al esetén a0 € Y elemnek
van olyan V' kornyezete, hogy minden y € V' esetén van olyan z € X, amelyre

) 1
Ba=y & |2l <yl

Innen a B operator pozitiv homogenitasat is kihasznalva azonnal kapjuk, hogy
rUy C B(Bx). A sziirjektivitdsi modulus értelmezése miatt r < sur(B). Mi-
vel ez az egyenlGtlenség barmely 0 < r < sur(A) — || B — A|| esetén érvényes, ezért
innen a tétel 4llitdsa kovetkezik. [

A fenti kovetkezménybdl konnyen levezethets, hogy a sur: Z(X,Y) — R fiigg-
vény globadlisan Lipschitz-folytonos 1 modulussal, azaz minden A, B € .Z(X,Y)
esetén

| sur(A) — sur(B)| < ||A — B||.

A kovetkez6 tétel megfogalmazasdhoz normadlt terek részhalmazainak érintd vek-
torainak fogalmat értelmezziik. Ha H az X normdlt tér egy részhalmaza és p € H,
akkor egy h € X vektort a H halmaz p pontbeli érintd vektordnak neveziink, ha

lim d(p+th,H)

t—0+ t

= 0.
A H halmaz p pontbeli érintévektorainak halmazara a 7),(H) jelolést fogjuk hasz-

nalni és ezt a H halmaz p pontbeli érintdterének nevezziik.

6.14. Tétel. (Ljuszternyik) Legyenek X és Y Banach-terek, D C X nyilt halmaz,
p € D, valamint f: D — Y olyan, a p pontban Fréchet szerint erdsen differen-
cidlhatd fiiggvény, amelynek f'(p): X — Y derivdltja sziirjektiv korldtos linedris

operdtor. Ekkor a
H:={ze D] f(x)=f(p)}

halmaz (nemlinedris sokasdg) p pontbeli érintdtere az f'(p) operdtor nulltere.
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Bizonyitds. Legyen elészor h € T,(H) \ {0} tetszSleges és r > 0 olyan, hogy
tetszGleges ¢ € [0, 7] esetén p + th € D teljesiiljon. Ekkor minden ¢ € [0, r| esetén
taldlhat6 olyan v(t) € X vektor, hogy

p+th+ot)e H é  |v@)|| <d(p+th, H) + 12

Ezekbdl a H halmaz értelmezését, illetve az érintdvektor fogalmat szem el6tt tartva
kovetkezik, hogy

flp+th+v(t) = f(p) és lim —= = 0.

Az f figgvény p-beli Fréchet-differencidlhatdsdga és a fentiek miatt

_ i e+ th+o@) — f(p) = f/(p)(th + v(t))]
0= lim
=0+ lth + v(t)]]
_ W@+ o) )o@ L ()R]
= lim = lim = _
=0+ |[th +o(t)]] =00 b+t il
Tehat f'(p)h = 0, azaz h benne van f’(p) nullterében.

A forditott irdnyu tartalmazds igazoldsihoz legyen h € X az f’(p) operétor null-
terének tetszoleges nem nulla eleme. A 6.12. Kovetkezmény szerint a (p, f(p))
pontnak van olyan U C X X Y kornyezete €s van olyan K > 0, hogy minden
(z,y) € U esetén van olyan z € D, amelyre (6.4) fennall.

Vilasszuk meg az r pozitiv szdmot ugy, hogy (p + th, f(p)) € U teljesiiljon
minden ¢t € [0,7] esetén. A fentiek szerint minden ¢t € [0, ] esetén van olyan
z = z(t) € D, hogy

f) =fp) & lp+th—z0)l < K[ fp+th) - fp)I.

Az els6 egyenlGség miatt z(t) € H, igy a masodik egyenlGtlenség szerint
d(p +th, H) < K||f(p + th) = f(p)]|

minden ¢ € [0, r] esetén. Ezért és az f Fréchet-differencialhat6sdga miatt

timsup QO H) e o M@ th) = F@)]
t—0+ t—07+ t
th) — — f'(p)(th
_ KB limsup [f(p+th) — flp) = F'()( )H:Q
t—0+ |th||

ami azt igazolja, hogy a h vektor a H sokasig p-beli érint6 vektora. [
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BEVEZETES — TOPOLOGIKUS EREDMENYEK

A topologikus fixponttételek elméletének sziiletését Brouwer alapvetd dolgoza-
tdnak megjelenésétdl szamitjuk. Fontos azonban kozvetlen elofutarként Bohl nevét
megemliteni, aki par évvel korabban a specialis haromdimenzids esetben igazolta a
Brouwer-féle fixponttételt. Idézziik most az eredményt 4ltaldnos formdjaban [9]:

Tétel. Az euklideszi tér zdrt egységgombjének bdrmely onmagdba torténd folytonos
leképezése rendelkezik fixponttal.

Az egydimenzids eset igazoldsa nem okoz til nagy problémdt, bevezetd analizis
kurzusok targya lehet a Bolzano-tétel alkalmazasara. A kétdimenzids eset bizonyi-
tdsa azonban, mint latni fogjuk, kordntsem ennyire egyszerd. Mar maga az allitas
folruhdzhat6 olyan szemléletes tartalommal, mely messze nem magatdl értetddo.
Példaul: a palacsinta tésztdjanak van olyan pontja, mely a siités el6tt ugyanott volt,
mint ahovd a siités végeztével keriilt. (Foltéve persze, hogy kdzben nem mozgatjuk
a serpenyOt.) Ha hinni lehet a hagyomanynak, Brouwer érdeklodését is gasztrono-
miai élmény keltette fol: a kdvéba kevert tejszin mozgasat figyelve fogalmazddott
meg benne fixponttétele. Emlitsiink meg azonban egy masik jellegzetes topoldgiai
eredményt, a negativ retrakt elvet!

Tétel. Az euklideszi tér zdrt egységgombjének nem létezik a héjra valo retraktja,
azaz a héjat pontonként fixen hagyo folytonos leképezése.

Ehhez az eredményhez szintén kapcsolhatd szemléletes tartalom. Ha a dob har-
tyajat ra akarjuk fesziteni a peremre, akkor a hértya sziikségképpen el fog szakadni.
Ez utébbi talan hihetdbben hangozhat a Brouwer-féle fixponttétel barmelyik illuszt-
racidjandl. Lényegében azonban nincs koztiikk matematikai kiilonbség, mint ahogy
ezt az alabbi ekvivalencia tétel mutatja.

Tétel. A Brouwer-féle fixponttétel és a negativ retrakt elv egymdssal ekvivalensek.

Bizonyitds. Jelolje K a zart egységgombot, 0K pedig ennek héjat. Ha tudjuk, hogy
1étezik r: K — OK retrakcid, akkor l1étezik f: K — K fixpontmentes leképezés
is; egyszerlien ellendrizhetd, hogy példaul f = —r ilyen.

Megforditva, tegyiik fel hogy létezik f: K — K fixpontmentes leképezés, és
legyen r: K — K az alabbi mddon értelmezett fliggvény:

re)={yeS|I=0y=ati(e—f@))

Ekkor r valdban fiiggvény. A fixpontmentesség miatt ugyanis © — f(z) nem a
nullvektor; K kompaktsaga és szigoru konvexitisa miatt pedig létezik pontosan
egy olyan ¢t nemnegativ szdm, amely a font megkdvetelt tulajdonsaggal bir. Az is
igazolhat6, hogy r folytonos, a héjra képez, és r|sx = id. Vagyis, r retrakci6. [



A tovédbbiakban a Brouwer-féle fixponttétel kétdimenzos esetét targyaljuk a ne-
gativ retrakt elv tiikrében. Ehhez az algebrai topoldgia elemeit fogjuk diohéjban
ismertetni. Legyen X topologikus tér és p € X rogzitett pont. Azt mondjuk, hogy
ag: [0,1] = X leképezés p alappontii hurok, ha folytonos és g(0) = p = g(1) tel-
jestil. Jelolje a p alappontd hurkok halmazat P(X, p). Ha gy, g1 € P(X, p), akkor
értelmezziik a ¢ = gyg;1 szorzatot az aldbbi mdédon:

20, hat € [0,1/2);
9l) = {91(275— 1), hate[1/2,1].

Nyilvéan ekkor g € P(X, p) szintén fonnall. Tekintsiik ezek utan a P(X, p) halma-
zon a kovetkezd relaciot: gy ~ g1, ha a két hurok megengedett homot6pidra nézve
ekvivalens, azaz, ha van olyan H: [0, 1] x [0, 1] — X folytonos leképezés, mellyel

(i) H(t,0) = go(t);

(ii) H(t, 1) = g(1);
(iii) H(t,s) = g.(t) € P(X,p).

Konnyen megmutathatd, hogy ~ valéban ekvivalencia reldcié a p alappontd hur-
kok halmazan. Jelolje az indukalt osztalyok rendszerét (X, p). A P(X, p) halma-
zon bevezetett miivelet kompatibilis médon 4tiiltethetd az ekvivalencia osztalyok
rendszerére a szokdsos modon: két osztily szorzata a reprezentdnsok szorzatanak
osztalya. Megmutathatd, hogy e mivelettel folruhazva 7(X, p) csoport, melynek
neutrlis elemét a ¢ = p hurok reprezentélja. Ezt a csoportot az X topologikus tér
p pontbeli Poincaré-csoportjanak vagy fundamentdlis csoportjanak nevezziik. A
fundamentdlis csoport azért jelentds, mert segitségével a topoldgiai kérdések egy
része algebrai kérdéssé valik, s igy kapu nyilik az algebra modszerei elott.

Azt mondjuk, hogy az X topologikus térnek Y retraktiv altere, ha topologikus
altere, és 1étezik r: X — Y retrakcid. Retraktiv altér fundamentalis csoportja és az
alaptér fundamentalis csoportja szoros kapcsolatban allnak egymassal:

Tétel. Ha Y retraktiv altere az X topologikus térnek és p € Y tetszdleges, akkor
(Y, p) részcsoportia a (X, p) fundamentdlis csoportnak.

Bizonyitds. Csupan azt kell beldtni, hogy ha két Y-beli gbrbe X -beli megengedett
H homotopidra nézve ekvivalens, akkor ekvivalens Y -beli megengedett homotopi-
aval szemben is. Ilyen homotépia az ro H leképezés, ahol r: X — Y retrakci6. [

A fonti egyszerl észrevétel modot ad a negativ retrakt elv, s igy kozvetve a
Brouwer-féle fixponttétel kétdimenzios esetének bizonyitdsara. Intuitiven lathato,
hogy a zart korlap fundamentélis csoportja trividlis, mig az ivé végtelen ciklikus.
Am ez utébbi nem részcsoportja az elébbinek, igy nem létezhet a zért korlapnak az
ivre valo retraktja.



Ezek a gondolatok sajnos nem vihetdk 4t kdzvetlen moédon a hdrom- vagy an-
nal magasabb dimenzids esetre. Ilyenkor ugyanis a zart egységgombnek és a hé;j-
nak ugyanaz a fundamentdlis csoportja, mégpedig a trividlis csoport. E probléma
a homoldgia csoportok bevezetésével dthidalhatd, azonban ez az 1t hosszadalmas
elokésziiletekkel jar. Mar annak preciz bizonyitdsa sem konny(, amit pedig heu-
risztikusan barki elfogad, hogy a koriv fundamentdlis csoportja végtelen ciklikus.

Brouwer eredeti mddszere, mely a klasszikus analizis és a vektoranalizis kifino-
mult technikdin alapul, szintén koriilményes. Az eredmény folfedezésekor kevés
remény volt arra, hogy egyetemi kurzus keretében targyalni lehet majd.

Pusztdn emiatt is jelent6s Sperner eredménye [55], mely mind szemléletmddja-
ban, mind pedig elegancidjaban hatalmas 4ttorésnek bizonyult. Sperner 21 éves
egyetemistaként igazolt egy grafelméleti eredményt, melyet aztdn Knaster, Kura-
towski és Mazurkiewicz [34] kombinatorikus geometriai tartalommal ruhdztak fol.
Maodszeriik kozvetleniil adja Brouwer fixponttételét abban az esetben, amikor az
értelmezési tartomdny €s az értékkészlet ugyanaz a szimplex. A pozitiv retrakt elv
birtokdban pedig a szimplex tetszdleges nem iires, konvex, kompakt halmazra cse-
rélhetd.

A Knaster—Kuratowski—Mazurkiewicz-féle lemmat Ky Fan fejlesztette tovabb
[19]. Otletével a kombinatorikus geometriai elv kozvetleniil kiterjeszthetd Haus-
dorff-topologikus vektorterekre, és segitségével igazolhato a réla elnevezett egyen-
16tlenség. A Ky Fan egyenl6tlenségbdl pedig adédik nemcsak Brouwer fixpontté-
tele, hanem Schauder els6 fixponttétele, sot a Tyihonov-fixponttétel is [57].

Az alkalmazasok szempontjabol az alaphalmaz kompaktsagat folt€telezni tul
nagy megszoritds. Valgjdban e tény 0sztonozte Schaudert [53], s vezetett a kom-
pakt leképezések fixpont tulajdonsdgainak vizsgalatdhoz. Eredményét, nevezetes
masodik fixponttételét a nevét viseld approximacios tétel segitségével kapta.

A topologikus fixponttételek elméletét a most felvazoltak szerint épitjiik fel. Az
elso fejezetben folytonos és kompakt leképezések fixpont tulajdonsédgaival foglal-
kozunk. Kozben bepillantist adunk a retrakt elvek vildgdba és néhany egyszerii
alkalmazast, példaul a Perron [47] és Frobenius [21, 22] pozitiv matrixok sajitérté-
keire vonatkoz6 tételét vagy Schauder alternativa tételét bemutatva.

Kérdés természetesen, hogy a leképezésre vonatkozé kompaktsdgi feltétel mek-
kora ar. Kideriilt, hogy az ennél gyongébb kondenzdld tulajdonsag is biztositja a
fixpont 1étezését. Ezt az allitast fogalmazza meg Darbo [15] és Szadovszkij [52] té-
tele, a masodik fejezet f6 eredménye. A megkozelités egy frappans konstrukcid, a
Kuratowski-féle nemkompaktsdgi mérték tulajdonsdgain alapszik. Végiil, az el6z6
fejezetek tételeihez visszanyulva, affin leképezéscsaladok fixpont tulajdonsigaival
foglalkozunk.



A harmadik fejezetben néhany jellegzetes és fontos alkalmazdssal szemléltetjiik
a topologikus fixponttételek hatékonysagat. Bemutatjuk a klasszikus inverzfiigg-
vény-tétel egy dltaldnositasat, Peano kozonséges differencidlegyenletekre vonatko-
z0 egzisztencia tételét, Neumann [45] és Nash [44] jat€kelméleti eredményeit, Lo-
monoszov tételét az invaridns altérrdl [37], végiil pedig Haar eltoldsinvaridns mérték
1étezésére vonatkozo konstrukcidjat [26].

A negyedik fejezetben a halmazértékt leképezések vilagaba nyujtunk bepillan-
tast. Ennek legfontosabb eredménye az equilibrium-tétel, melybdl konnyen leve-
zethetd a kifelé illetve befelé iranyul6 leképezések fixpont tulajdonsigai, Kakutani
[31], Fan [18] és Glicksberg [23] jatékelméleti szempontbdl is alapvetd tételei, €s
természetesen sok egyéb kordbban targyalt topologikus eredmény is. Tovébbi al-
kalmazasként a Bolzano-féle kozépértékictel kiillonféle altalanositasait, koztiik Mi-
randa tételét [43] targyaljuk.

A rész utolso, otodik fejezetében kitekintést kivianunk adni a fokszam- és
fixpontindex-elmélet csoddlatos vildgara. Bizonyitds nélkiil ismertetjiikk Leray és
Schauder fokszamtételét [35], megvilagitva kapcsolatat az algebra alaptételével, a
Brouwer-féle fixponttétellel, valamint Poincaré siindiszné-tételével.
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7. Fixponttételek folytonos és kompakt leképezésekre

A folytonos és kompakt leképezések fixpont tulajdonsigainak targyaldsakor az
elegéns és hatékony kombinatorikus megkozelitést kovetjiik. Els6ként a baricentri-
kus koordinatazassal ismerkediink meg, majd igazoljuk Sperner grafelméleti lem-
majat, s ennek segitségével Knaster, Kuratowski és Mazurkiewicz kombinatorikus
geometriai tételét. Mindezek és a pozitiv retrakt elv birtokdban, a masodik alfeje-
zetben kozvetlen bizonyitast kindlunk Brouwer fixponttételére. A harmadik alfeje-
zet a masodiktdl fiiggetleniil tanulmédnyozhat6. Ky Fan gondolatait kovetve meg-
mutatjuk, hogy Knaster, Kuratowski €s Mazurkiewicz tétele topologikus vektorte-
rekben is érvényes. Ennek felhaszndldsaval igazoljuk a Ky Fan nevét viseld egyen-
16tlenséget, melybdl mar kovetkezik Tyihonov fixponttétele. Ily moédon Brouwer
eredményét €s a negativ retrakt elvet ennek kovetkezményeként kapjuk. Az utolséd
alfejezetben az el6zdleg megismert fixponttételek kompaktsagi feltételét vizsgaljuk,
majd Scahuder tételét bizonyitjuk a szintén rola elnevezett approximécios technika
segitségével.

7.1. KOMBINATORIKAI HATTER. Azt mondjuk, hogy az zy, ..., z, € R"” elemek
affin fiiggetlen pontok, ha r1 —xy, . . . , ¥, — xo bazist alkotnak R"-ben. Az elsd lem-

ma jellemzi az affin fiiggetlenséget, és egyben ramutat arra, hogy z( szerepe csak
latszolag kitiintetett. A masodik lemma biztositja a baricentrikus koordindt4zast.

7.1. Lemma. Az xg,...,xr, € R" pontok akkor és csakis akkor affin fiiggetlenek,
ha az cvgry + -+ + apx, = 06és ag + - - + a,, = 0 azonossdgok csak trividlis
egyiitthatokkal teljesiilnek. Specidlisan, az affin fiiggetlenség fogalma nem fiigg az
abban szerepld vektorok sorrendjétol.

Bizonyitds. Tegyliik fel, hogy x, ..., x, affin fiiggetlen rendszer, tovabb4, hogy az
o, - - ., a, egyiitthatok eleget tesznek a tételben szerepld feltételeknek. Ekkor ay
kifejezhetd a masodik Osszefiiggés segitségével. Ezt az elsébe irva kapjuk, hogy

0=aprg+ o101+ -+ a,x,
= —(o1+ -+ ap)rg+ 1wy + -+ ape,

= ozl(xl — .T()) + o+ ozn(xn — ZCQ).

Mivel z; — xy, . . ., x, — x¢ bazisa R"-nek, ezért oy = ... = a,, = 0, amibdl oy = 0
1s adodik. Megforditva tegyiik fel, hogy =1 — g, ..., z, — £o nem bazis R"-ben.
Ekkor léteznek olyan oy, . . ., &, nem mind nulla egyiitthatok, hogy

ar(ry —xo) + -+ + ap(x, — x9) = 0.

Innen az oy := —(a; + -+ + «a,,) vélasztassal kapjuk, hogy a tételben szerepld
Osszefiiggések nemtrividlis egyiitthatokkal is teljesiilnek. ]
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7.2. Lemma. Ha x, ..., x, affin fiiggetlen pontok R"-ben, akkor bdarmely r € R"
esetén egyértelmiien léteznek olyan \o(x), . . ., \,(x) valos szdmok, amelyekkel az

r = No(z)ro+ -+ M) ), 1= MX(x)+ -+ ()
azonossdgok teljesiilnek. Tovdabbd, az v — (\o(x), ..., A (x)) leképezés folytonos.

Bizonyitds. Rogzitett x € R" esetén jelolje Ai(x), ..., \,(x) az z — z( elemnek az
xr1 — Xy, ...,Ty, — o bazisra vonatkozoé (egyértelmi) koordinatait. Ekkor

r=1x0+ M(x)(x1 —20) + -+ + Ap(T) (7, — 20)
= (1= (@) + -+ Aal@)) 20 + M (@) 21 + -+ + Ay(2)a,
= )\o(x).flio + )\1 (.I).Il + -+ /\n(:v)xn

Tekintsiik most az {xy — g, ..., x, — zo} \ {x; — xo} elemek &ltal generalt hipersik
ortogondlis komplementerének valamely h; egységvektorat. Ekkor az x — x( bazis-
el6allitasat belsdleg szorozva h;-vel kapjuk, hogy

x - xo, Z )\ — Xy, h; > = )\Z(ZL’)<.IZ — Xy, h,>

Ez utébbi tagban a belsé szorzat értéke nullatdl kiilonbozik a h; elem vdlasztisa
miatt. Tehdt mindeni = 1,... ,nesetén \;(x) = (x — xg, h;) /{x; — x0, hy), ésitt a
jobb oldal z-nek folytonos fiiggvénye. Azonban a tétel masodik azonossagabdl A
folytonossédga szintén kovetkezik. [J

A fonti lemma jeloléseit és feltételeit megtartva, a A\g(x), . .., A, (x) valés szdmo-
kat az x elem xy, ..., x, affin fliggetlen rendszerre vonatkozé baricentrikus koor-
dindtdinak nevezzik.

Az xg,...,x, € R" affin fliiggetlen pontok altal meghatdrozott n-dimenzids S
szimplexen azon R"-beli pontok halmazat értjiik, amelyeknek mindegyik baricent-
rikus koordindtdja nemnegativ. Jellésben: S = [z, . .., x,]. Egyszerden igazolha-
t6, hogy barmely n-dimenzids szimplex az adott affin pontrendszer konvex burka.
Legyenek 0 < ¢y < --- < 1 < n rogzitett indexek. Az S szimplex k-dimenzids
részszimplexén az alabbi halmazt értjiik:

k
iy 5] = {x eR" |3 N, (2) = 1, A (@) 2 o}.
=0

Az S szimplex trianguldcidjan olyan T' = {51, ..., S,,} szimplexcsaladot értiink,
amelynek egyesitése S, tovdbb4 kiilonbozd ¢, j indexek esetén S; N S; vagy iires
halmaz, vagy pedig valddi részszimplexe mind S;-nek, mind pedig .S;-nek.
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Legyen S szimplex, 7' ennek triangulacidja, és jelolje V7 a trianguldcidban sze-
repl csdicsok halmazat. Azt mondjuk, hogy a o: Vi — {0,...,n} leképezés
Sperner-szamozds, ha minden v € Vp esetén

o(p) € {i | Ai(p) > 0}.

Egy T' triangulacié o Sperner-szamozdsahoz tartozd Sperner-szimplexének nevez-
ziik a T olyan szimplexét, amelynek csticsaindl pontosan a {0, ..., n} halmaz ele-
mel dllnak. Sperner eredménye szerint ilyen szimplex mindig l1étezik.

7.3. Lemma. (Sperner) Ha S C R" szimplex, T' ennek tetszdleges trianguldcio-
ja, akkor barmely Sperner-szdmozdsa esetén a Sperner-szimplexek szdma pdratlan.
Specidlisan, keletkezik legaldbb egy Sperner-szimplex.

Bizonyitds. A tér dimenzioszama szerinti teljes indukciot alkalmazunk. Az egydi-
menzids esetben legyen S = [xg, z1] és legyenek ©g == py < --- < p, =: 71 a
trianguldcidban szerepld cstcsok. Nyilvan o(pg) = 0 és o(p,) = 1; tehat
1=0(ps) —alpo) = Y _(o(pi) = o(pi-1))
i=1
= H{ilo(pi)) — o(pi-1) =1} = {i | o(pi) — o(pi-1) = —1}
=(k+1)—k.

Nyilvanval6, hogy ebben az esetben a Sperner-szimplexek azok az egymadst kovetd
pontparok, amelyeknél a szamozas nullardl egyre vagy pedig egyrdl nulldra vélt. A
fontiek szerint tehédt a Sperner-szimplexek szdma épp (k + 1) + k = 2k + 1, azaz
paratlan.

A kétdimenzids esetben legyen S = [z, 1, xo] tetszOleges szimplex, 1" ennek tri-
angulacidja, s tekintsiik ennek egy Sperner-szamozasat. Rendeljiink hozz4 a szamo-
zott trianguldcidhoz egy grafot a kovetkez6 modon. A csucsok legyenek 7' szimp-
lexei; két csucsot pontosan akkor kotiink 0ssze éllel, ha van kozos, 0-val és 1-gyel
szamozott egydimenzids részszimplexiik. Az S komplementerét szintén csucsként
kezeljiik; ezt pontosan azokkal a T-beli szimplexekkel kotjiik 0ssze, amelyeknek az
[z0, z1] oldallal van k6z0s, 0-val és 1-gyel szdmozott egydimenzids részszimplexiik.

Az egydimenzids eset miatt a komplementert reprezentdld csucs foka pératlan.
Tovéabba, minden egyéb csucs foka 0, 1, vagy 2; egy csucs foka pontosan akkor
1, ha Sperner-szimplex. Azonban barmely grafban a paratlan foku csicsok szdma
paros, a péaratlan foku csticsok pedig, jelen esetbe, pontosan a kompleneter és a
Sperner-szimplexek reprezentansai. Eszerint a Sperner-szimplexek szama paratlan.

Az n-dimenzids eset hasonléan kezelhetd. A megfelelé grafban pontosan akkor
tekintiink két csicsot szomszédosnak, ha van a {0,...,n — 1} halmaz elemeivel
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szamozott kozos részszimplexiik. A fokszdmok a kétdimenzids esethez hasonl6an
alakulnak, igy a korabbi érvelést ugyanugy hasznalhatjuk. [

Legyen S = [xg,...,x,] C R" szimplex. Azt mondjuk, hogy a {Cy,...,C,}
halmazrendszer KKM-lefedése S-nek, ha minden 0 < 75 < --- < i < n esetén

[ICZ'O, ce ,Iik] c C

io J---uUJ Clk
teljesiil. A KKM-lefedés igen erds tulajdonsag: 1étezik a szimplexnek olyan pontja,
melyet ,,lényegében” a fedérendszer minden tagja tartalmaz. Ezt fogalmazza meg a

kovetkez0 4llitds, melyet a tovabbiakban KKM-lemma néven fogunk idézni.

7.4. Lemma. (Knaster—Kuratowski—-Mazurkiewicz) Ha S C R" tetszdleges szimp-
lex és {Cy, ..., C,} ennek KKM-lefedése, akkor

SNCyn---NC, # 0.

Bizonyitds. Legyen (T,,) az S szimplexnek olyan trianguldcié sorozata, melyben
szerepld szimplexek atmérdje nulldhoz tart m — oo esetén. Jelolje Va1, tri-
angulacio csucsainak halmazat. Tekintsiik azt a o, Sperner-szdmozast, amelyre
minden p € V. esetén o,,(p) € {i | p € C;} teljesiil. Ilyen szdmozas vélasztisa
valoban lehetséges; ehhez elegendd azt megmutatni, hogy

(i) M) >0 n{i|peC) 0.

Legyen ugyanis p € Vp tetszOleges csucs, melynek ¢, . . . , 7 indexi baricentrikus
koordinatdi pozitivak. Vildgos, hogy ekkor p € [z;,,...,x; |; dm ez utébbi szimp-

lex része a C;, U . .. U C;, halmaznak a KKM-tulajdonsag miatt. Ezért van olyan ¢;
index, hogy p € C;,, s igy a fonti metszet valoban nem lires.

A Sperner-lemma szerint 1étezik a o0, szdmozdshoz tartozé Sperner-szimplex
a T, triangulacioban; jelolje ezt S,, = [Pom,---,DPnm), ahol foltessziik, hogy
om(pim) = 1 teljesiil minden lehetséges i index esetén. Mivel S kompakt hal-
maz, ezért a (pom,, - - - , Pum) SOrozatnak van konvergens részsorozata; az ltalanos-
sag csorbitasa nélkiil azt is foltehetjiik, hogy az eredeti sorozat konvergens. Le-
gyen p; := lim,, .o Pim. A Sperner-szamozas konstrukciéjabol adéddan p;, € C;,
ezért p; € C,;. Masrészt, m — oo esetén S, atmérdje nulldhoz tart, tehét
po = -+ = p, =: p. Ez azt jelenti, hogy tételben szereplé metszet tartalmazza
a p pontot, igy valéban nem diires. [
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7.2. POZITIV RETRAKT ELVEK ES ALKALMAZASAIK. A KKM-lemmabol Brou-
wer fixponttétele kozvetleniil igazolhatd, ha az alaphalmaz szimplex. A szimplext6l
altaldnosabb értelmezési tartoményra valo attérést az ugy nevezett pozitiv retrakt
elvek teszik lehet6vé. Emlékeztetiink arra, hogy egy X topologikus tér /K részhal-
mazdra valo retrakciéjan egy olyan r: X — K folytonos fiiggvényt értiink, amely
K elemeit fixen hagyja.

7.5. Tétel. Ha X Hilbert-tér, K C X nem iires, kompakt, konvex halmaz, akkor
definidljuk az v C X X K reldciot az

ri={(z,y) e X x K| ||z —yl| = d(z, K)}
képlettel. Ekkor r az X-nek K-ra valo retrakcioja.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy r fiiggvény, azaz r(z) minden = € X ese-
tén egyelemd. Legyen x € X rogzitett. Mivel az y — ||z — y|| leképezés folytonos
és K kompakt, ezért ez a fiiggvény felveszi a minimumat K -n. Igy létezik olyan
y € K, amivel ||z — y|| = d(z, K) teljesiil, tehdt 7(x) nem iires. Tegyiik fel, hogy
y,z € r(x). Ekkor ||z — y|| = d(z, K) = ||z — z]|].

Jol ismert (és konnyen ellendrizhet6), hogy barmely belsdszorzatb6l szarmazo
norma eleget tesz az aldbbi, Ugy nevezett paralelogramma azonossdgnak:

lu+ vl + [lu = ol* = 2lul* + 2]l (u,v € X).

EbbSl u := 1(y + 2) — x és v := 1(y — 2) helyettesitéssel kapjuk, hogy

1 1
= Sl =yl + Sz — 2| = &z, K).

2

Y+ z
2

2 y_252
iy

Mivel K konvex, ezért 3(y + 2) € K, tehdt a fonti egyenlSség elsS tagja legaldbb
d*(x, K). Emiatt a masodik tag sziikségképpen nulla, amibdl y = 2 adédik.

Most megmutatjuk, hogy r Lipschitz-tulajdonsagd, amibdl a folytonossdg mar
azonnal kovetkezik. Ehhez az alabbi egyenl&tlenséget igazoljuk: minden u € X és
v € K esetén

(7.1) (u—r(u),v—r(u)) <O0.

Legyen t €]0, 1] tetsz6leges; ekkor K konvexitdsa miatt w := tv + (1 — ¢)r(u)
szintén K -beli elem, s igy az u elemtdl vald tavolsdga legaldbb d(u, K). Azaz,
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|lu—r(u)]| < ||lu— w|. Innen
0 >[lu—r(u)* = lu—wl|?
== 2(u,r(w)) + [|r(w)|* + 2(u, w) — [Jw]*
= —2(u,r(w)) + ||r(uw)||* + 2t(u, v) + 2(1 — t){u, 7(u))
= [ol* = 2¢(1 = t){v, r(w)) — (1 = )*[lr ()]
= — 2t{u,r(u)) — (t* = 2t)||r(w)||* + 2t{u,v)
— t3|v]]* = 2t(1 — t) (v, r(u)).
Az egyenlotlenséget t-vel osztva, majd véve at — 0 hataratmenetet, €pp a bizonyi-

tand¢ allitast kapjuk. Legyen most z,y € X. Ekkor r(x),7(y) € K, igy u := x és
v:=r(y), illetve u := y és v := r(z) helyettesitésekkel (7.1)-bdl nyerjiik, hogy

0> (x—r(x),r(y) —r(x), iletve 0> (y—r(y),r(x)—r(y)).

Ezt a két egyenl6tlenséget Osszeadva, majd a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-
egyenlotlenséget alkalmazva adodik, hogy

0<(z—y—r@)+r(y)r(z) —ry)
= (z —y,r(x) = r(y)) — |r(x) —ry)|’
< lle = ylllr(@) = r)ll = lIr(@) = r@)]*
Ha ||r(y) — r(x)|| = 0 azaz r(z) = r(y), akkor a Lipschitz-tulajdonsdg nyilvan-

valdan teljesiil; ha r(z) # r(y), akkor pedig a fonti egyenlGtlenséget rendezve
egyszerusités utdn kapjuk a kivant tulajdonsagot. [

7.6. Tétel. Legyen X véges dimenzios normdlt tér, K C X olyan kompakt konvex
halmaz, aminek p belsd pontja. Ertelmezziik az 0: X — [0, 1] leképezést a

o(z) :=sup{t € [0,1] [p + t(z — p) € K}

képlettel. Ekkor az r(x) = p + o(z)(z — p) mddon definidlt r: X — K fiiggvény
retrakcio.

Bizonyitds. Ha ©x € K, akkor o(x) = 1 miatt r(x) = =z, tehat r|x = id. Ha
xr ¢ K, akkor K zartsdga miatt p + o(x)(z — p) € K, igy r(x) ekkor is K-beli.
Az r folytonossdgdhoz elegendd csupan p folytonossagat igazolnunk. Ehelyett tob-
bet mutatunk meg: beldtjuk, hogy 1/o konvex fiiggvény. Ebbdl ugyanis a véges
dimenzios tereken értelmezett konvex fiiggvények folytonossagi tulajdonsagibadl o
folytonossdga azonnal kovetkezik. A szdmolds egyszer(sitése végett az altalanos-
sag megszoritisa nélkiil feltehetjiik, hogy p = 0. Ebben az esetben

o(z) :=sup{t € [0,1] |tz € K} (x € X).
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Legyen x,y € X és \ € |0, 1] tetszdleges. Ekkor o(x), o(y) €10, 1], valamint
o(z)r € K és o(y)y € K.

Tehat a K konvexitasa miatt

A+ (1= Ay € A gl <Q(A:c)+1g(_y)A>K'

Mivel o(z), o(y) < 1, ezért

() )

€S
tAz + (1= MNy) € K.
gy t < o(Axz + (1 — \)y), amibél az 1/ konvexitisa kovetkezik. O

7.7. Tétel. (Brouwer) Ha K C R" nem iires, kompakt, konvex halmaz, tovdbbd
f: K — K folytonos leképezés, akkor létezik f-nek fixpontja.

Bizonyitds. ElsSként tegyiik fel, hogy K = [z, ..., z,] szimplex. Legyen C; :=
{r € K| N(f(x)) < \(x)}. Megmutatjuk, hogy {Cy, ..., C,} zéart halmazokbdl
all6 KKM lefedése K -nak. Legyenek 0 < 75 < --- < i < n tetszOleges indexek és
T € |2, ...,2;,]. Vildgos, hogy ekkor \;(x) = 0 minden olyan j indexre, amely
kiilonbozik az el6bb folsoroltaktdl. Igy f(x) € K miatt,

k n k
> N (f@) < Z N(f@) =1=> X\ ().

j=0

Vagyis, létezik olyan j € {0, ..., k} index, amivel \;, (f(z)) < A, () teljesiil. Ez
azt jelenti, hogy x benne van a Cj; halmazban, tehit a {Cj, ..., C;, } halmazrend-
szer egyesitésében is, ami épp a KKM tulajdonséagot jelenti. A zartsag igazoldsahoz
tekintsiik valamelyik C; halmazt, ennek egy p torlodasi pontjt. Legyen (z,,) olyan
p-hez tart6 sorozat, melynek tagjai C;-bol valok. Ekkor X;(f(z,)) < Ai(zy,); mi-
vel az itt szerepld fiiggvények folytonosak, ezért \; (f(p)) < Ai(p) adédik m — oo
esetén. Tehat p € C;, ami C; zartsagat adja.

A KKM-lemma miatt K N CyN...N C, # 0; legyen x( ennek eleme. Ekkor
Ai(f(20)) < Ai(xo) teljesiil minden i index esetén. Am ezen egyenl6tlenségeket
osszegezve mindkét oldalon 1 adddik, hiszen az ott szerepl6 tagok baricentrikus
koordindtdk. Ez csak ugy lehetséges, hogy tagonként is egyenldség teljesiil. A
baricentrikus koordinatdk egyértelmtisége miatt ekkor f(z() = z( kovetkezik.
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Legyen most K C R" nem {iires, kompakt, konvex halmaz, és S C R" olyan
szimplex, hogy K C S. Tekintsiikk a g := f o r leképezést, ahol r: R" — K
retrakcid. Ekkor g : R” — K folytonos leképezés, tovabba g(S) C S. A el6z6ek
miatt g-nek van fixpontja S-ben, azaz f(r(p)) = p teljesiil valamely p € S elem-
mel. Azonban r retrakcid, tehat r(p) € K; masrészt, f értékkészlete K-beli, s igy
r(p) = p. Vagyis, p € K fixpontja f-nek. ]

A Brouwer-féle fixponttétel els6 alkalmazdsaként a sugarak elhagydsdnak elvét
ismertetjiik, amely a feltételekben foglalt szemléletes geometriai jelentésrol kapta
a nevét. Ebbdl kozvetlen médon kaphatjuk a Schauder-féle alternativat, melynek
bizonyitdsat egyszerlisége miatt nem részletezziik.

7.8. Kovetkezmény. Ha K C R" nem iires, kompakt, konvex halmaz, f: K — R"
olyan folytonos leképezés, hogy valamely p € K° és minden v € OK esetén f(x) #
x + ANz — p) ha \ > 0, akkor létezik f-nek fixpontja.

Bizonyitdas. A 7.6. Tételben megadott r: X — X fliggvény a K egy retrakcidja.
Ekkor r o f: K — K folytonos, ezért a Brouwer-féle fixponttétel szerint 1étezik
x € K fixpontja.

Ha most x € K°, akkor nyilvan fixpontja f-nek is. Ha z € 0K, akkor a fixpont
tulajdonsdg és r értelmezése miatt x = r(f(z)) = p + o(f(x))(f(x) — p), amibdl
rendezéssel kapjuk, hogy

f(x)::z:+< ! —1)(:6—])).

o(f(x))
A tétel feltétele szerint ez csak gy lehetséges, ha o(f(x)) = 1, azaz f(x) € K.
Am ekkor z megint csak fixpontja f-nek. [

7.9. Kovetkezmény. Ha K C R" a zdrt egységgomb, f: K — R" folytonos leké-
pezés, akkor

(i) vagy létezik f-nek fixpontja, vagy pedig
(ii) létezik f-nek egység-sajatvektora \ > 1 sajatértékkel.

A kovetkezo klasszikus eredmény szintén a Brouwer-fixponttétel egyszert kovet-
kezménye.

7.10. Tétel. (Perron—Frobenius) Bdrmely pozitiv elemii négyzetes mdtrixnak létezik
pozitiv sajdtértéke és ehhez tartozo pozitiv koordindtdju sajdtvektora.

Bizonyitds. Legyen A € R"*" egy pozitiv elemi matrix, és legyen

S ={(r1,...,zp) ER" | 21,...;2, >0, 27+ -+ 2, = 1}.
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Ekkor minden z € S esetén Az koordinatdi pozitivak. Igy az
1
x) =
/(@) (Ax)1 + -+ -+ (Ax),
képlettel adott f: S — R leképezés jol definidlt, folytonos, és f(S) C S is telje-
siil. gy a Brouwer-féle fixponttétel miatt 1étezik f-nek = € S fixpontja. Vagyis, =
az A sajatvektoraa A := (Az); + - - - + (Ax),, pozitiv sajatértékkel. O

A(z)

A bevezet6ben lattuk, hogy a Brouwer-féle fixponttétel €s a negativ retrakt elv
egymassal ekvivalens allitdstok, majd a negativ retrakt elv specidlis esetébdl kaptuk
Brouwer tételét — szintén specidlis esetre. Arra is kitértiink, hogy e mddszer miért
nem miikodik magasabb dimenzids esetekben. Most, a Brouwer-féle fixponttétel
birtokaban, végre kimondhatjuk a negativ retrakt elvet dltalanos formdjéaban is.

7.11. Kovetkezmény. Nem [étezik az euklideszi tér zdrt egységgombjének a héjra
valo retrakcidja.

Erdemes megemliteni, hogy Brouwer tétele nemcsak a negativ retrakt elvvel, ha-
nem a KKM-lemmaval is ekvivalens. Ennek bizonyitdsara itt nem tériink ki.

7.3. A TYIHONOV-FELE FIXPONTTETEL. Egy halmazcsalddot centrdlt rendszer-
nek mondunk, ha barmely véges részrendszerének metszete nem az iires halmaz.
Els6ként két segéderedményt fogalmazunk meg. Az elsd elegendd feltételt ad arra,
hogy egy centrélt rendszer metszete ne legyen lires, mig a misodik egy specidlis,
de 1ényeges konstrukciét ad centrédlt halmazrendszerre.

7.12. Lemma. (Riesz) Ha X topologikus tér, % zdrt halmazok olyan centrdlt rend-
szere, melynek van kompakt tagja, akkor (| % # (.

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy (% = (. Jelolje 7 azt a nyilt hal-
mazcsaladot, amely az .# tagjainak komplementereibdl all. Az indirekt feltétel és a
De Morgan-azonossidgok miatt ekkor | J 7# = X. Vagyis, ha K jeloli .# kompakt
elemét, akkor

KCHU..UH,=(X\*)U...UX\F,)=X\(FN...NF,),
ahol Fi,..., F, alkalmas .%-beli tagok. Am ekkor KNE,N...NE, =0, ami

ellentmond az .% rendszer centraltsaganak. [

Legyen X vektortér és H C X nem iires halmaz. Az F': H — 2% leképezést
KKM-leképezésnek mondjuk, ha minden n € N és xg,...,r, € H esetén fonndll,
hogy

conv{xy,...,x,} C U F(x;).
i=0
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7.13. Lemma. (Ky Fan) Ha X topologikus vektortér, H C X nem iires halmaz,

F : H — 2% KKM-leképezés, akkor {F (x) | x € H} centrdlt rendszer.

Bizonyitds. Legyen n € N tetszlleges, €s legyenek xy, ..., z, € H rogzitett ele-
mek. Legyenek yo,...,y, € R" rogzitett affin fiiggetlen pontok és tekintsiik az
altaluk meghatdrozott S C R” szimplexet. Ertelmezziik a p: S — X leképezést az
alabbi modon:

w@MZE:M@Mr

A baricentrikus koordinatafiiggvények és a vektortérmiiveletek folytonossdga miatt
¢ folytonos. Legyen C; := ¢! (m) Ekkor C; zart halmaz, hiszen zart halmaz
folytonos &sképeként all els. S6t, {Cy, . .., C, } KKM-lefedése az S szimplexnek.
Legyenek ugyanis 0 < iy < -+ < i, < n tetsz6leges indexek és y € [vi,, - -, Yi,]-
Ekkor

k k

go(y) = Z )\1J<y) i - COI’IV{IZ'O, . ,ZEZ‘k_} C U F(ZUZ'j),
J=0 j=0

azaz

k k k
Yy € 30_1(U F(xlj)> = U 90_1(F(337;j)) = U Cj,.

A KKM-lemma miatt Co N ... N C, NS # 0; jelolje p e metszetnek valamely
elemét. Ekkor o(p) benne van a [);_, F'(z;) metszetben, ami épp a centréltsdgot
jelenti. [

Legyen X topologikus tér. Azt mondjuk, hogy f: X — R alulrél félig folytonos
a p € X pontban, ha minden € > 0 esetén van olyan U kornyezete p-nek, hogy
minden x € U esetén

f(@) > fp) —e.

Az f: X — R fiiggvényt alulrdl félig folytonosnak mondjuk, ha minden p € X
pontban alulrdl félig folytonos. Az alulrdl félig folytonossag kapcsolatba hozha-
t6 hatarérték tulajdonsdggal és a nivok topoldgiai tulajdonsdgédval. Nevezetesen,
megmutathat6é hogy a kovetkezd allitdsok ekvivalensek:

(i) f: X — R alulrol félig folytonos;

(ii) minden p € X esetén liminf,_,, f(z) > f(p);
(iii) minden c € R esetén az L.(f) = {x € X | f(x) > ¢} nivé nyilt halmaz.

Hasonl6 moédon értelmezhetjiik egy adott pontbeli feliilr6l félig folytonossag il-
letve feliilrdl félig folytonossag fogalmat. Ez utébbira a fontihez hasonl6 jellemzési
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tulajdonsig érvényes: limesz inferior helyett limesz szuperiorral és forditott egyen-
16tlenséggel, az als6 nivo helyett pedig a f6ls6 nivo nyiltsagaval.

Nyilvan ha valamely fiiggvény (egy adott pontban) folytonos, akkor (az adott
pontban) alulrdl félig folytonos is. Az 4llitds megforditisa azonban nem igaz. A
kovetkez6 két példdban szerepl6 fiiggvények a p = 0 pontban alulrél félig folyto-
nosak, mikdzben az els6 esetben elséfaju, a masodikban pedig mdsodfaju szakadas
1ép {61 ugyanitt.

0, hat=0; ) -1 hat = 0;
f(t):{L ha t # 0. g(t)_{sin(l), ha t # 0.

i
Legyen X vektortér, K C X konvex halmaz. Az f: K — R fliggvényt kvdz-
ikonkdvnak nevezziik, ha minden =,y € K és minden A € [0, 1] esetén

Az + (1= Ny) > min{f(x), f(y)}.
Minden konkdv fiiggvény egyuttal kvdzikonkav is. Kvazikonvex fliggvényekrdl eh-
hez hasonl6 médon beszélhetiink, a fontiekben forditott egyenlbtlenséget, valamint
minimum helyett maximumot szerepeltetve. Az is vildgos, hogy f pontosan akkor
kvazikonkav, ha (— f) kvazikonvex.

7.14. Tétel. (Ky Fan-egyenlétlenség) Ha X Hausdorff-féle topologikus vektortér,
K C X nem iires, kompakt, konvex halmaz, p: K x K — R elsé vdltozojdban
alulrol félig folytonos, masodikban kvdzikonkdyv fiiggvény, akkor van olyan x( € K,

hogy

sup (o, y) < sup p(z, 2).
yeK zeK

Bizonyitds. Jelolje c a fonti egyenldtlenség jobb oldalat. Az altaldnossdg csorbitdsa
nélkiil foltehetjitk, hogy ¢ < +o0o. Legyen F(y) := {x € K | ¢(z,y) < c}.
Ha y € K rogzitett és p az F(y) komplementerébdl vald, akkor vagy p ¢ K,
vagy p € K és o(p,y) > c. Az elsG esetben a Hausdorff-tulajdonsdg miatt p egy
kornyezetével egyiitt X' komplementeréhez tartozik. A mésodik esetben az alulrdl
félig folytonossag miatt 1étezik olyan U kornyezete p-nek, hogy minden z € U
esetén (x,y) > c. Tehat F(y) komplementere nyilt, s igy F'(y) zart halmaz. Sét,
F(y) kompakt, hiszen zart részhalmaza a kompakt K halmaznak.

Legyenek v, ..., y, rogzitett K-beli elemek, valamint y = \y; + - - + A\ Yn,
ahol A\, ..., \, konvex kombindcids egyiitthatok. Tegyiik fel, hogy ¥ nincs benne
az F(y;) U ... U F(y,) halmazban. Ekkor sziikségképpen ¢(y,yr) > c teljesiil
minden k € {1,...,n} esetén, hiszen y € K; igy a kvazikonkdvitds miatt

.....
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A kapott ellentmondés azt mutatja, hogy az F': K — 2¥ KKM-leképezés. Igy a Ky
Fan-lemma €s a Riesz-lemma szerint van olyan zy € K, hogy minden y € K esetén
xg € F(y), azaz p(xg,y) < ¢, ami épp a bizonyitand6 allitassal ekvivalens. O

Azt mondjuk, hogy p: X — R szeminorma az X valds vektortéren, ha p szub-
additiv és abszolut homogén. E két tulajdonsadg miatt p nemnegativ értéki. Vegyiik
észre, hogy egy szeminorma pontosan akkor norma, ha p(z) = 0 csak x = 0 esetén
teljesiil. Adotte > 0 és x € X esetén legyen

Up(x,e) ={ue X |plu—x)<e}.

Ha p norma, akkor a fenti halmaz az x kozéppontu €s ¢ sugaru nyilt gdombdot jelenti.
Legyen adott szeminormdknak egy P = {p, | 7 € '} csalddja, és tekintsiik az
alabbi halmazcsaladokat:

)= U {0, (@en--nU, (z,9)}

e>0neNy,..., el

Ha most ¢ jeloli azokat a halmazokat, amelyek barmely x pontjukkal egyiitt vala-
mely U € %(z) halmazt is tartalmaznak, akkor ¢ topoldgia X -en. Ezt a topoldgiat
a P szeminormacsalad altal indukalt topoldgidnak nevezziik. Megmutathato, hogy
P minden eleme folytonos a kapott topologidra nézve. A P szeminormacsalad el-
vdlaszto, ha x = 0 az egyetlen olyan elem, amelyen minden szeminorma eltiinik.

Egy topologikus vektorteret lokdlisan konvexnek mondunk, ha 1étezik a nullvek-
tornak konvex halmazokbol all6 kornyezetbdzisa. Szeminormalt terek és lokalisan
konvex terek szoros kapcsolatat fejezi ki a kovetkezd eredmény: Egy topologikus
vektortér pontosan akkor lokdlisan konvex, ha topologidjdt valamely szeminorma-
csaldd szdrmaztatja. Tovdbbd, az indukdlt topoldgia pontosan akkor Hausdorff-
tulajdonsdgii, ha a szeminormacsaldd elvdlaszto.

7.15. Tétel. (Tyihonov) Ha X lokdlisan konvex, Hausdorff-féle topologikus vek-
torter, K C X nem iires, konvex, kompakt halmaz, akkor bdrmely folytonos

f: K — K leképezésnek létezik fixpontja.

Bizonyitds. A lokalisan konvex Hausdorff-topoldgia miatt van olyan elvéilaszté tu-
lajdonsigu P szeminormacsaldad, amely €pp a szOban forg6 topoldgiat szarmaztatja.
Legyen p € Pesetén K, := {z € K | p(f(z) — x) = 0}. Ekkor K, zéart halmaz,
hiszen folytonos fiiggvény z€rushelyeinek halmaza. Vagyis, K, zéart részhalmaza a
kompakt K halmaznak, igy maga is kompakt.

Megmutatjuk, hogy a { K, | p € P} halmazcsaldd centrdlt. Legyenek p, ..., p,
tetszOleges P-beli elemek, és definidljuk a ¢: K X K — R leképezést az aldbbi
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moédon:
n
p(ry) ==Y p(f(x)—y).
k=1

A szeminormdk és f folytonossdga miatt ¢ folytonos az elsd véltozdjaban. A sze-
minormak szubadditivitasat €s abszolut homogenitasat folhasznalva kdzvetlen sza-
moldssal adédik, hogy ¢ a masodik véltozdjaban konkdv és igy kvazikonkdv is. A
Ky Fan egyenl6tlenség szerint ekkor 1étezik olyan zy € K, hogy

sup ¢(z0,y) < sup p(z, 2).
yeK zeK

A szeminormdk nemnegativitasat és ¢ definicigjat figyelembe véve vilagos, hogy
a bal oldali szuprémum legfeljebb nulla lehet. gy, mivel f értékkészlete K -nak
részhalmaza, ezért az y = f(x() valasztassal kapjuk, hogy a bal oldali szuprémum
pontosan nulla. Jelolje most zy € K azt az elemet, amivel

90(20, Zo) = Sup SD(Za Z)

zeK
teljesiil. Ilyen z; elem valdoban létezik, hiszen ¢ kompakt halmazon értelmezett
folytonos fiiggvény. Ekkor ¢(zy, z0) = 0, azaz z, benne van a K, , ..., K, hal-

mazok mindegyikében. A Riesz-lemma miatt létezik a K, halmazoknak kozos w
eleme. Ekkor p(f(w) — w) = 0 fonnall minden p € P esetén. Mivel a csaldd
elvalasztd, innen w fixpont tulajdonsaga adddik. [

A Tyihonov-fixponttétel azonnali kovetkezményeként kaphatjuk Schauder elsd
fixponttételét és természetesen Brouwer fixponttételét is:

7.16. Kovetkezmény. Ha X Banach-tér, K C X nem iires, konvex, kompakt hal-
maz, akkor minden folytonos f: K — K leképezésnek létezik fixpontja.

7.17. Kovetkezmény. Ha K C R" nem iires, konvex, kompakt halmaz, akkor min-
den folytonos . K — K leképezésnek létezik fixpontja.

Mint latni fogjuk, szdmos fontos alkalmazasban a vizsgdlt leképezések értelme-
z¢€si tartomanya tipikusan nem kompakt, csak korlatos és zart. A kovetkezo fejezet-
ben azt vizsgaljuk, hogy milyen tovabbi feltételek mellett allithatd mégis a fixpont
1étezése.

7.4. A SCHAUDER-FELE FIXPONTTETEL. Egyszeri példa mutatja, hogy a ko-
rébbi fixponttételekben az értelmezési tartomany kompaktsdga nem helyettesithetd
korlatossdaggal és zartsaggal. Legyen ugyanis K az ¢, Hilbert-tér zart egységgdomb-
je, és legyen x = (1, T2, x3,...) € B esetén

f(x) = (/1 —||z|]?, x1, 29, . . .).
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Nyilvan ekkor f: K — OK teljesil. Ha x € K fixpont, akkor az f(x) = =z
egyenletbSl /1 — ||z]|> = x; valamint x, = x,,; adédik. Azonban f a héjra
képez, tehat az els6 Osszefiiggésbodl r; = 0 kovetkezik; am ekkor x,, = 0 minden
n € Nesetén. Tehat x = 0, ami nem lehetséges. Tehdt f fixpontmentes. Mindebbdl
és a bevezetdben bemutatott konstrukciobol természetesen az is kovetkezik, hogy
(5 zart egységgombjének 1étezik a sajat hatdrara val6 retrakcidja.

Az értelmezési tartomany kompaktsaga helyett annak zartsagat és korlatossagat
feltételezve, cserében a leképezés folyonossagat egy tovabbi feltétellel kiegészitve,
mégis biztosithaté a fixpont 1étezése. Els6ként ezt a tobbletfeltételt mutatjuk be.

Legyenek X és Y metrikus terek, / C X nem iires halmaz. Azt mondjuk,
hogy az f: H — Y leképezés kompakt, ha folytonos és minden K C H korlatos
halmaz esetén f(K) relativ kompakt. Megmutathatd, hogy egy folytonos leképezés
pontosan akkor kompakt, ha az értelmezési tartomany barmely korldtos sorozatat
olyan sorozatba képezi, amelynek van konvergens részsorozata. Amennyiben Y
teljes metrikus tér, ugy f kompaktsdga azzal ekvivalens, hogy minden K C H
korlatos halmaz esetén f(K') teljesen korlatos.

Bizonyithatd, hogy a kompakt leképezések halmaza zart a kompozicié miivele-
tére nézve. Altaldnosabban, folytonos és kompakt, illetve kompakt és Lipschitz
leképezések kompozicidja szintén kompakt. Amennyiben a leképezés képtere nor-
malt tér, ugy a kompakt leképezések halmaza a pontonkénti miiveletekre nézve is
zart. Ebbol adéddan a normalt terek kozti kompakt linedris leképezések kétoldali
ideélt alkotnak a korlatos linedris leképezések algebrédjaban.

A fejezet f6 eredménye, Schauder 2. fixponttétele a Brouwer-féle fixponttételbdl
és egy onmagdéban is érdekes approximacios tulajdonsagbdl kovetkezik. Az aldbbi-
akban véges rangui leképezés alatt olyan vektorértéki fliggvényt értiink, aminek az
értékkészletét a képtér egy véges dimenzids altere tartalmazza.

7.18. Tétel. (Schauder-approximdcio) Ha X és'Y Banach-terek, K C X nem iires,
korldtos halmaz, f: K — Y kompakt leképezés, akkor minden € > ( esetén létezik
olyan f.: X — Y véges rangi, folytonos leképezés, hogy f-(K) C conv(f(K)) és
minden v € K esetén

| f(x) = fo(2)]| <e.

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 rogzitett. Mivel az f(K) halmaz relativ kompakt, ezért
1étezik szamara véges £-halod; vagyis, léteznek y1, . . ., y, € f(K) elemek tgy, hogy
minden z € K esetén

min|f(z) = gl <=,
=1,...n
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Legyen

= max{0,e — || f(x) — 2) — > 1 k()Y
ap(z) = max{0,e — [|f(z) —well}, fe(2): S 1)

Vilagos, hogy ekkor az f. fiiggvény jol definidlt, hiszen nevez6jében nemnegativ
tagok szerepelnek, amelyek koziil legaldbb az egyik mindig pozitiv. Az értelme-
z€sbdl az is vilagos, hogy f.: K — Y véges rangu, folytonos fiiggvény, valamint,
hogy f.(K) C conv(f(K)). Végezetiil, legyen = € K rogzitett, és jelolje I(z) az
aktiv k € {1,...,n} indexek halmazat, vagyis amelyekre || f(z) — yi|| < ¢ teljesiil.
Nyilvanvalé, hogy k ¢ I pontosan akkor, ha ay(z) = 0. Igy

o] = 2k (@) (@) — g
17(@) = ()] e
< Zke[(x) ax(z)[| f(x) — il - > g ap(x)e .
B > k1 k() D =1 k() ’

ami pontosan a kivant approximdcids tulajdonsagot jelenti. [

7.19. Tétel. (Schauder 2. fixponttétele) Ha X Banach-tér, K C X nem iires, kor-
ldtos, zdrt konvex halmaz, akkor minden f: K — K kompakt leképezésnek létezik

fixpontja.

Bizonyitds. Az altalanossag csorbitdsa nélkiil foltehetd, hogy 0 € K. A Schauder-
féle approximdcids tétel miatt minden n € N esetén 1étezik véges dimenzids
X, altere az X térnek és létezik olyan f,: K — X, folytonos leképezés, hogy
fa(K) C conv(f(K)), és minden = € K esetén

5@~ @l < -

Legyen K, := K N X,. Ekkor K, korlitos, zart konvex részhalmaza X,-nek,
amely tartalmazza a nullvektort. Mivel X, véges dimenzids, ezért a Heine—Borel-
tétel szerint K, kompakt. Mdsrészt, f,,(K) C conv( f(K )) miatt f,,: K, — K,
teljesiil. A Brouwer-féle fixponttétel szerint 1étezik f,,-nek fixpontja K,-ben, ame-
lyet jeloljon x,,. Ekkor

1
1f (@n) = @l = 1 (@) = falza)l] < .
Mivel K, C K, ezért az (x,) sorozat korldtos; f kompaktsaga miatt az (f(z,))
sorozatnak van konvergens részsorozata. Az altalanossag sérelme nélkiil foltehetd,
hogy (f(x,)) konvergens; jeldlje hatdrértékét x. Ekkor

1
lzo = @l < llzo = Fl@a)ll + [1f (@n) = @]l < llzo = @)l + .
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Ez utdbbi kifejezés nulldhoz tart n — oo esetén, vagyis (x,) konvergens és ha-
tarértéke . Mivel f(x,) € K és K zart halmaz, ezért ©y € K. Végezetiil, f
folytonossdga miatt f(xy) = x¢ adédik, ami épp a bizonyitandé fixpont tulajdon-
sag. [
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8. Fixponttételek kondenzalé leképezésekre

Korédbban lattuk, hogy az értelmezési tartomanyra szabott feltétel nem cserélhetd
le a korlatossag és zartsag egyiittes teljesiilésére. Az athidal6 megoldast a fixpont
biztositasahoz a leképezésre szabott er6sebb feltétel jelentette. Ebben a fejezetben
megmutatjuk, hogy a kordbban hasznalt kompaktsagi feltétel azonban gyengithetd.

8.1. A KURATOWSKI-FELE NEMKOMPAKTSAGI MERTEK. Legyen (X, d) metri-
kus tér. A H C X halmaz Kuratowski-féle nemkompaktsdgi mértékén az alabbi

anys

(bovitett) valds szamot értjiik:
X(H):zinf{E>O|E|n€N,Elscl,...,anX:H U (g, € }

Nyilvanval6, hogy x(H) pontosan akkor véges, ha H korlatos. Valamint, y(H)
pontosan akkor nulla, ha minden € > 0 esetén létezik H szamara véges £-halo, azaz,
hogyha H teljesen korlatos. Elsdként Osszefoglaljuk a nemkompaktsagi mérték
tulajdonségait.

8.1. Tétel. A fonti jelolések és feltételek megtartdsa mellett,

(i) ha A C B C X, akkor x(A) < x(B);
(ii) ha A C X, akkor x(A) = x(A);
(iii) ha A, B C X, akkor x(A U B) = max{x(A), x(B)},
(iv) ha X teljes, uigy x(H) = 0 pontosan akkor, ha H relativ kompakt.
(v) ha X normdlt tér, A, B C X, akkor x(A+ B) < x(A) + x(B);
(vi) ha X normdlt tér, A C X és \ > 0, akkor x(AA) = Ax(A);
(vii) ha X normdlt tér és A C X, akkor x(A) = x(conv(A)).

Bizonyitds. Legyen ¢ > x(B). Ekkor létezik B szdmadra véges e-hdld, amely a
tartalmazas miatt egyuttal véges e-hdlo A szamara. Vagyis, € > x(A); innen pedig
¢ — x(B) hataratmenettel adddik az elsd éllitas.

Az elsd rész miatt elegendd csupdn a y(A) > x(A) egyenl6tlenséget igazolni.
Ha ¢ > 0 tetsz6leges, akkor

ACU UU@5

teljesiil. Ha e > x(A), akkor létezik A szaméra E' véges £-hdld. E halmaz azonban
(e 4+ §)-hdlé U(A, ) szdmdra: ha « € U(A,J), akkor van olyan a € A, hogy
d(x,a) < &; masrészt, van olyan y eleme az -hdlénak, hogy d(a,y) < . Igy tehit
d(z,y) < € + ¢ teljesiil a hdaromsz6g-egyenlGtlenség miatt.
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Azonban E véges (¢ + 0)-hdlé A szémdra is, tehdt € + & > x(A). Innen § — 0
majd e — x(A) hatdratmenetekkel kapjuk a masodik allitast.

Elegend6 csupdn a x (AU B) < max{x(A), x(B)} egyenlttlenséget igazolnunk.
Ha ¢ > max{x(A), x(B)}, akkor létezik véges c-hdl6 A szdmara és létezik véges
e-hdl6 B szdmara. E két hdlo egyesitése véges c-hdldé A U B szdmara, amibdl
e > x(A U B) adddik. Innen hataratmenettel kapjuk a harmadik allitast.

Tegyiik fel, hogy (X, d) teljes. Ha x(H) = 0, akkor az els§ tulajdonsdg miatt
x(H) = 0, vagyis H teljesen korldtos. A teljesség miatt H szintén teljes, igy
Hausdorff tétele értelmében H kompakt.

Megforditva tegyiik fel, hogy H relativ kompakt. Ekkor H kompakt, specidlisan
teljesen korlétos, amibdl y (H) = 0 kivetkezik. Tehat y(H) = 0.

A tovabbiakban foltessziik, hogy X normalt tér. Legyen ¢ > y(A) és § > x(B).
Ekkor 1étezik F4 véges e-hdlé A szamadra, és 1étezik Fp véges 9-hdlé B szamadra.
Elegendé megmutatni, hogy

{r+y|xzeFEyye Ep}

véges (¢ + 0)-hdl6 az A + B halmaz szdmédra. Az A + B halmaz minden eleme
felirhaté a + b alakban, alkalmas a € A és b € B segitségével. Tehat 1éteznek olyan
x € Eyésy € Epelemek, hogy |ja — z|| < €és ||b —y|| < d. A hdromszog-
egyenlotlenséget alkalmazva,

l(a+b) = (z+yll <lla—=[+]b-yl <e+d

A hatodik allitds igazoldsdhoz legyen ¢ > y(A). Ekkor létezik F véges -hdl6
A szdmdra; nyilvanvaléan AE véges Ae-hdlé AA szamdra. Vagyis, x(AA) < e,
ahonnan x(AA) < Ayx(A) adédik. Ebben az egyenlGtlenségben A helyett az 1/
valasztéassal a forditott irdnyd egyenl6tlenséghez jutunk.

Az utolsé allitashoz elegendd a x(A) > x(conv(A)) egyenlStlenséget igazolni.
Legyen € > x(A) és legyen F véges e-hdl6 A szamara. Legyen

K :=U(0,e) 4 conv(E).

Nyilvdnvaléan A C K, masrészt K konvex (mivel két konvex halmaz Osszege),
ezért conv(A) C K. Igy a mar igazolt 6todik tulajdonsag szerint

x(conv(A)) < x(K) < x(U(0,¢)) + x(conv(E)) <,

hiszen F végessége miatt conv(F) kompakt halmaz és ezért x(conv(FE)) = 0. Ké-
pezve az ¢ — x(A) hatdratmenetet, a bizonyitand¢ éllitast kapjuk. [

Lassuk elsoként e tétel két kozvetlen alkalmazasat. Az els§ azonnal adédik a (iv)
és (vii) allitasokbdl, ezért a bizonyitds részletezésétdl eltekintiink. MeglepSbb a
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masodik alkalmazas: kideriil ugyanis, hogy a nemkompaktsagi mérték tulajdonsa-
gait és Schauder 1. fixponttételét hasznalva, igen egyszeri érveléssel nyerjiik Scha-
uder 2. fixponttételét.

8.2. Tétel. (Mazur-lemma) Banach-tér relativ kompakt részhalmazdnak konvex bur-
ka relativ kompakt.

8.3. Tétel. Ha X Banach-tér, K C X nem iires, korldtos, zdrt, konvex halmaz,
akkor minden f: K — K kompakt leképezésnek van fixpontja.

Bizonyitds. Legyen H := conv(f(K)). Mivel f kompakt, ezért f(K ) relativ kom-
pakt; a Mazur-lemma miatt tehat H kompakt halmaz. Tovébba, f(K) C K miatt
H C K adodik, hiszen K zart és konvex. Innen azonban kozvetleniil kapjuk, hogy
f(H) C f(K). Osszefoglalva, H nem iires, konvex, kompakt halmaz, f: H — H
folytonos leképezés. Schauder 1. fixponttétele értelmében létezik xy € H fixpont,
ami nyilvan fixpont a K halmazban is. L]

8.2. A DARBO-SZADOVSZKIJ-FELE FIXPONTTETEL. Legyen X Banach-tér, D
ennek nem iires részhalmaza. Azt mondjuk, hogy f: D — X kondenzdlo leképe-
zés, ha folytonos, €s barmely korlatos, nem relativ kompakt // C D halmaz esetén
X(f(H)) < x(H). Els6ként megmutatjuk, kontrakcié kompakt perturbéltja kon-
denzal, amibdl specidlisan nyerjiik, hogy a kompakt leképezések és a kontrakciok
egyben kondenzalnak.

8.4. Tétel. (Krasznoszelszkij) Ha X Banach-tée, D C X nem iires halmaz,
g,h: D — X olyan leképezések, hogy g kompakt és h kontrakcio, akkor a g + h
kondenzdlo.

Bizonyitds. Legyen f := g + h, jelolje ¢ €]0, 1] a h kontrakci6 faktorat. Nyilvan
f folytonos, hiszen két folytonos leképezés 0sszege. Tekintsiink egy H C D kor-
latos, nem relativ kompakt halmazt. Ekkor f(H) C g(H) + h(H) teljesil, igy a
nemkompaktsagi mérték tulajdonsagai miatt

X(f(H)) < x(9(H)) + x(h(H)) <04 q-x(H) < x(H).
Vagyis, f csokkenti a nemkompaktsdgi mértéket. Tehat f kondenzalo. [
Schauder 2. fixponttételének el6bb ismertetett bizonyitdsa nemcsak az djszer

szemléletmod miatt érdekes. A gondolatmenet iigyes modositasaval a kompaktsag
feltétele kondenzalésra cserélhetd.

8.5. Tétel. (Darbo—-Szadovszkij) Ha X Banach-tér, K C X nem iires, korldtos,
zdrt, konvex halmaz, és f: K — K kondenzdlo leképezés, akkor létezik f-nek

fixpontja.
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Bizonyitds. Legyen p € K tetsz8leges, €s tekintsiik az alabbi 6sszefiiggéssel defi-
nidlt 7: 2% — 2K leképezést:

T(H) := comv ({p} U f(H)).

Mivel T' monoton, ezért a Tarski-féle fixponttétel miatt 1étezik Hy, C K fixpontja.
Figyelembe véve T' definicigjat, Hy nem iires, konvex, korlatos €s zart halmaz. Sét,
Hj, kompakt is: ellenkezd esetben a zartsdg miatt nem lehet relativ kompakt sem,
tehat f kondenzal6 voltat és a nemkompaktsdgi mérték tulajdonsigait folhasznalva,

x(f(Ho)) < x(Hy) = x(T'(Hp)) = x(conv({p} U f(Hop)))
= x(conv({p} U f(Hy))) = x({p} U f(Hy))
= max{x({p}), x(f(Ho))} = x(f(Ho))

adoédik, ami ellentmondas. Mivel Hy fixpontja T-nek, ezért f(Hy) C H, teljesiil;
tehat f: Hy — Hy. A Schauder-féle fixponttétel els6 valtozata szerint 1étezik f-nek
fixpontja Hy-ban, amely nyilvan fixpont K -ban is. L]

8.3. LEKEPEZESCSALADOK KOZOS FIXPONTJAI. Legyen X vektortér, D C X
nem iires, konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy f: D — X affin leképezés, ha
minden x,y € D és minden \ € [0, 1] esetén

fAz+ (1= Ny) = Af(z) + (1= A)f(y).

A tovabbiakban két Markov—Kakutani-tipusd eredményt mutatunk be. Mindkét
eset affin leképezéscsaladok kozos fixpontjara vonatkozik; az els6hdz Tyihonov fix-
ponttételét, a masodikhoz a Darbo—Szadovszkij-féle fixponttételt hasznéljuk.

8.6. Tétel. (Markov—Kakutani—Tyihonov) Ha X lokdlisan konvex Hausdorff-féle
topologikus vektortér, K C X nem iires, kompakt, konvex halmaz, akkor az
{fa: K — K | a € A} folytonos, affin, pdronként folcserélhetd leképezések csa-
lddjdnak létezik kozos fixpontja.

Bizonyitds. Jelolje o € A esetén K, azon K-beli elemek halmazat, amelyek fix-
pontjai az f, leképezésnek. A Tyihonov-féle fixponttétel miatt K, nem iires. Mas-
részt, K, zart, hiszen az id — f, folytonos fiiggvény zéréhelyeinek halmaza; igy
kompakt is, mivel zart részhalmaza a K kompakt halmaznak. Megmutatjuk, hogy
K, konvex. Legyenek =,y € K, tetszOlegesek és A € [0, 1]. Ekkor, f6lhaszndlva
hogy f,, affin,

faz+ (1= Ny) = Malz) + (1= N faly) = Az + (1 = Ny

Vagyis, = és y barmely konvex kombinécidja fixpontja f,-nak, azaz eleme K ,-nak.
Végezetiil igazoljuk, hogy a { K, | & € A} halmazcsalad centrélt. Az allitds n = 1
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esetén a Tyihonov-féle fixponttételbdl adodik. Tegyiik fel, hogy adott n € N esetén
az allitas igaz. Legyenek «y, o, . .., o, € A tetszblegesek, és legyen

H:=FKy,n.. NK,.

Az indukci6s feltevés értelmében H nem iires, tovabba kompakt, konvex halmazok
metszete, ezért maga is kompakt, konvex halmaz. Legyen x € f, (H) tetsz6leges.
Ekkor x = f,,(h) alakba frhat6 valamilyen alkalmas h € H elemmel; folhasznalva
a leképezéscsalad folcserélhetdségét,

for(@) = for (fao(R)) = fay (far(R)) = fao(h) = =.
Vagyis, z fixpontja az f,, leképezésnek minden £ = 1,..., n esetén, azaz v € H.
Ez azt jelenti, hogy az f,, leképezés a [{ halmazt 6nmagaba képzi, igy a Tyihonov-
féle fixponttétel miatt van xy € H fixpontja. Nyilvan z( fixpontja az f,, leképe-
zéseknek, azaz eleme a K,, N K,, N ... N K, metszetnek. Ezzel a centraltsagot
igazoltuk. A Riesz-lemma szerint ({K, | « € A} nem iires, ami pontosan azt
jelenti, hogy az {f,, | « € A} leképezéscsalddnak van kozos fixpontja. O]

8.7. Tétel. (Markov—Kakutani—Darbo—Szadovszkij) Ha X Banach-tér, K C X nem
lires, korldtos, zdrt, konvex halmaz, akkor az {f,: K — K | a € A} kondenzlo,
affin, pdronként felcserélhetd leképezések csalddjdnak létezik kozos fixpontja.

Bizonyitds. Legyen o € A esetén K, azon K-beli elemek halmaza, amelyek fix-
pontjai az f, leképezésnek. Az el6z6 tétel bizonyitdsdnak mintdjara igazolhatd
(most a Tyihonov-féle fixponttétel helyett a Darbo—Szadovszkij-féle fixponttételt
alkalmazva), hogy K, nem iires, konvex, korlatos, zart halmaz, tovabb4, hogy a
{K, | a € A} halmazcsalad centrlt.

Megmutatjuk, hogy K, kompakt minden o € A esetén. Ha ugyanis nem kom-
pakt, akkor zart 1€vén relativ kompakt sem lehet. Vagyis, K, nem iires, korlatos,
nem relativ kompakt halmaz. Mivel f, kondenzal6 és f,(K,) = K, ezért

X(fa(Ka)) < x(Ka) = x(fa(Ka)).

A kapott ellentmondés miatt K, kompakt, és igy (J{ K, | @ € A} nem iires a Riesz-
lemma szerint. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a sz6ban forgé leképezéscsaladnak
van k6z0s fixpontja. [
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9. Alkalmazasok

Az eddig bemutatott eredmények hatékonysagat ot teriilet, nevezetesen: a klasszi-
kus analizis, a jatékelmélet, a kozonséges differencidlegyenletek elmélete, a funkci-
ondlanalizis és a mértékelmélet egy-egy alapvetd tételével illusztraljuk. Az inverz-
fliggvény-tétel egy 4ltalanositdsdhoz Brouwer fixponttételét, Neumann és Nash
eredményeinek igazoldasdhoz a Ky Fan egyenl6tlenséget, Peano €s Lomonoszov té-
telethez pedig Schauder masodik fixponttételét hasznaljuk. Végezetiil, a Haar-féle
mértékkonstrukciot az affin leképezéscsaladok fixpont tulajdonsaga segitségével bi-
zonyitjuk.

9.1. EGY JOBBINVERZFUGGVENY TETEL. Az aldbbi tételben egy fiiggvény lo-
kalis jobbinverzének létezését allithatjuk a fiiggvénynek adott pontbeli Fréchet-
differencidlhatosdga €s a derivalt lineéris jobbinverzének 1étezése esetén.

9.1. Tétel. Legyenek X,Y normdlt terek, D C X nyilt halmaz, p € D és tegyiik fel,
hogy Y véges dimenzios. Legyen . D — Y folytonos fiiggvény. Tegyiik fel, hogy
léteznek olyan A: X — Y és B:' Y — X linedris leképezések, hogy B korldtos,
AoB = idy és

T [f(z) = f(p) —Alz—p)|| _ 1
i [T <TBI

Ekkor létezik q :== f(p)-nek olyan V- C X kornyezete és f-nek egy olyan g: V' — D
jobbinverze, hogy g(q) = p és
— — By — BJ?
limsup lo(y) —9la) = Bly— )|l . _lIBI"
y—q ly — 4l 1 —af B

Bizonyitds. Mivel Y véges dimenzids, ezért A korlatos. Legyen
E:=B'(D-p) ésycFesetén F(y):= f(By+p) —q.

Ekkor E az Y tér zérusvektordnak egy kornyezete és F'(0) = 0. Tovabb4, a tétel
al|B|| < 1 feltétele szerint

5 —timsup IEW) =l _ piqup /By +P) —a =yl
y=0 Iyl y=0 Iy
_ Jimsup W ByF+2) = Fp) = A(By+p) —p)|| [IBy]
y—0, By#0 ||(By+p) _pH HyH

2—p |l = pll
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amibdl 5 < || B|| < 1 is kovetkezik. Ertelmezziik most a T': £ — Y leképezést a
T(y) ==y —Fl(y)

képlettel. Az aldbbiakban eldszor azt fogjuk megmutatni, hogy ,kis” v esetén a
T(y +v) = T(y) egyenletnek 1étezik a 0 ponthoz kozeli y megolddsa.

Vilasszuk r > 0 szamot gy, hogy az Y tér U(0, r) zart gomb része legyen F-
nek. Legyen tovabba ¢ €0, r| esetén

F(y) —
b(e) := sup M
o<lylze Yl

Ekkor b: ]0,7] — R U {+0c0} monoton nové és lim._,o b(e) = (5. Ezért az imént
igazolt § < 1 egyenlGtlenség miatt van olyan ¢y €]0,r], hogy b(e) < 1, hae €
10, e0]. Legyen és

1 . SN} tb(éot)
bgpi=—->0 | t 0<t< — té t) = ————.
0= T (e > (0, valamin <t< 5 esetén r(t) T b(0u0)

A fenti vélasztdsok €s jelolések mellett megmutatjuk, hogy 0 < [jv[| < 5 esetén

T(U(w,r(lvl)) € UO,r(|[ol)-
Legyen v € Y olyan, hogy 0 < |[v|| < 5. Ekkor a b fiiggvény monotonitdsat is
kihaszndlva y € U(v, r(||v]|)) esetén azt kapjuk, hogy
[yl < lly = vll + vl < r(llv]]) + llv]]
_ [[llo(o][v]])
1= b(o]lv])

o] o]

1= 0(do[[vll) = 1 = b(eo)

+ vl =

= dol[v]-
Ezért

T = lly — F)I < DIyl < bl

“ooep Ul

Tehat T'(y) € U(0,7(||v]|)), és pontosan ezt akartuk igazolni.
A fonti tartalmazds azt mutatja, hogy 0 < [jv]| < 52 eseténa T,(y) = T'(y + v)

képlettel értelmezett T), leképezés az U(0,7(||v]|)) kompakt konvex halmazt sa-
jat magaba képezi le. Igy a Brouwer-féle fixponttétel szerint van olyan y €
U(0,7(||v])), hogy T,(y) = T(y), azaz T(y + v) = T(y). Jeloljiik ezt a meg-
olddst y(v)-vel. Legyen tovabbd y(0) := 0. Ertelmezziik a G: U (0, 2—2) — Y
leképezést a G(v) := y(v) + v képlettel. Ekkor G(0) = 0 és

F(G(v)) = F(y(v) +v) =yv) +v—=T(y) +v) =y(v) +v—y(v) = v,
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tehdt G jobbinverze F-nek. Hay € U(q, g—g) esetén g(y) := B(G(y—q))+p, akkor
nyilvan g(q) = p. Tovéabba, F értelmezése, valamint hogy G jobbinverze F'-nek,

flgw) =BGy —a)+p)=F(Gly—a)+a=y—a+a=y
adodik minden y € U(q, }55_8) esetén. Tehat g jobbinverze f-nek.

Végezetiil, ||y|| < r(||v]|) miatt
G(v) —
fimeap LC =0l _ L o)
v ol PR |
o rllel) b(dolvll) B
< limsup ——— = limsu = .
=R el T R T=ballel) T 15
Ezért és a mar igazolt § < «|| B|| egyenlGtlenség alapjan
—g(q) — By — B(G(y — q)) — B(y —
limsupllg(y) 9(a) = Bly—a)ll _ limsup |B(G(y —q)) — By —q)||
y—q ly — 4l y—q ly — 4l
Gly—q) — (y — B B||?
y—q ly — 4l 1-8 7 1—«q|B|
Tehat a tételbeli egyenlStlenség is teljesiil. L]

A fenti bizonyitas 1€péseinek dtgondolasdval lathato, hogy az allitas a végtelen
dimenzids képtérre is kiterjeszthetd, ha az Banach-tér, és a T': £ — Y leképezés
kondenzél. Ekkor a T'(y+wv) = T (y) egyenlet megoldasdnak a 1étezését a Brouwer-
féle fixponttétel helyett a Darbo—Szadovszkij-tétel segitségével lehet megmutatni.
A tétel az o = 0 specidlis esetben az aldbbi eredményt adja:

9.2. Kovetkezmény. Legyenek X,Y normdlt terek, D C X nyilt halmaz, p € D és
tegyiik fel, hogy Y véges dimenzios. Legyen f: D — Y olyan folytonos fiiggvény,
amely a p pontban Fréchet-differencidlhaté. Ha létezik A = f'(p)-nek B: Y — X
korldtos linedris jobbinverze, akkor létezik q := f(p)-nek olyan V' C X kirnyezete
és f-nek egy olyan g: V' — D jobbinverze, amely Fréchet-differencidlhato a g
pontban, g(q) = p és ¢'(q) = B.

9.2. NEUMANN ES NASH TETELEI. Adott két jatékos, A és B az of és & straté-
giahalmazokkal. Jelolje ¢: &7 x %8 — R az A jatékos kifizetSfiiggvényét, vagyis
legyen ¢(a,b) az A jatékos elGjeles nyeresége (és egyben a B elGjeles vesztesé-
ge) ha Aés B az a € o illetve b € £ stratégiat valasztja. Ekkor az (o7, %, )
harmast kétszemélyes zérusosszegii jatéknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy (ag, by)
nyeregpontja az. (< , A, p) jatéknak, ha

@(CL) bO) S @(a(ﬁ b()) S QO(CLO, b)
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teljesiil minden a € & és b € A valasztas mellett. Ha az &7 és A stratégiahalma-
zok végesek, akkor véges jdtékrol beszéliink. Az elso tételben a nyeregpont néhany
elemi tulajdonsagat ismertetjiik.

9.3. Tétel. Ha (ag, by) és (xo,yo) nyeregpontjai az (<, B, p) zérusisszegii jdték-
nak, akkor sziikségképpen p(ag,by) = w(xo,yo) teljesiil. Az (o, B, p) véges zé-
rusosszegii jatéknak pontosan akkor létezik nyeregpontja, ha

b b
W w0 =g et

Bizonyitds. Mivel (ay, by) nyeregpont, ezért p(ag, by) < ¢(ao,yo) teljesiil; azon-
ban, mivel (xg, yy) szintén nyeregpont, v (ag, yo) < (g, yo) fennall. Hasonldan,
az (xo, yo) nyeregpont tulajdonsagabdl kapjuk, hogy ez utdbbi fiiggvényérték nem
nagyobb, mint a (g, by) érték. Am ekkor sziikségképp o (z0, by) < @(ag, by) adé-
dik, 1évén (ay, by) nyeregpont.

A masodik allitds bizonyitasdhoz elsGként tegyiik fel, hogy (ag, by) nyeregpont.
Vegyiik figyelembe, hogy ekkor fonndll az alabbi egyenl6tlenség:

a := minmax ¢(a,b) < maxgo(a bo) < ¢(ag, by)
beB aco

< b) < b .
min p(ap, b) < maxminp(a,b) =:

Mivel a stratégiahalmazok véges halmazok, ezért 1éteznek a* € o és b* € A
elemek ugy, hogy

a=maxp(a,b’),  f=minp(a’,b).

Azonban ekkor p(a*,b*) < a < 8 < ¢(a*, b*), amibdl o = 3 kovetkezik. Meg-
forditva és az el6z6 jelolések megtartdsa mellett tegyiik fel, hogy a = 5. Az «
és [ definici6ja miatt elegendd azt igazolni, hogy a és [ kozos értéke megegyezik
a p(a*,b*) értékkel. Ez azonban adddik az § < ¢(a*,b*) < « egyenlStlenség-
bol. L]

Természetesen elGfordulhat, hogy az (o7, %, ) véges jatéknak nincs nyeregpont-
ja. Tekintsiik ekkor az ebbdl szarmaztatott igynevezett kevert jdatékot, azaz legyen
o/*, illetve B* az o, illetve S8 halmazon adott valdszintségi mértékek halmaza,
és legyen ¢*: &/* x A" — R a kovetkez6 médon adott fiiggvény:

J// (a, b)dv(b)du(a).

Neumann Jénos eredménye szerint az (7™, B*, p*) kétszemélyes kevert jatéknak
l1étezik nyeregpontja. Ennél kicsit altalanosabb eredmenyt fogalmazunk meg:
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9.4. Tétel. Ha X,Y Hausdorff-topologikus vektorterek, o7 C X és 8 C Y nem
lires, kompakt, konvex halmazok, tovabbd ¢: o7 x % — R elsd vdltozojdaban feliil-
rol félig folytonos és konvex, mdsodik vdltozojdban alulrol félig folytonos és konkdv
fiiggvény, akkor az (o , B, p) jdtéknak létezik nyeregpontja.

Bizonyitds. Legyen K = &/ x 9. Ekkor K az X x Y szorzattérben nem iires,
kompakt, konvex halmaz. Legyen tovabbd ®: K x K — R az aldbbi m6don adott
fliggvény:

(I)((CL, b): (Ca d)) = —QO(CL, d) + 90(67 b)
Vilagos, hogy ¢ tulajdonsdgaibdl adodoan ¢ elsd valtozdjaban alulrdl félig folyto-

nos, masodikban pedig (kvazi)konkdv fiiggvény. A Ky Fan egyenl&tlenség szerint
1étezik olyan (ag, by) € K elem, hogy

sSup (I)((a07 b0>7 (Ca d)) < sup (I)((CL, b)7 (CL, b)) =0.
(c,d)eK (a,b)eK

gy ® értelmezése miatt ©(c,by) < (ag,d) teljesiil minden (c,d) € K esetén.
Innen a ¢ = ap, majd a d = by specidlis valasztdsokkal kapjuk, hogy (ao, by) a jaték
nyeregpontja. [

A tovabbiakban a tobbszemélyes jatékok Nash-féle elméletét ismertetjiik roviden.
Legyenek Ay, ..., A, jatékosok. Jelolje 7, illetve . : 7 X - - - X of, — R a k-adik
jatékos stratégiahalmazat, illetve kifizetofiiggvényét.

Az (a1, ...,a,) € 9 X --- X g, pontot az n-személyes jaték Nash-féle egyen-

stilypontjanak mondjuk, ha minden & € {1,...,n} és minden x; € <7 esetén
Spl(ala DR an) Z (701(1'17 as, ... nan—lnan)
(,02(@1, sy an) Z 902(611) Lo, ... nan—han)
Spn(aln SR an) Z @n(alaa% <. 7an—1axn)

teljesiil. A rovidség kedvéért a tovabbiakban (&7, ) tobbszemélyes jatékrol szo-
lunk, ha adottak a jatékosok stratégiahalmazai valamint kifizetofiiggvényei. Ezek
utan megfogalmazhatjuk azt az eredményt, amivel John Nash ki€érdemelte az 1994.
évi kozgazdaséagi Nobel-dijat.

9.5. Tétel. (Nash) Ha minden k € {1,...,n} esetén X; Hausdorff-topologikus
vektortér, ot C X, nem iires, kompakt, konvex halmaz, pi.: < X --- X o, — R
folytonos és a k-adik vdltozdjdaban konkdv, akkor az (o , p) jdtéknak létezik Nash-
féle egyensiilypontja.
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Bizonyitds. Legyen K := of; X - - - X f,. Ekkor a szorzattérben K nem iires, konvex
halmaz, mely a Tythonov kompaktsagi tétel miatt kompakt. Legyen ®: K x K — R
az alabbi modon értelmezett fiiggvény:

(I)((ajl) R 71'71/), (yl, . ayn)) —

gpl(yla L.y Tp—1, xn) - 801(331, L2y .oy pn-1, xn)
+a(T1,Y2 -, U1, Tp) — Pa(T1, T2, T, T)
+g0n(x17 Loy Tp—1, yn) - gpn(.ﬁtl, Ly ovoy Tp—1, xn)
Vilagos, hogy ® az els6 valtozdjaban folytonos, méasodikban pedig konkdv fiigg-
vény, igy a Ky Fan egyenlGtlenség szerint van olyan (ay, ..., a,) € K elem, hogy
sup q)((al, ces ), (Y1, - ,yn))
(Y1,-syn ) EK
<  sup CID((:Ul,...,xn),(xl,...,xn)) =0.
(T1,.ewn)EK
lgy az a = (ay,...,a,) jeloléssel élve ®(a,y) < O teljesil minden y =

(y1,.--,yn) € K esetén. Specidlisan, ha y, € 7, rogzitett, akkor k # j esetén
y; = a; helyettesitéssel kapjuk, hogy (a1, ..., a,) Nash-féle egyensilypont. ]

9.3. PEANO EGZISZTENCIA TETELE. A tovdbbiakban legyen / kompakt interval-
lum. Az [ intervallumon értelmezett, R"-beli értéki fiiggvények valamely .# csa-
ladjat a t € I pontban ekvifolytonosnak mondjuk, ha minden € > 0 és minden
xr € F esetén van olyan 0 > 0, hogy |z(t) — x(s)| < ¢ teljesiil, ha s € U(t, ).
Az ¥ csaladot ekvifolytonosnak nevezziik, ha I minden pontjaban ekvifolytonos.
Vildagos, hogy egy egyetlen fiiggvénybdl all6 . halmaz adott pontbeli, illetve I-n
vett ekvifolytonossédga a szobanforgo fiiggvény adott pontbeli, illetve I-n vett foly-
tonossagat jelenti.

Az ¥ csaladot a t € [ pontban ekvikorldtosnak nevezziik, ha van olyan M > 0,
hogy minden x € % esetén |x(t)| < M teljesiil. Az .Z csalddot a [ intervallumon
ekvikorlatosnak mondjuk, ha / minden pontjdban ekvikorlatos.

Az aldbbiakban sziikséges és elegendd feltételt adunk arra nézve, hogy az .7
fiiggvénycsaldd teljesen korlatos legyen a szuprémum normadval elldtott € (1, R™)
térben. Ezt az eredményt Arzela és Ascoli tétele fogalmazza meg.

9.6. Tétel. (Arzela—Ascoli) Ha I kompakt intervallum, vigy az F C € (I,R™) fiigg-
vénycsaldd pontosan akkor teljesen korldtos, ha ekvifolytonos és ekvikorldtos.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy .% teljesen korldtos. Ekkor korlatos is, és ezért pon-
tonként ekvikorlatos. Legyen ¢ € [ rogzitett és legyen ¢ > (0. A feltevés miatt
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létezik .7 szdmdra 2 C €'(I,R™) véges £-hdl6. Mivel E tagjai folytonosak, ezért
van olyan § > 0, hogy s € U(t, ) esetén |y(s) — y(t)| < § teljesiil mindeny € £
elemre. Legyen x € .7 tetszSleges és y € I olyan, hogy ||z — y|| < §. Ha most
s € U(t,9), akkor

[2(s) —x(t)| < |z(s) —y(s)| + ly(s) —y(t)] + |y(t) — 2(t)] <e,

ami az .% ekvifolytonossagat mutatja a ¢ pontban.

Most tegyiik fel, hogy .# ekvifolytonos €s ekvikorlatos, s legyen ¢ > 0 tetszd-
leges. Az ekvifolytonosség miatt minden ¢ € [ esetén vany olyan o; > 0, hogy
|z(s) —x(t)| < has € U(t,d) és v € F. Mivel I kompakt, 1étezik olyan véges
t1,... tp €1 pontrendszer hogy {U ti, 0,) } az I lefedése.

Az ekv1kor1atossag miatt .7 (t;) = {z(t;) | :c € #} C R™ korlatos halmaz
minden ¢ € {1,...,n} esetén. Ezért teljesen korlatos is, hiszen véges dimenziéban
e két fogalom ekvivalens. gy minden i indexhez van olyan véges Yily - Yik, €
R™ elemrendszer, ami £-hdlé .7 (t;) szdmdra.

Legyen J azolyan j = (ji,...,Jn) € {1,..., k1} x---x{1,..., k,} multiinde-
xek halmaza, amelyekhez van olyan z; € .# fiiggvény, hogy mindeni € {1,...,n}
esetén

£
25 (t) = Yigil < 7
Megmutatjuk, hogy ekkor {z; | j € J} egy véges e-hdl6 .% szdmdra. Ha x € ¥
tetsz6leges, akkor minden ¢ index esetén van olyan j; € {1,... k;} index, hogy
\z(t;) — yij,| < 5. Nyilvanval6an j = (ji,...,J,) € J, s ezért
 Jyig, — ()] < =

[2(ti) — ()] < |a(ti) — yiy, 5
Legyen s € [ tetsz0leges, ési € {1,...,n} olyan, hogy s € U(t;, d;,). Ekkor
[2(s) = aj(s)] < [a(s) — ()] + |w(ts) — ;)| + [2(t:) — 2;(s)] <e.

Tehat x € U(xj, ¢), és pontosan ezt kellett igazolni. O

Megjegyezziik, hogy a tétel allitdsa akkor is érvényes, ha az I kompakt intervallu-
mot kompakt metrikus térre cseréljiik. A bizonyitds minden 1épése ugyanaz marad.
Hasznosnak bizonyul majd az Arzela—Ascoli-tétel kdvetkezo valtozata.

9.7. Kovetkezmény. Ha I kompakt intervallum, iigy az & C € (I,R™) fiiggvény-
csaldd pontosan akkor relativ kompakt, ha ekvifolytonos és ekvikorldtos.

Bizonyitds. Ha .7 relativ kompakt, akkor lezartja teljesen korlatos a Hausdorftf-tétel
értelmében. Ezért az Arzela—Ascoli-tétel szerint ekvifolytonos és ekvikorlatos; &m
ekkor .# is az. Megforditva, ha .# ekvifolytonos és ekvikorlatos, akkor teljesen
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korlatos. Igy .Z is teljesen korldtos, és mivel zart részhalmaza a % (I,R™) Banach-
térnek, ezért teljes. A Hausdorff-tétel miatt tehat .# kompakt. L]

9.8. Tétel. (Peano) Ha I C R intervallum, T € I és & € R™ rogzitett elemek,
valamint f: I x R™ — R™ folytonos fiiggvény, akkor az

o(t) = f(tx(t),  w(r)=¢
Cauchy-feladatnak létezik T valamely kornyezetében értelmezett megolddsa.

Bizonyitds. Az éaltalanossdg sérelme nélkiil foltehetd, hogy [ balrdl zart, és 7 ennek
bal végpontja. Legyen v € [ olyan, hogy 7 < «, s legyen o > 0 tetszdleges.
Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:

H:={(t,x) e I xR™ |t € [r,a], |z —¢ <o}

: Y
= : 5 = { : };
M :=sup | f] minq o — 7

K :={z cC([r,7 + ], R") | [z = £[| < o}

Nyilvanvald, hogy K nem iires, hiszen az © = £ leképezést tartalmazza. Ha (z),)
tetszGleges K -beli sorozat, amely tart valamely x: [7,7 + §] — R™ fiiggvényhez,
akkor az egyenletes konvergencia miatt = folytonos. Az |z, (t) — £| < o egyenlGt-
lenségben hatardtmenetet majd szuprémumot képezve |7, 7 4 d] f6lott, ||z — &[] < o
adodik, ami K zartsagat mutatja. SGt, K konvex: ha ugyanis x,y € K és A € [0, 1],
akkor a & = A + (1 — A)¢ felbontds miatt

[Az(t) + (1= Ny(t) — & < Ma(t) =&+ (1 = A)y(t) — ¢l < o

Végezetiil, K korlatos, ami azonnal kovetkezik az ||z|| < ||z — & + ||€]| egyen-
16tlenségbdl. Osszefoglalva: K nem iires, korldtos, zart és konvex részhalmaza a
€ ([T, ™ + ¢], R™) Banach-térnek.

Legyenz € K ést € [r, 7 + 0] esetén

(Tx)(t) :=¢ —|—/ f(s,z(s))ds.
Ekkor
(T)(t) — €] < / F(s,2(s)lds < M(t —7) < M6 < o,

ami azt jelenti, hogy T'(K) C K. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Mivel H kompakt, f
pedig folytonos, ezért f egyenletesen folytonos a A halmazon; létezik tehat n > 0
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ugy, hogy |(t1,x1) — (to,20)| < mesetén |f(t1,x1) — f(ta, x2)| < €/ teljesiil.
Ekkor

(T1)(t) — (Tz) ()] < / £5,21(5)) = (s, 22()lds < H(a—7) <=

Vagyis, T': K — K (egyenletesen) folytonos. Nyilvan 7'(K) korlatos, hiszen ré-
sze a korlatos K halmaznak. Specidlisan, T'(K') ekvikorlatos fiiggvényekbdl all.
Misrészt,

(T)(t) = (Tota)| < | [ 1G5, (s)lds| < Ml = o,

Ez mutatja, hogy T'(K') ekvi-Lipschitz fiiggvénycsalad, tehat ekvifolytonos is. Az
Arzela—Ascoli-tétel kovetkezménye szerint T(K) relativ kompakt. Igy 7: K — K
kompakt leképezés.

A Schauder-féle fixponttétel értelmében 1€tezik 7-nek fixpontja K -ban, ami nem
mas, mint az eredeti Cauchy-feladattal ekvivalens integralegyenlet megoldasa. [J

9.4. LOMONOSZOV TETELE AZ INVARIANS ALTEREKROL. Legyen X legaldbb
kétdimenziés komplex Banach-tér és A: X — X linedris operator. Azt mondjuk,
hogy az Y C X altér invaridns altere A-nak, ha A(Y) C Y. Milyen feltételek
mellett allithatjuk, hogy A rendelkezik valddi zart invarians altérrel? E kérdéssel
kapcsolatban szdmos alapvetd eredmény sziiletett.

JOl ismert, hogy unitér terek minden lineéris operatora ilyen tulajdonsagu. A
Hilbert-terek kompakt operatoraira vonatkozo pozitiv valasz Neumann nevéhez fi-
z6dik. Erdemes megemliteni, hogy ennek 6nadjungilt speciélis esetére Riesz adott
sz€p geometriai szemléletd bizonyitist. Aronszajn és Smith 1954-ben megmutat-
tdk, hogy Neumann eredménye Banach-terekben is igaz. Bernstein és Robinson
a kompaktsagi feltételt 1966-os dolgozatukban polinomiélis kompaktsdgra gyen-
gitett€k. Modszeriikben a nemstandard analizis eszkoztara jutott kulcsszerephez.
Halmos ugyanebben az évben ugyanerre az eredményre egyszeriibb, standard bizo-
nyitast talalt.

Az eddig ismert legelegansabb eredményt e problémakorben Lomonoszov érte el
1973-ban. Tételébdl azonnal adddik, hogy ha egy komplex Banach-tér valamely
korlatos linedris operatora folcserélhetd egy nem nulla kompakt operatorral, akkor
1étezik valddi zart invarians altere. Specidlisan, komplex Banach-tér minden (poli-
nomialisan) kompakt operatoranak létezik valodi zart invaridns altere.

9.9. Tétel. (Lomonoszov) Ha A az X végtelen dimenzios komplex Banach-tér nem
nulla kompakt linedris operdtora, akkor van X -nek olyan valodi zdrt altere, amely
minden, az A-val felcserélhetd korldtos linedris operdtornak invaridns altere.
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Bizonyitds. Mivel A nem nulla, igy van olyan zy € X, hogy Az # 0; A folytonos-
sdga miatt pedig van olyan S = U (g, ) zért goémb, hogy 0 ¢ A(S). A linearités
miatt xo megfeleld nyujtdsaval elérhetd, hogy € = 1 legyen.

Jelolje o7 az A-val felcserélhets 6sszes % (X )-beli operator algebrjat. Legyen
T € of esetén

U(T) =T (5°) ={y € X | [Ty — x|l < 1}.

Mivel T folytonos, ezért U (T') nyilt. Az alabbiakban két esetet kiilonboztetiink meg
aszerint, hogy a .7 := {U(T) | T € </} nyilt halmazcsaldd lefedi-e az X \ {0}
halmazt, vagy nem.

ElGszor tegyiik fel, hogy van olyan nem nulla 1, elem, hogy yo ¢ U(T), azaz
T(yo) ¢ S semmilyen T € <7 esetén. Legyen

H =Ty | T € ).

A konstrukciébdl adédik, hogy .77 egy o -invarians zart altér. Masrészt yy € ¢,
hiszen id € 7, és ugyanakkor x( ¢ 5. Ez azt jelenti, hogy .7 valddi altér, tehat
a tétel allitasa az elsd esetben teljesiil.

Tegyiik most fel, hogy a .7 csalad lefedi az X \ {0} halmazt, és tekintsiik az A(S)
halmazt. Mivel ez kompakt és a feltétel szerint része az X \ {0} halmaznak, ezért
léteznek olyan T, ..., T, € o operdtorok, hogy

A(S) CU(T)U--- UU(T).

A kovetkezd 1€pésben T, . . ., T, segitségével egy Schauder-tipust operatort konst-
rudlunk. Legyen y # 0 esetén

ar(y) = max{0, 1 — |[Tyy — zo]]}.

Ekkor a;: X \ {0} — [0, 1] folytonos leképezés; tovabba, minden y € A(S) esetén
van olyan k € {1,...,n} index, hogy ax(y) > 0. E tulajdonsig miatt a
U:S—X, VYz):= Zzlnak(Ax)TkAx
k-1 k(Az)
modon értelmezett leképezés joldefinidlt. Jelolje [(x) az aktiv indexek halmazat.
Azaz, k € I(x) pontosan akkor, ha a;(Az) # 0; vagy ezzel ekvivalens médon, ha
| T Az — x| < 1. Ekkor

I au(Ax)(TiAx — o)
> o1 ar(Ax)
Ax) || T Ax —
< Zke[(m)ak( ) || Tk Az — o] <1,
Zke](:p) ay(Az)

W (z) = ol
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tehat W: S — S. S6t az is megmutathatd, hogy W kompakt leképezés. Mivel .S nem
tires, zart, korlatos, konvex halmaz, ezért Schauder 2. fixponttétele szerint 1étezik
W-nek 2y € S fixpontja. Legyen ezek utan
T(l‘) — Zz_lnak<AZO)TkA:U.
> 1 @e(Azo)

Ekkor T' € o/ kompakt, és Tzy = W(z)) = 2. Legyen # = {2z € X | Tz =
z}. Nyilvan # altér, és .# # {0}, hiszen z; # 0 eleme. Mivel T'| , identitas,
masrészt T'| , kompakt is, ezért .# sziikségképpen véges dimenzids. Vegyiik észre,
hogy © € .# esetén TAx = ATx = Ax, azaz A: # — M. Igy az Al 4
linedris leképezésnek van \ komplex sajatértéke, ami természetesen maganak A-
nak is sajatértéke. Tekintsiik az ehhez tartoz6 L) sajatalteret. Ha L) = X, akkor
A = \id, ami ellentmond annak, hogy A nem nulla és kompakt. Vagyis L, valddi
altér, ami az A folytonossdga miatt zart is. Legyen x € L) és T € /. Ekkor
ATx = TAx = Thx = \XTz, amibdl Tx € L, adodik. Tehat L, invarians az <7
algebrara nézve. [

Mint ahogy azt Per Enflo 1976-ban konstrudlt példdja mutatja, 1étezik olyan
Banach-tér, melyben barmely korladtos, de nem kompakt lineéris operator csak trivi-
alis sajataltérrel rendelkezik. Ez azt jelenti, hogy a Lomonoszov-tétel kompaktsagi
feltétele valoban sziikséges.

Azonban teljesen méasként viselkednek ilyen szempontbol a nem szeparabilis
Hilbert-terek. Ha ugyanis X nem szeparabilis Hilbert-tér, akkor minden nem nulla
A linedris operatornak létezik valddi invaridns altere. Valéban: legyen x olyan,
hogy Az # 0, valamint legyen

S = lin{A"zy | n € NU{0}}.

Ekkor s# # {0}, és mivel X nem szeparabilis, 5 # X. Tehat 7 olyan valo-
di zart altér, amely nyilvanval6an invarians altere az A operatornak. Az egyetlen
kérdés tehat, hogy szepardbilis Hilbert-tér tetsz6leges korldtos lineéris operatora-
nak létezik-e (minden tovabbi feltétel nélkiil) valddi zért invaridns altere. E kérdés
jelenleg is nyitott probléma.

9.5. HAAR-MERTEK KOMPAKT ABEL-CSOPORTON. Els6ként folidézziik azokat
a mértékelméleti és funkciondlanalizisbeli fogalmakat és tételeket, amelyek sziik-
ségesek a bemutani kivant eredmény megfogalmazasahoz és igazoldsahoz.

Legyen H kompakt Hausdorff-tér, és tekintsiik ennek Borel-halmazait, vagyis a
nyilt halmazok 4ltal generalt o-algebrat. A Borel-halmazokon adott véges 1 mérté-
ket Radon-mértéknek neveziink, ha barmely A Borel-halmaz esetén

u(A) =inf{u(V) | A CV, Vnyilt} = sup{u(K) | K C A, K kompakt}.
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Emlékeztetiink a Riesz—Markov—Kakutani-féle reprezentacios tételre, mely szerint,
ha H egy kompakt Hausdorff-tér, ¢ pedig a € (H, R) téren értelmezett nemnega-
tiv linedris funkciondl, akkor 1étezik a H halmazon olyan x Radon-mérték, hogy
minden z € € (H,R) esetén

o) = /H w(t)du(t).

Tekintsiik most valamely X normalt tér masodik dudlisdba valé J természetes
leképezését. Ekkor a J(X) funkciondljai altal szarmaztatott gyenge topoldgiat a
dudlis téren gyenge*-topologidnak nevezziik. A Banach—Alaoglu-tétel szerint a du-
alis tér zart egységgombje kompakt e topoldgiara nézve. Kovetkezésképpen, mivel
kompakt tér zart altere maga is kompakt, a gyenge*-topoldgidban érvényes a Heine—
Borel-tétel megfelelje: a kompaktsag ekvivalens a korlatossag és zartsag egyideji
teljesiilésével.

A (G, +) csoportot Hausdorff-topologikus csoportmak nevezziik, ha adott rajta
egy olyan Hausdorff-topoldgia, amelyre nézve a csoportmiivelet €s az inverzkép-
z¢€s folytonosak. Egy G kompakt Hausdorff-topologikus csoporton adott Radon-
mértéket bal Haar-mértéknek mondunk, ha baleltolds invaridns azaz, ha minden
g € G és minden A C G Borel halmaz esetén p(g + A) = u(A). Haar Alfréd
nevezetes tételét csak kompakt Abel-csoportokra mondjuk ki és bizonyitjuk be.

9.10. Tétel. (Haar) Bdrmely kompakt Hausdorff-topologikus Abel-csoporton léte-
zik Haar-mérték.

Bizonyitds. Jelolje (G, +) a széban forgé Abel-csoportot és legyen X = € (G, R)
a csoporton értelmezett valds értékll folytonos fiiggvények tere. Legyen K az X*
duélis tér alabbi részhalmaza:

K={pe X" |ell<1,Ve =0:p(x) >0, (1) =1}

Nyilvdn K nem iires, konvex halmaz. Az is vilagos, hogy K korlatos és zart
a norma topoldgidban; igy a Banach—Alaoglu-tétel szerint kompakt a gyenge®-
topoldgidra nézve.

Adott ¢ € K és g € G esetén legyen p,(z) = ¢(z4), ahol z, jeldli az x
fiiggvény g elemmel valo eltoltjat, azaz x,(t) := x(g + t). Azonnal lithatd, hogy
|2, = ||x||. Ertelmezziik rogzitett g € G eseténa 7,: X* — X* leképezést a

79(90) = @y

eldirdssal. Megmutatjuk, hogy 7, az X™* normadlt tér linearis izometridja. Legyenek
v,V € K tetszdlegesek, valamint )\, u € R rogzitettek. Ha x € X, akkor

(Ao + ) () = (Ao + u) (zg) = Ap(@g) + b () = Apy() + piy ().
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Azaz,
To(Ap + ) = (N + 1)) | = Moy + iy = A7y(0) + 7y (),

ami a 7, linearitdsat mutatja. Az izometria tulajdonsdg igazoldsdhoz legyen g € GG
és p € X" rogzitett. Mivel minden z € X ||z,|| = ||z|| = [|z—,]|, ezért

(Te) ()] = |y (@)| = lp(g)] < llpllllzgll = [l lI]]-

Vagyis, ||7,¢]] < ||¢l|. A forditott irdnyu egyenl6tlenséghez induljunk ki az aldbbi
becslésébdl:

p(@)] = wg(z—g)| = () (@ g)| < [[(mgp)ll[[z 4l = [[(g@) [l ]]

Tehat ||| < |7yl s ezért minden p € X* esetén ||| = ||¢]|-

Most azt igazoljuk, hogy {7, | g € G} egy folcserélhets leképezéscsalad. Legye-
nek g, h € G tetszdlegesek, valamint ¢ € X* rogzitett. Megmutatjuk, hogy ekkor
(¢n)g = @g+n- Valoban, ha x € X, akkor a nyilvanval6 (z,);, = x4, azonossig
miatt

(sﬁh)g(l‘) = SDh(l‘g) = 90((5179)11) = 90(55g+h) = <Pg+h(37)-

Azonban innen

790 Th(p) = To(Tn(0)) = T4(¢n) = (Yn)g = Cgin = Tg4n(w)

kovetkezik minden ¢ € X* esetén. Tehat 7, o 7, = 7,4y, igy csoport kommutativi-
tdsa miatt a csalad tagjai szintén folcserélhetok.

Végezetiil megmutatjuk, hogy minden g csoportelem esetén a 7, leképezés
gyenge*-folytonos. A linearitds miatt elegendd a folytonossdgot a 0 € X* pont-
ban igazolni. Ha V' gyenge*-kornyezete a 7,(0) = 0 pontnak, akkor van olyan
e > 0 és vannak olyan z, ..., 2z, € X elemek, hogy

{p e X oY) <e, k=1,....,n} CV.

Legyen
U:={&ec X" |(x)y(§] <e, k=1,...,n}.

Ezzel a valasztdssal elértiik, hogy £ € U esetén {, = 7,(&) eleme a V' gyenge*
kornyezetnek. Azaz, 7,(U) C V teljesiil, és éppen ezt akartuk igazolni.

Végezetiil vegyiik észre, hogy a 7, izometria tulajdonsdgat is felhasznélva elemi
szamoldssal adddik, hogy 7,(/K) C K is érvényes. Igy teljesiilnek a Markov—Ka-
kutani-Tyihonov-fixponttétel feltételei, ezért van olyan ¢ € K elem, hogy 7,(¢) =
¢ azaz ¢, = @ minden g € G esetén fonnall. A Riesz—Markov—Kakutani-féle
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reprezentacios tétel szerint 1étezik pontosan egy p egyre normalt Radon-mérték,
hogy minden x € ¢ (G, R)

p(z) = /G wdj.

Megmutatjuk, hogy ekkor p €pp a keresett Haar-mérték, amihez csupén az eltolas
invariancidjat kell ellendrizni. Elsoként jegyezziik meg, hogy a ¢, = ¢ fixpont

tulajdonsigbdl kovetkezden
/ Tydp = / xd
G G

teljesiil minden x € €' (G,R) fuggvényre. A p mérték Radon-tulajdonsagat, vala-
mint a Tietze-féle kiterjesztési tételt felhasznalva adédik, hogy ez az Osszefiiggés
minden korlatos Borel-mérheté z: G — R fiiggvényre is fenndll. Legyen tehat
H tetszoleges Borel-halmaz és legyen ©x = yp ennek indikator fliggvénye. Ekkor
minden g € G esetén

(Xm)y(t) = xu(g +1) = xu—4(1);
és igy
p(H) = /Gxﬂdu = /G(xH)gdu = /GXH—gdu = pu(H —g).

Vagyis, p az eltoldsra nézve valoban invaridns mérték. [
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10. Fixponttételek halmazértékii leképezésekre

A KKM-lemma éltalanositott formdja vagy a Darbo—Szadovszkij-féle fixponttétel
bizonyitdsa meggy6z6en mutatja, hogy a halmazértéki leképezések fontos szerepet
jatszanak a topologikus fixponttételek elmélet€ében. Ebben a fejezetben megsziinik
segédszerepiik: a rdjuk vonatkoz6 fixpont eredmények 6nallé elméletté terebélye-
sednek.

10.1. FOLYTONOSSAGI FOGALMAK HALMAZERTEKU LEKEPEZESEKRE. Legye-
nek X és Y nem iires halmazok. Ekkor az F' : X — 2V leképezést halmazértékii
leképezésnek nevezziik, és a tovdbbiakban rd az F': X == Y jelolést hasznéljuk.
Azt mondjuk, hogy z¢ € X fixpontjaaz F: X =% X leképezésnek, ha xy € F(z)
teljesiil.

Legyenek X és Y topologikus terek, F': X = Y és zp € X. Azt mondjuk, hogy
F kiviilrol folytonos xy-ban, ha minden olyan U C Y nyilt halmaz esetén, amelyre
F(xg) C U, létezik olyan V' C X nyilt kérnyezete xy-nak, hogy F'(x) C U ha
rxeV.

Hasonl6an, az F' halmazértékii leképezést beliilrol folytonosnak mondjuk z-ban,
ha minden olyan U C Y nyilt halmaz esetén, amelyre F'(xo) NU # (), 1étezik olyan
V' C X nyilt kornyezete xy-nak, hogy F(x) NU # Qhax € V.

Erdemes megemliteni, hogy f: X — Y esetén az F'(z) = {f(z)} médon adott
leképezés kiilsd illetve belsé folytonossdga ekvivalens az f folytonossdgaval. Ennél
arnyaltabb az intervallum értékii leképezések esete:

10.1. Tétel. Ha X topologikus tér, p,q: X — R olyanok, hogy p < q, valamint
F: X =2 Raz F(z) := [p(x), q(z)] definicioval adott, iigy az F' leképezés
(i) kiviilrol folytonos az xo € X pontban akkor és csak akkor, ha p alulrol félig
folytonos, q pedig feliilrél félig folytonos xy-ban,
(ii) beliilrol folytonos az xy € X pontban akkor és csak akkor, ha p feliilrdl félig
folytonos, q pedig alulrol félig folytonos xy-ban.

Bizonyitds. (i) Tegyiik fel, hogy F kiviilr6l folytonos az zy € X pontban. Legyen
e > 0 és tekintsikk az U =|p(zo) — €, q¢(zo) + €] intervallumot. Mivel F'(zy) C U,
ezért a kiils6 folytonossdg miatt van olyan V' C X nyilt kdrnyezete zy-nak, hogy
F(x) CUhax € V. Vagyis, minden x € V esetén

[p(z), q(x)] = F(z) C U =|p(xo) — €, q(wo) + €[;

azaz p(z) > p(zo) — € és q(z) < q(zo) + €. Az els6 egyenl6tlenség a p fliggvény
xo-beli alulrdl félig folytonossagat, a masodik pedig a ¢ fiiggvény xy-beli feliilr6l
félig folytonossdgit mutatja.
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Megforditva tegyiik fel, hogy p alulrél, q feliilrdl félig folytonos az x( pontban.
Legyen U C R olyan nyilt halmaz, hogy F'(z() C U, és legyen ¢ > 0 olyan, hogy
(o) — €, q(x0) + €[C U. Vélasszuk a V) kornyezetét xy-nak gy, hogy minden
x € Vj esetén p(x) > p(xy) — ¢ teljesiiljon. Hasonldan, legyen V5 olyan kornyezete
xo-nak, hogy minden x € V5 esetén q(z) < q(xg) + ¢ élljon. Ilyen feltételeknek
eleget tevd V7 és V5 halmazok 1éteznek a p és ¢ fiiggvényekre kiszabott feltételek
miatt. Ha V' = V} N V5, akkor ez olyan kornyezete zy-nak, hogy minden x € V'
esetén az el6bbi egyenlStlenségek mindegyike fonndll. Vagyis, F'(x) C U minden
x € V esetén.

(#7) Tegyiik fel, hogy F beliilr6l folytonos az x, € X pontban. Legyen ¢ > 0
és tekintsiik az U =] — 00, p(xg) + €[ nyilt halmazt. Mivel F'(xg) N U # (0, ezért
létezik xo-nak olyan V' kornyezete, hogy F(x) NU # (), hax € V. Azaz F és U
definiciéja miatt, p(z) < p(zo) + ¢ adédik minden x € V esetén. A ¢ leképezésre
vonatkoz6 4llitds igazoldsa ugyanigy torténik, az U =]q(zg) — €, +00] valasztassal.
E tulajdonsigok pedig épp a p és g megfeleld félig folytonossédgi tulajdonsagai.

Megforditva, legyen U C R olyan nyilt halmaz, hogy F'(xz¢) N U # (); ekkor
van olyan y € U, amivel y € F'(z)) teljesiil. Vdlasszuk az € > 0 szamot 1igy, hogy
ly—e,y+e[C U fonndlljon. A p fuggvény feliilr6l félig folytonossdga miatt 1étezik
olyan V; kornyezete xy-nak, hogy p(x) < p(x¢) + €, ha x € V;. Hasonldan, 1étezik
olyan V5 kornyezete xy-nak, hogy q(x) > q(x¢) — € teljesiil minden = € V5 esetén.
Ha most x € V; N Vs, akkor F(x)N]y — &,y + €[ 0. Ellenkezd esetben ugyanis
vagy y — e > q(z) vagy y + € < p(x). Ez utdbbi esetbdl y < p(xy) adédna, ami
ellentmond az y € F'(x) feltételnek. A masik eset ugyanigy kizdrhaté. Tehat V'
olyan kornyezete xo-nak, hogy minden = € V esetén F'(x) N U # () teljesiil, s épp
ezt akartuk megmutatni. [

E tétel azonnali kovetkezményeként kapjuk, hogy az aldbbi leképezések koziil F
kiviilrdl, G beliilrdl, mig H sem kiviilr6l, sem beliilrél nem folytonos az zy = 0
helyen.

) {0}, ha = # 0;
F(x){[m], haz = 0.

) [=1,1], haz #0;
G(x){{()}, ha z = 0.

) {0}, ha = # 0;
H<x){[1/2,1], ha 2 = 0.

Az alébbi ,kalkulus szabdlyok™ a folytonossag és 0sszeadds kapcsolatara vonat-
kozo klasszikus tétel kiterjesztései.
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10.2. Tétel. Legyen X topologikus tér, Y topologikus vektortér és vy € X. Ha
F.G: X =Y az xp-ban beliilrdl folytonos leképezések, akkor F + G is beliilrdl
folytonos xy-ban.

Bizonyitds. Legyen H := F' + (G és legyen U egy olyan nyilt halmaz, hogy U N
H(xg) # 0. Ekkor van olyan p € F(xo) és q € G(xg), hogy p+q € U. Az
Osszeadas folytonossdga miatt van olyan V' kornyezete az Y tér zéruselemének,
hogy (p+ V) + (¢+ V) C U. De ekkor p+ V, illetve g + V olyan nyilt halmazok,
amelyek belemetszenek F'(x), illetve G(x() halmazokba. A leképezések beliilrdl
valo folytonossdga miatt van zp-nak olyan W' C X nyilt kornyezete, hogy

Flz)n(p+V)#0 és Gx)N(g+ V) #0,

haz e W.Ezért H(z)N(p+V +q+V) C H(x) U sem iires, ha x € W. Tehat
H valdban beliilrdl folytonos zy-ban. [

10.3. Tétel. Legyen X topologikus tér, Y Hausdorff-topologikus vektortér és x, €
X. Ha F,G: X =3Y az xy-ban kiviilrél folytonos leképezések, valamint F(x) és
G (o) nemiires kompakt halmazok, akkor F + G is kiviilrdl folytonos xy-ban.

Bizonyitds. Legyen H := F+G éslegyen U O H (x) egy tetsz6leges nyilt halmaz.
A feltevésiink miatt H () kompakt és diszjunkt az Y \ U zért halmaztdl. Ezért az
Y tér zéruselemének van olyan V' szimmetrikus nyilt kérnyezete, hogy (Y \U)+V
és H(xo)+V szintén diszjunkt. Ekkor V' szimmetridja miatt Y \U és H (xo)+V +V
is diszjunkt, tehat

(F(xo) + V) + (G(x0) + V) = H(xg) + V+V C U.

Mivel F illetve G kiviilrél folytonos xg-ban, F'(xo) + V és G(xy) + V az F(x),
illetve G(x() halmazokat tartalmaz6 nyilt halmazok, ezért van xy-nak olyan W C
X nyilt kornyezete, hogy

F(x) C F(xg)+V és G(x) C G(xg) +V,
ha z € . Igy minden z € W esetén
H(z)=F(z)+ G(x) C F(zg) +V + G(xg) +V = H(zg) +V+V CU.
Tehat H valéban kiviilrdl folytonos xp-ban. [

Megjegyezziik, hogy a fenti té€tel kompaktsagi feltételei nem gyengithetok. Le-
gyen ugyanis X := [—1,1]? és legyen minden z € X esetén F(x) az exponen-
cidlis fiiggvény epigrafja. Ekkor F'(x) zart halmaz, és F' kiviilrl folytonos. A
H(z) := F(x) — x képlettel megadott H : X = R? leképezés kiviilr6]l nem folyto-
nos. Ha U := R x ]0, o0[ a felsd félsik, akkor G(0,0) C U, és tetszSleges y > 0
esetén G(0, y) belemetsz az als6 félsikba is, tehat G(0,y) Z U.
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10.2. AZ EQUILIBRIUM-TETEL ES NEHANY KOVETKEZMENYE. Célunk az equi-
librium tétel igazolasa, melynek a halmazértékt leképezésekre vonatkozo fixpont-
tételek azonnali kovetkezményei. A Ky Fan egyenlotlenség mellett sziikségiink lesz
a Hahn—Banach-féle elvalasztasi tétel szigoru alakja, mely szerint normaélt tér nem
tires, konvex, kompakt, illetve nem iires, konvex, zart részhalmazai korlatos linedris
funkciondllal egymastol szigoruan elvdlaszthatd. Ugyancsak sziikséges az aldbbi
eredmény:

10.4. Tétel. Ha Uy, ..., U, tetszileges nyilt lefedése az X kompakt topologikus
térnek, akkor létezik a lefedéshez rendelt egységbontds, vagyis léteznek olyan
©1,-..,0n: X = R folytonos fiiggvények, hogy

() o1+ +pn=1
(ii) {xGX\gpk(x) >0}§Uk.

Bizonyitds. Csak arra a specidlis esetre szoritkozunk, amikor X kompakt metrikus
tér. Legyen F), := X \ Uy, tovabbd x € X esetén () := d(x, F},). Ertelmezziik
a pr: X — R fiiggvényeket az aldbbi mdédon:

o V()
o) = S ne)

Vegylik észre, hogy ha x € X, akkor van olyan j index, hogy x € U;; am ekkor
Y;(z) > 0, hiszen = & Fj, és F}, zart. Vagyis, ¢, nevezGje mindig pozitiv. A metrika
folytonossaga miatt a ¢y, fiiggvények folytonosak, tovabba eleget tesznek az (i)
tulajdonsdgnak. Végezetiil, pr(x) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha d(z, Fj,) = 0,
vagyis x € F}, esetén. Ez pedig épp a (i7) tulajdonsagot jelenti. ]

Legyen X topologikus vektortér és + € X. A K C X nem iires halmaz x
pontbeli érintdkiipjan az alabbi halmazt értjiik:

T.(K)={\Ny—2z) | A>0,y € K}.

Azt mondjuk, hogy xg € X equilibrium pontja az F': X = X halmazértéki leké-
pezésnek, ha 0 € F'(xy) teljesil.

10.5. Tétel. (Equilibrium-tétel) Ha X lokdlisan konvex Hausdorff-topologikus vek-
tortér, K C X nem iires, kompakt, konvex halmaz, F': K = X olyan kiviilrol
folytonos, nem iires, konvex, zdrt halmazértékii leképezés, hogy minden ©v € 0K
esetén F'(x) NT,(K) # 0, akkor létezik F-nek equilibrium pontja.
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Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy minden z € K esetén 0 ¢ F(x).
Mivel a {0} halmaz konvex és kompakt, F'(x) pedig konvex és zart, ezért a Hahn—
Banach-féle szeparicios tétel szigoru valtozata miatt van olyan ¢, € X*, hogy
sup @, < 0.
F(x)
Legyen ¢ € X" esetén U, := {z € K | supp)p < 0}. Megmutatjuk, hogy
U, nyilt halmaz. Ha ugyanis xy € U,, akkor van olyan ¢ > 0 valds szam, hogy
SUDp(y,) ¥ = —¢. Bkkor F'(zg) C {y € X | p(y) < —&/2} és ez utébbi halmaz
¢ folytonossdga miatt nyilt. Mivel F' kiviilrol folytonos, ezért 1étezik x(-nak olyan
V kornyezete, hogy minden z € V esetén F(z) C {y € X | o(y) < —¢/2}. Am
ekkor supp(,) ¢ < —¢/2 < Ohax € V. Tehdt F(z) C Uy, ami épp U, nyiltsdgit
mutatja.
Specidlisan, U, nyilt halmaz, €s a supp(,) ¢, < 0 egyenlotlenség miatt nem iires.
Vagyis, az {U,, | xr € K} csalad nem iires, nyilt halmazokbdl 4ll6 lefedése K -nak.
Mivel e halmaz kompakt, ezért 1éteznek olyan K-beli x4, ..., z, elemek, hogy

KCU, U---UU,,.

Legyen hy,...,hy a Uy, ..., U, nyilt lefedéshez rendelt egységbontas, és te-
kintsiik az aldbbi médon értelmezett f: K x K — R fliggvényt:

th gpxk‘rE— )

Ekkor f els6 valtozdjaban folytonos, hiszen a benne szerepld fiiggvények folytono-
sak. Masrészt, masodik valtozgjdban affin, specialisan kvazikonkav. Igy, a Ky Fan
egyenlotlenség szerint van olyan xy € K, hogy

sup f(zo,y) < sup f(z,z) = 0.

yekK zeK

Azaz, minden y € K esetén f(xg,y) < 0. Ezt az egyenlGtlenséget rendezve és az
érintGkip fogalmat szem el6tt tartva kapjuk, hogy minden u € T, (K) esetén

0< " hilao)p (u).

k=1

Legyen uy € F(xo) N1, (K). Ilyen uy valdban létezik: zy € 0K esetén a tétel
feltétele biztositja, v € K° esetén pedig a T,,(K) = X tulajdonsédg. Jelolje I(x)
azon k € {1,...,n} indexeket, amelyekre hi(zg) > 0. Az egységbontds miatt
ekkor zg € Uy, teljesiil. Azonban ug € F'(xp), igy ¢u,(uo) < 0 szintén fenndll.
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Vagyis k € I(xg) valasztds mellett iy (x)p., (ug) < 0. Mindezekbdl

0< th 20) Pz, (Uo) Z hi(x0) s, (ug) < 0

k=1 kEI Io)

adédik, ami ellentmondés. Igy az indirekt feltétel hamis, tehat 1étezik F-nek equi-
librium pontja. []

10.6. Tétel. (Kakutani—Fan—Gliksberg) Ha X lokdlisan konvex Hausdorff-topolo-
gikus vektortér, K C X nem iires, kompakt, konvex halmaz, F': K = K kiviilrol
folytonos, nem iires, konvex, zdrt halmazértékii leképezés, akkor létezik I'-nek fix-
pontja.

Bizonyitds. Legyen G(x) := F(x) — x. Ekkor G: K =% X nem iires konvex, zart
halmazértéki leképezés, amely a 10.3. Tétel szerint kiviilrdl folytonos. Megmu-
tatjuk, hogy minden = € 0K esetén G(x) C T,(K), s igy az equilibrium-tétel
G(x) NT(K) # 0 feltétele is teljesiil.

Hay € K, akkor az y = x + 1(y — x) elGallitds mutatja, hogy y € = + T, (K).
Misrészt F'(x) C K a tétel feltételei miatt. Vagyis, F'(z) C K C z + T,(K), azaz
G(z) = F(x) —x C T,(K) valoban fennall. Az equilibrium-tétel szerint van olyan
xg € K, hogy 0 € G(x¢). Azaz x( az F fixpontja. O]

10.7. Tétel. (Kifelé és befelé irdnyulo leképezések) Ha X lokdlisan konvex Haus-
dorff-topologikus vektortér, K C X nem iires, kompakt, konvex halmaz, valamint
F': K = X kviilrél folytonos, nem iires, konvex, zdrt halmazértékii, amely

(i) befelé irdnyuld, azaz F(z) N (z + T,(K)) # 0, ha x € 0K, vagy
(ii) kifelé irdnyuld, azaz F(z) N (z — T,(K)) # 0, ha x € 0K,
akkor létezik F'-nek fixpontja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F' befelé iranyuld, s legyen G(x) = F(z) — x. Ekkor
a 10.3. Tétel miatt G: K = X kiviilr6l folytonos, nem iires, konvex, zart halmaz-
értéki leképezés. Tetszbleges x € OK esetén G(x) N T,(K) # () pontosan akkor,
ha F(x) N (x 4+ T,(K)) # (); ez utébbi azonban fonndll, hiszen F' befelé irdnyuld.
Tehat az equilibrium-tétel miatt van olyan xy € K, hogy 0 € G(x). Vagyis, = az
F' fixpontja.

A masik allitds hasonldéan igazolhatd, a G(x) = x — F'(x) médon adott leképezés
segitségével. [

10.3. KOZEPERTEKTETELEK HALMAZERTEKU LEKEPEZESEKRE. Az el6z6 alfe-
jezet tételeit a Bolzano-féle kozépértéktétel kiillonféle kiterjesztéseire alkalmazzuk.
Els6ként intervallum értékd leképezéseket targyalunk. Megjegyezziik, hogy amikor
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ezek az intervallumok egyelemiiek, akkor a Bolzano-féle kozépértéktételt, illetve a
Brouwer-féle fixponttétel egydimenzios esetét kapjuk.

10.8. Tétel. Ha p, q: [a,b] — R olyan fiiggvények, hogy p alulrdl félig folytonos,
q feliilrdl félig folytonos, p < q, tovdbbd p(a) > 0 és q(b) < 0, akkor van olyan
xo € [a,b] hogy p(z) < 0 < q(z).

Bizonyitds. Legyen K := [a,b] és F(z) := [p(x), q(z)]. Ekkor K C R nem iires,
kompakt, konvex halmaz, tovdbba F': K = R nemiires, korlatos, zart halmazértékd
leképezés, amely a feltételek és 10.1. Tétel miatt kiviilr6l folytonos. Vildgos, hogy
0K = {a, b}, tovabba, hogy

T.(K)=[0,40] é  Ty(K)=]— 00,0].

Mivel p(a) > 0, ezért [p(a), q(a)] N [0, +oo|= F(a) NT,(K) nem iires; hasonléan
igazolhat6, hogy F'(b)NT}, (K ) ugyancsak nem iires. Igy az equilibrium-tétel szerint
van olyan xy € K, hogy 0 € F(x(), ami épp a bizonyitand6 allitast adja. O

10.9. Tétel. Ha p, q: [a,b] — R olyan fiiggvények, hogy p alulrdl félig folytonos, q
feliilrol félig folytonos, p < q, tovdbbd

(i) q(a) > a és p(b) < b, vagy

(ii) p(a) < aésq(b) > b,
akkor van olyan xy € [a, b] hogy p(xo) < xo < q(xo).

Bizonyitds. Legyen K := [a,b] és F(z) := [p(x), ¢(z)]. Ekkor K C R nem iires,
kompakt, konvex halmaz, tovabba F': K == R nem iires, korlatos, zart halmazérté-
ki leképezés, amely a feltételek és 10.1. Tétel miatt kiviilrdl folytonos. Tegyiik fel
elsSként, hogy (1) teljesiil. Nyilvanvald, hogy 0K = {a, b}, tovabba, hogy

a+T,(K) = [a,+, és b+ Ty(K) =] — 00, b].

Az ¢l8z8 bizonyitds mintdjdra igazolhat6, hogy F'(x) N (z + T,(K)) nem iires hal-
maz ha x € OK. Vagyis, teljesiilnek a befelé iranyuld leképezésekre vonatkozé
fixponttétel feltételei. Igy van olyan zy € K, hogy x € F(x), ami épp a bizonyi-
tando allitast jelenti.

A masik eset ugyanigy bizonyithatd; ekkor az (i7) feltétel azt eredményezi, hogy
F kifelé iranyul6. A fixpont 1étezését most a kifelé iranyul6 leképezések fixpont
tulajdonséaga biztositja. [

Végezetiil két zérushely tételt ismertetiink. Mindkettd hatterében ezittal is a
Bolzano-tétel all: az elsében a zart egységgdmb, a masodikban pedig zart tégla
veszi at az intervallum szerepét.
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10.10. Tétel. Ha f: U(0,1) C R™ — R" olyan folytonos leképezés, hogy minden
||| = 1 esetén (f(x),z) <0, akkor létezik f-nek zérushelye.

Bizonyitds. Legyen F(x) = {f(x)}, ahol x € U(0, 1). Ekkor F nem iires, konvex,
zart halmazértéki leképezés, amely f folytonossdga miatt kiviilr6l folytonos. Nyil-
vanvalo az is, hogy F’ értelmezési tartomanya nem iires, konvex, kompakt halmaz.
Els6ként igazoljuk, hogy az értelmezési tartomany minden x hatarpontja esetén

T.(K) ={y e R" [ (y,2) < 0}.

Jelolje a jobb oldali halmazt H(x) és legyen y € T, (K) tetsz6leges. Ekkor van
olyan () pozitiv tagd sorozat és van olyan (u,,) sorozat a zart egységgombbdl,

hogy

y = lim Ay, (u, —2) = lim y,.

A Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség szerint, folhaszndlva az ||z || =
1 és ||uy|| < 1 tulajdonsdgokat,

ms ) = A (s 2) = [[2]%) < Aon (2] = [|]]) < 0.

Innen hataratmenettel (y, ) < 0 kovetkezik, ami mutatja, hogy y € H(x). Tehat
T.(K) C H(x).

A forditott tartalmazds igazolasahoz legyen y € H(x) tetszGleges, és rogzitett
m € N esetén legyen y,,, := y — x/m. Megmutatjuk, hogy ekkor y,,, = A(u,, — ),
ahol A > 0 és ||u,,|| < 1. Ehhez elegend6 azt beldtni, hogy alkalmas A > 0

valasztassal

5= sz o] <1

Ebbdl az egyenlGtlenségbdl rendezéssel (folhasznalva, hogy az (y, x) bels6 szorzat
nemnegativ), az alabbit kapjuk:

2 1 2
N U

Vagyis, a A = max{1, ¢} vélasztds megfeleld; innen pedig H(x) C T,(K) kovet-
kezik. Osszességében tehdt, a hatdrpontokban az érintSkip a fonti médon 4llithat6
eld.

Figyelembe véve F' értelmezését, tovabba a hatdron érvényes (f(z),z) < 0
egyenlGtlenséget, F'(z) C H(x) = T,(K), ha ||z| = 1._fgy az equilibrium-tétel
valamennyi feltétele teljesiil. Vagyis létezik olyan xy € U(0, 1), hogy 0 € F(x),
ami pontosan a bizonyitand¢ allitas. [
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10.11. Tétel. (Bolzano—Miranda) Ha K := |a1,bi] X - -+ X |ay, b,] nem iires bel-
sejii tégla és f: K — R"™ olyan folytonos fiiggvény, hogy minden k € {1,... n},
mindeni € {1,... ,n}\ {k}, és minden x; € |a;, b;] esetén

fk( ey Tk—1,Aky Th41y - - ) Z 0 Z fk( <. 7xk717bk'71‘.k+17 s )

teljesiil, akkor létezik f-nek zérushelye K-ban.

Bizonyitds. Legyen x € K esetén F'(x) := {f(x)}. Ekkor F' nem iires, zart, konvex
halmazértéki leképezés, amely egy kordbbi megjegyz€s szerint kiviilr6l folytonos;
K pedig nem iires, kompakt, konvex halmaz. Nyilvanvald, hogy x € 0 K pontosan
akkor teljesiil, ha van olyan k index, hogy z; = as, vagy z; = b;. Tehét, az

I(z)={ie{l,....,n}|z; = a;},
J(@)={je{l,....,n}|z; =0b;}

jelolések bevezetése mellett, v € K pontosan akkor, ha /(z) U J(z) nem iires.
Megmutatjuk, hogy minden z € 0K esetén

T(K)={heR" | h; >0,i€I(z); h; <0,j € J(z)}

Jelolje a jobb oldali halmazt H(z) és legyen h € T,(K) tetszGleges. Ekkor van
olyan (\,,) pozitiv tagi sorozat és olyan K -beli (u,,) sorozat, hogy

h = W{lg;o A (U, — ).

Hai € I(z), akkor z; = a; és u,, € K miatt az (u,, — x) vektor i-edik komponense
nemnegativ. Ekkor h; > 0. Hasonldéan kapjuk, hogy ¢« € J(x) esetén h; < 0.
Vagyis, h € H(x), azaz T, (K) C H(x).

Legyen most h € H(x). Megmutatjuk, hogy létezik A > 0 és u € K ugy,
hogy h = A(u — x); ekkor ugyanis h € T,(K) adédik, ami épp a forditott irdnyd
tartalmazast jelenti. Ehhez elegend$ azt igazolni, hogy van olyan A > 0, amivel
u=(1/A\)h+z € K, azazminden k € {1,...,n} mellett

h
akSTk‘f‘kabk-

Ha h; > 0, akkor a bal oldali egyenl6tlenség minden A > 0 esetén teljesiil. Ha
hi < 0, akkor sziikségképpen k& ¢ I(z); igy a bal oldali egyenlGtlenség azzal
ekvivalens, hogy A > —hy/(zr — ai). Hasonloképpen, ha h; < 0, akkor a jobb
oldali egyenl6tlenség teljesiil; ha pedig hy > 0, akkor sziikségképpen k& ¢ J(z);
igy ekkor a jobb oldali egyenlGtlenség azzal ekvivalens, hogy A > hi /(b — ).
Tehat az aldbbi mdédon adott A egy megfeleld valasztas:

)\::max{l,max i , max i }

h<0 ap — T he>0 by — xp,
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Legyen x € OK. Ekkor van olyan k index, hogy k € I(x) U J(x). Ha k € I(x),
akkor x = ay, és igy a tétel feltételei miatt fi(x) > 0. Hasonldéan k € J(z) esetén
fulz) < 0. Vagyis, f(z) € H(z) = T,(K), amibsl F(z) N T,(K) # 0 adédik.
Az equilibrium-tétel szerint van olyan xy € K, hogy 0 € F(xy), azaz f(xg) = 0
teljesiil. [

Figyeljiilk meg, hogy a Bolzano-tétel bemutatott altaldnositdsainak egyike sem
halmazértéki leképezésekre vonatkoznak. Ez j6l mutatja, hogy a halmazértékd le-
képezések modszerei hatékony €s elegans utat jelenthetnek a szokédsos leképezések-
re vonatkoz6 eredményekhez.
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11. A Fokszamelmélet alapjai

Az utolso fejezet kettds céllal keriilt a bemutatni kivant anyagba. Elsoként ami-
att a rendkiviil egyedi és szokatlan szemléletméd miatt, amit képvisel. Mdsodszor
amiatt a perspektiva miatt, amit a fixpontindex elmélet felé nyit, egyben ,kiveze-
tést” adva a topologikus fixponttételek elméletébdl. Bar a f6 eredmény Leray és
Schauder nevét viseli, jelentds Birkhoff, Kronecker és Poincaré e teriileten végzett
uttord munkdssdga. Taldn az sem meglepd, hogy szdmos alapvetd gondolat mér
Gaussnal megjelenik az algebra alaptételére adott bizonyitdséban.

11.1. A LERAY-SCHAUDER-FELE EGZISZTENCIA ES UNICITASI TETEL. A to-
vibbiakban legyen D C R" nem iires, korlatos, nyilt halmaz, f: D — R" olyan
folytonos leképezés, hogy f(x) # 0, ha x € 9D. Jeldlje tovabba 9t az ilyen tu-
lajdonsaggal biré halmazok és fiiggvények (D, f) parjainak csaladjat. Legyen 9t*
a megengedett pdrok 9 halmazanak az a részhalmaza, amelyre f € €1(D,R), az
f zérushelyeinek Z(f) halmaza véges, és x € Z(f) esetén det f'(x) # 0. Az I~
halmaz elemeit reguldris megengedett paroknak fogjuk nevezni.

Azt mondjuk, hogy a (D, f) és (D, g) megengedett parok esetén f és g megen-
gedett homotdpia ekvivalensek, ha 1étezik olyan H: D x [0,1] — R" folytonos
leképezés, hogy

(i) H(z,0) = f(x);
(it) H(z,1) = g(z);
(iii) minden (x,t) € 0D x [0, 1] esetén H (x,t) # 0.

Legyen példaul D :=] — 1,1 valamint H(x,t) := (1 — t)f(x) + tg(z). Ha
f(x) := x és g(x) := a3, akkor H megengedett homotépia, mig a g(z) := 22 va-
lasztassal mar nem megengedett homotodpia f és g kozott. S6t az is megmutathato,
hogy ez utébbi vélasztids mellett nincs f és g kozott megengedett homotopia. Ezek
utdn — a korabbi jelolések és feltételek megtartdsa mellett — megfogalmazhatjuk a
fokszdmelmélet alaptételét:

11.1. Tétel. (Leray—Schauder) Létezik pontosan egy olyan deg: I — Z leképezés
(az ugynevezett leképezés fokszam), amely rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal:

(i) deg(U(0,1),id) = 1;
(ii) ha deg(D, f) # 0, akkor f(x) = 0 valamely x € D esetén;
(iii) ha D1 Dy = () és (DU Dy, f), (D1, f) és (Da, f) megengedett pdrok, akkor

deg((Dy U Dy, f)) = deg((D1, f)) + deg((Ds, f));
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(iv) ha (D, f), (D, g) megengedett pdrok, tovdbbd f és g megengedett homotdpia
ekvivalens fiiggvények, akkor

deg(D, f) = deg(D, g).
Tovdbbd, ha (D, f) € 9, akkor érvényes az aldbbi formula:

deg(D, f) = Z signdet f'(x).

z€Z(f)

E tétel bizonyitdsa messze meghaladnd konyviink kereteit; a modern analizis sza-
mos fontos eredménye és médszere kulcsszerephez jut benne. [zelitGként csupan
roviden vazoljuk a gondolatmenetet. Elsoként azt kell megmutatni, hogy a regu-
laris parok halmazan a fonti formula eleget tesz az (i)—(iv) kivanalmaknak. Ezek
koziil a (iv) bizonyitdsa jelenti a legnagyobb nehézséget: részlépésként igazolni
kell ugyanis, hogy a formula invaridns integraltranszforméacidval szemben, amihez
a Stokes-tétel sziikséges.

A regularis megengedett parokrol a formulat konvolucids simitdssal lehet kiter-
jeszteni a megengedett pdrok halmazira. Ekozben tigyelni kell arra, hogy a mér
1gazolt tulajdonsidgok tovabbra is érvényben maradnak.

A Leray—Schauder tétel egyes tulajdonsagait kiilon névvel illetjiik: (7)-normalt-
sag; (ii)-Kronecker-elv; (7i7)-additivitds; (iv)-megengedett homotdpia invariancia.
A tovabbiakban ezekre igy fogunk hivatkozni.

11.2. ALKALMAZASOK. A Leray—Schauder-féle egzisztencia és unicitasi tétel al-
kalmazdasaként az algebra alaptételét, a Brouwer-féle fixponttételt €s a Poincaré-féle
stindisznétételt fogjuk bizonyitani.

11.2. Tétel. (Az algebra alaptétele) Bdarmely komplex egyiitthatos, legaldbb elsdfo-
kii polinomnak létezik komplex gyoke.

Bizonyitds. Legyen p(z) = 2" + a12" ' + -+ + a,_12 + a, legaldbb elséfokd
komplex polinom, tovabba legyen r > 0 olyan, hogy

r’ > |a1]r”_1 + o Japor|r 4 |an] + 1

teljesiiljon. Ilyen r szdm valOoban létezik, hiszen a fenti egyenlStlenség mindkét
oldalat r"~1-nel osztva, majd véve az r — +oo hatdrdtmenetet, a jobb oldal korldtos
marad, mig a bal végtelenhez tart. Legyen D = U(0,r), tovdbba ¢(z) := 2" — 1
és H(z,t) :=tq(z) + (1 — t)p(z). Megmutatjuk, hogy H megengedett homot6pia
p és q kozott. Tegyiik fel indirekt mddon, hogy H(z,t) = 0 valamely z € 0D és
t € [0, 1] esetén. Ekkor, H definici6jat alapul véve kapjuk, hogy

=t —1D(a12" "+ + a1z +a,) +t.
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A z € 0D valasztas miatt |z| = r. Ezért folhaszndlva r vdlasztasat, a fonti Ossze-
fliggést, valamint a hairomszog-egyenlGtlenséget, az alabbi becslés adodik:

=" < (1—75)(\@1\\2’\” Pk lanallz] + lan]) +t
<JapJr"” +---—|—|an,1\r+|an\+1<r”.

Az ellentmondés miatt p €s ¢ valoban megengedett homotdpia-ekvivalens leképe-
zések a D halmazon. Igy a homotdpiainvariancia miatt fokszamuk megegyezik;
elegendd tehat deg(D, q) meghatdrozdsa. A ¢ polinom zérushelyei épp az n-edik
egységgyokok. Megmutatjuk, hogy a ¢: R? — R? leképezés derivaltjanak determi-
nansa mindezen pontokban pozitiv, amihez attériink polarkoordinatdkra. Tekintsiik
tehdtaz f: ]0,00[ x R — R2,

fo,¢) := (0cos ¢, psin )
leképezést. Ekkor

cosp —osinp

det f'(0,0) = | o > ocosy

‘=Q>0.

Masrészt a Moivre—Laplace-képlet szerint

(go f)(o,¢) = (0" cosnp — 1, 0" sinny),
tehat

no" !cosng —ne"sinng
no" 'sinngy ne"cosny

2n—1

det(qo f)' (0, ¢) = > 0.

A lancszabaly alapjan

det(q o f)'(0, ) = det(¢'(f(0,9)) o f'(0,¢)) = detd'(f(o, )) det f'(0, ¢),

amibdl kovetkezik, hogy det ¢’ pozitiv az f képhalmazén, vagyis az egész R? \ {0}
halmazon, tehdt az n-edik egységgyokokben is. Igy

deg(D, p) = deg(D, q) Z signdet /(e Z 1 =n.
e€Z(q e€Z(q)
A Kronecker-elv szerint p-nek van zérushelye a D halmazon, ami épp a kivant
allitas. U

11.3. Tétel. (Brouwer) Ha K C R"™ nem iires, kompakt, konvex halmaz, akkor
minden f: K — K folytonos leképezésnek létezik fixpontja.
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Bizonyitds. Az altalanossag csorbitdsa nélkiil foltehetd, hogy 0 € K°. Legyen x €
K esetén g(x) := x — f(x); nyilvan elegendé megmutatni, hogy ¢ rendelkezik K -
beli zérushellyel. Ha valamely x € 0K esetén g(x) = 0, akkor készen vagyunk;
foltehets tehdt, hogy g nem tiinik el a K halmaz hatdran, azaz (D, g) megengedett
par, ahol D = K°. Legyen H(x,t) := tx + (1 — t)g(z). Megmutatjuk, hogy H
megengedett homotdpia id és g kozott. Ha ugyanis H(z,t) = 0 valamely z € 0K
esetén, akkor (¢t — 1)g(x) = tx adddik; mivel 0 € K°, ezért ¢ # 1. Vagyis, az
elébbi Osszefiiggésbdl g(x) kifejezhets, amibdl pedig, mint azt egyszerid szamolas
mutatja,
1
f@) = —.

Azonban 1/(1 —¢) > 1 és = a K halmaz hatdrdnak eleme, tehat a jobb oldal nem
lehet K'-beli a K konvexitdsa miatt. Ezzel ellentmondasra jutottunk az f(z) € K
feltétellel. A homotdpia invarianciit €s a Leray—Schauder-tétel utolsé formuldjat
alkalmazva kapjuk, hogy

deg(D, g) = deg(D,id) = Z signdetid’(x) = signdetid’'(0) = 1.
x€Z(id)

Innen a Kronecker-elvbol adodik a tétel allitasa. ]

11.4. Tétel. (Poincaré) Han € N pdratlan, akkor nem létezik az S C R" egység-
gombhéjon seholsem zérus folytonos érintdvektormezo.

Bizonyitds. ElsSként meghatarozzuk deg(U (0, 1), —id) értékét. Kozvetlen szamo-
lassal kapjuk, hogy det(—id) (x) = (—1)" minden x € R" esetén. Ezt folhaszndl-
va,

deg(U(0,1),—id) = Z signdet(—id'(z)) = signdet(—id'(0)) = (—1)".
xeZ(—id)

Vagyis, ha n paratlan, akkor deg(U(0,1), —id) = —1. Tegyiik fel indirekt mo-
don, hogy 1étezik olyan folytonos f: S — R" fiiggvény, amely sehol nem tlinik
el, és amelyre (z, f(x)) = 0 teljesiil. Terjessziik ki f-et folytonosan a teljes zart
egységgdmbre az

x

fayi=lallf (7)o #0. f0):=0
el6irassal. Ekkor a Hi(x,t) := (1 — t)x + tf(x) képlettel megadott leképezés
homotdpia id és f kozott. Ha x € S, akkor (z, f(x)) = 0 miatt x és f(x) linedri-

san fiiggetlen vektorok, tehat rdadasul A, megengedett homotdpia. Hasonloképpen
Hy(z,t) := (1 —t)(—x) 4+ tf(x) megengedett homotdpia (—id) és f kozott. Tehat

]l
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id és (—id) is megengedett homotdpia ekvivalensek, holott a fokszamuk kiilonbo-
zik, amivel ellentmondast kaptunk. ]

Erdemes megjegyezni, hogy paros dimenzidk esetén megadhaté az egységgomb
héjan seholsem z€ro érintd vektormez6. Valdban, legyen

xr = (33‘1,:62, ce ,l’mel,me),
f(SU) = (132, —L1y .- T2m, —5U2m—1)-

Ekkor f: S — S folytonos, seholsem nulla, és (x, f(z)) = 0. Vagyis, a Poincaré-
féle stindisznodtétel teljesiilése jellemzi az alaptér dimenzidjanak paritdsat. Bizonyi-
tas nélkiil emlitsiink meg még egy topologikus eredményt, a Borsuk—Ulam antipo-
dalis tételt:

11.5. Tétel. (Borsuk—Ulam) Ha S jeloli R egységgombjének héjdt, akkor min-
den folytonos f: S — R" leképezés esetén van olyan x € S, hogy f(x) = f(—x).

Poincaré tétele és a Borsuk—Ulam-tétel meglepd és érdekes meteorologiai jelen-
téssel bir. Némi tdlzassal lehetne rdjuk az 1d6joslés elsd €s masodik alaptételeként
hivatkozni. El6bbi azt fejezi ki, hogy 1égkorrel rendelkezd bolygén van olyan hely,
ahol szélcsend van. Ennek fényében a Jupiter Voros Foltja matematikai sziikség-
szerliség: e ciklon kozéppontja példaul ilyen hely. Az utébbi eredmény pedig azt
jelenti, hogy légkorrel rendelkezd bolygoén 1étezik olyan ellenlaké pontpér, melyek-
ben a homérsékleti adatok és a 1égnyomads értékek paronként megegyeznek.
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