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Bevezetés

A fizika szdmos dgaban megfogalmazhat6 alapveto kérdés, hogy sok apré mikroszko-
pikus 6sszetevobdl allo rendszerek milyen kollektiv, makroszkopikus viselkedést képesek
mutatni. A soktestelmélet, mely a kvantummechanika sokrészecskés altalanositdsa, szé-
mos idevonatkozd jelenség magyarazatanak alapjaul szolgal. Koézponti szerepet jatszik
statisztikus— és szilardtestfizikai fazisatalakulasok megértésétol kezdve, az elemi részek
fizikajan at egészen akar a kvantumgravitacié lehetséges leirdsaig. A matematikai ke-
retrendszert, melyet a soktestelmélet hasznal, kvantummezoelméletnek hivjuk. A kvan-
tummezdelmélet elemi objektumai a d dimenzids tér egyes pontjaihoz rendelt dinamikai
valtozok (tipikusan skaldrok, vektorok, tenzorok), melyek a széban forgé fizikai rendszer
lehetséges kvantumallapotainak linearis terén haté lokalis operdtorokként képzelendéek
el. A véltozok és a Lagrange—formalizmusban hozzajuk kanonikusan konjugalt impulzu-
sok a kvantummechanikabdél ismert Heisenberg—féle felcserélési relacidknak tesznek eleget.
Kvantummezdelméletek alkalmazasai soran altalaban abbél indulunk ki, hogy a széban
forgo fizikai rendszer mikroszkopikus torvényei ismertek, és ezek ismeretében prébalunk a
rendszer makroszkopikus viselkedésérol szamot adni. Matematikailag azt mondjuk, hogy
ismertnek tekintjiik a rendszerhez tartozé klasszikus hatdsfunkcionalt (), amibél kilén-
boz6 mbdszerek segitségével probaljuk meghatarozni annak kvantum effektiv valtozatat
(T'), mely az elméletbél kinyerhet6 osszes korrelaciés fliggvényt, és igy informdciét is tar-
talmazza. Az elébbi korrelaciés fiiggvények segitségével a rendszert jellemzo szamos fizikai
mennyiségre tudunk jéslatokat tenni. Ismeretiitkben mondhatjuk meg pl. fazisatalakulasok
kritikus hémérsékletét és exponenseit, az elemi részek fizikajaban tobbek kozott szorasi
amplituddkat és a gerjesztési (vagy részecske) spektrumot, vagy akér szilardtest rendsze-
rek vezetOképességét és polarizalhatosagat is. Megjegyezziik, hogy a kvantummezoelmélet

nem csak ¢és kizarélag soktestrendszerek matematikai keretét adja; kissé mas értelemben,
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de kvantummezdelméletnek tekintheto az osszes hiirelmélet, és azok kiterjesztései is. Utob-

biakrél ebben a dolgozatban nem lesz sz6.

A kvantummezoelméletek megoldasa, vagyis az effektiv hatas, illetve a beldle szamunk-
ra érdekes korrelatorok kiszamitdsa igen komplikalt feladat. Altaldnos megolddsi médszer
nem létezik, a régmultban a legnagyobb sikert a perturbacioszamitas segitségével lehe-
tett elérni. A technika annyira sikeresnek bizonyult, hogy a kvantumelektrodinamikabol
(quantum electrodynamics — QED), mint kvantummezdelméletbél az elektron anomélis
magneses momentumara adott perturbativ eredmény a fizika torténetének legpontosabb
joslatat szolgaltatta, az elméleti és a kisérleti eredmények egymassal tobb, mint 10 tizedes-
jegy pontossaggal azonosnak adddtak. A perturbacidszamitas miikodése azon az egyszeri
feltételezésen alapszik, hogy a szoban forgd elméletben szerepld kolecsonhatasokat jellemzé
paraméterek kicsik (pl. QED-ben az elektron toltése), igy a szabad elmélet ismert (lénye-
gében trividlis) megolddsa koriil a Feynman—féle diagramtechnikan alapulé perturbaciés
sorokat lehet felépiteni. Bar matematikailag beldthato, hogy az igy generalt sorok konver-
genciasugara nulla, megfelel6 rendekig azok konvergalni latszanak, igy alkalmasak szamos
fizikai mennyiség kozelito kiszamitasara. Borel-féle tjradsszegzési technikakkal az eljaras
tovabb is javithato. Az igazi probléma akkor 1ép fel, ha nincsenek az elméletben olyan pa-
raméterek, melyek szerinti perturbativ sorok egyaltalan latszolagos konvergenciat mutatni
lennének képesek. Ilyenkor a perturbacidszamitas teljesen cs6dot mond, és 1j matematikai
eljaras(ok)ra van sziikség.

A dolgozatban egy ilyen matematikai metdédust mutatok be, szamos kiillonb6z6 soktest-
rendszerre alkalmazva. A javasolt technika a funkcionalis renormdldsi csoport (functional
renormalization group — FRG) nevet viseli, mely a renormadldsi csoport, mint matematikai
eszkoz egy tovabbfejlesztett valtozata, és mely a ma ismert forméjaban el6szor az 1990-es
években jelent meg az irodalomban [1, 2]. Kordbbra visszatekintve lényeges megjegyezni,
hogy a fizika a 20. szazad méasodik felében végbement fejlédése szempontjabdl a renormé-
lasi csoport az egyik legjelentésebb felfedezésnek tekintendd, mely alapjaiban valtoztatta
meg a kvantummezdk és a rajuk épiilé kolesonhatasok megértését [3]. Segitségével vagyunk
képesek leirni és megérteni, hogy egy fizikai rendszer jellemz6i hogyan valtoznak attol fiig-

gben, hogy milyen méretskalan tekintiink ra.

A renormalési csoportnak rengeteg valtozata létezik, de torténetileg két varians kiilo-
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nosen fontos szerepet toltott be a skdlavaltozashoz kapcsolédéd jelenségek megértését ille-
toen. Az elsé a Gell-Mann—Low, vagy ismertebb nevén a térelméleti renormalasi csoport,
mely tilnyomé részben az elemi részek fizikdjaban hasznalatos. Ez a technika mutatott
ra elséként arra, hogy egy adott, karakterisztikus E energiaskalan végbemend folyamat
valdszintiségi amplituddjanak perturbativ kifejtésében megjelend, az energia logaritmusé-
val skalazo jarulékok, melyek nagy E esetén tonkreteszik a perturbaciés sort, az un. futd
csatolas bevezetésével, illetve a renormalasi skdla megfeleld valasztasaval felosszegezhetok,
igy a perturbaciészamitas nem sziikségszeriien divergens. A masik véaltozat, mely Wilson
nevéhez kotodik, pedig azt mutatta meg, hogy méduselimindcidéval hogyan lehet infravo-
r0s divergencidktol mentesen leirni egy 6nhasonlé statisztikus fizikai rendszer viselkedését
a kritikus pontban. A két alkalmazas és a széban forgdé matematikai megfogalmazasok
bar tavolinak tiinnek, val6jaban ugyanazt a fizikai Otletet valdsitjak meg. Az olvasd az
osszefiiggések pedagogikus lefrdsat kaphatja a [4] cikkben.

A renormalasi csoport kialakulasdnak felidézésekor érdemes tudni, hogy annak alap-
otlete valgjaban a méltatlanul kevés elismerést kapott Stiickelberg és Petermann (1953)
nevéhez fiizédik [5], akik mar Gell-Mann és Low (1954) [6] el6tt letették a modszer alapko-
veit. Ma ismert forméjat Callan és Symanzik (1970) [7, 8] hozzdjaruldsai nyoman érte el,
és Collins altal ezid6tajt (1975) nyert megértést a renormdlasi csoport egyenlet és az ano-
malis skalainvariancia Ward-azonossaga kozotti kapesolat is [9]. Wilson (1971) [10, 11, 12]
Kadanoff munkdjara (1966) [13] épitkezve dolgozta ki a sajat valtozatéat, melyrdl kideriilt,
hogy az eredeti megfogalmazasnal altalanosabb, és anndl jéval intuitivabb is. Ezen ered-
mények ismeretében jutott elséként a korai funkcionalis renormalasi csoporthoz Polchinski
[15], majd késdbb Wetterich [1] és Morris [2] egymastodl fliggetleniil vezették le a ma is szé-
les korben hasznalt, az effektiv hatas skalafiiggését leird egyenletét, melyet a szakirodalom

Wetterich—egyenletként ismer.

A dolgozat részecskefizikai alkalmazasokkal, és statisztikus—, illetve szilardtestfizikai
rendszerekkel foglalkozik, és az elmult években elért legfontosabb eredményeimet tartal-
mazza. Az els6 fejezetben az FRG mddszert mutatom be, melynek kézéppontjaban a ska-
lafiiggo effektiv hatds renormalasi csoport futasat leir6 Wetterich—egyenlet all. A masodik
fejezetben az FRG—t a nulla kvarktomegii, harom kvarkizt tartalmazé kvantumszindinami-

ka kiralis fazisaitmenete rendjének meghatarozasara haszndlom, majd a harmadik fejezet-



4 Bevezetés

ben szintén az erds kolesonhatéssal foglalkozom, az axidlis anomalia termalis viselkedését
targyalom a fizikai pontban. A negyedik fejezetben a konvenciondlis szupravezetok atala-
kulasanak rendjét targyalom, melyet N—komponensszamra is kiterjesztek, kiilon gondot
forditva az FRG formalizmus és a mértékszimmetria kapcsolatara. Az 6todik fejezetben a
stirtt kvarkanyag altal mutatott szin—szupravezetd fazisatalakulasdhoz kapcsolodd eredmé-

nyeket talal az olvaso.



1. fejezet

A funkcionalis renormalasi csoport

1.1. A skalafiigg6 effektiv hatas

Kvantummezdelméletek megoldésa soran legfébb feladatunk a kvantumos— és (ha vé-
ges homérsékletii rendszeriink van) termédlis fluktudciok kiszamitdsa a killonb6z6 n—pont
korrelacios fiiggvények tekintetében. A dolgozatban teljes egészében euklideszi elméletekkel
foglalkozunk, és gy tekintjiik, hogy a Minkowski térben megfogalmazott modellek minden
esetben Wick—forgatassal atvihetok euklideszi térbe. Ezzel lefedjik az elemi részek fizika-
jaban hasznalatos kontinuum elméletektdl, a kompakt euklideszi idében érvényes termalis
térelméleteken 4t a dimenzids redukcié utan adodé Ginzburg-Landau jellegti effektiv mo-
delleket is. A targyalast az egyszertiség kedvéért egy @, valos mezdk kollekcidjaként el6alld
tobbkomponensii mennyiségen keresztiil mutatjuk be, de el6bbi egyszertien altalanosithato

komplex mezdkre és fermionokra is. Ezekrol a fejezet végén szolunk.

A feladatunk tehat a
(0| (1)@ (x3)...P(x,) |0) (1.1)

n—pont korrelaciés fliggvények meghatarozasa, ahol ® a széban forgd elméletben szereplo
(valés) kvantummezok Osszességére utal (indexek kifrdasa nélkil), z; (i = 1,...n) pedig a d
dimenziés euklideszi tér egy adott pontja. Az (1.1)-ban definialt atlagok helyett érdeme-
sebb az Osszefliggd, és kiilso labakkal csonkitott korrelatorokkal dolgozni, melyeket valddi

vertexeknek hivunk [16]. A T'™ n-pont valédi vertexeket az kvantum effektiv hatdsbél (T)
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szarmaztatjuk [16],

(@] —/{x} ) r< ") (21, Ty i) (1) B (0)... B (). (1.2)

Itt T definicié szerint egy J forrastél fliggd Z particids fliggvény negativ logaritmusanak

Legendre transzformaltja,

2l = /D(I)exp /J (1.3a)

@] = —log Z[J] - / J(x)®(x), (1.3b)

ahol ®(z) = —dlog Z[J]/0J(x), a J kiils6 forras konjugélt valtozdja, az atlagtér, S|®| pedig
az elmélethez tartozo klasszikus, vagy mésnéven mikroszkopikus hatas. Utébbi elnevezés
funkciondlis integralast, vagyis a rendszerben jelenlévd fluktudciokrol teljesen elfelejtkez-
nénk, akkor I' —ra éppen S—et kapnank. Egy ilyen esetben azonban egy olyan I' hatashoz
jutunk, ami annyira 6ridsi nagyitasban irja le a fizikai rendszeriinkent, melyben semmi-
lyen makroszkopikus fluktudci6 nem megfigyelhetd. Ilyen értelemben az S funkciondl a
(fluktudciémentes) mikroszkopikus hatés.

A funkciondlis renormélasi csoport alapjaul szolgdlé wilsoni renormélas alapgondola-
ta az, hogy a Z[J]-ben megjelend fluktudciékat szukcesszive, alacsony hulldmhosszaktol
a magasak felé haladva veszi figyelembe, megfelelé differencidlegyenlet(ek) felallitdsaval.
Eredetileg ennek f6 motivaciéja az volt, hogy ha egy statisztikus térelméletben a fluktudci-
6k kiszamitasa végett perturbacioszamitast épitenénk fel S valamely kicsiny paramétere(i)
szerint, a kritikus pontban infravords (nagy hullamhosszu fluktuaciokbél eredd) divergen-
cidkat kapnank (ha d < 4). A fenti 6tlet szerint azonban a hulldmszamok kozott fokozato-
san lépdelve az utébbi probléma biztosan elkertilhetd, hiszen a leghosszabb hulldamhosszi
modusokat sosem érintjiik. Két kozbenso skala kozotti kiintegralas miiveletét nevezziik re-
normalasi csoport transzformaciénak. Az eredeti gondolatmenet szerint Z (J = 0) minden

1épés utan el6éll egy redukalt funkcionalintegral alakjaban,

Z= /Dci(f) exp (— Sil]), (1.4)

ahol a funkcionalis integraciés mértékben, és a hatasfunkcionalban is felbukkano k skalapa-

raméter (cutoff) azt a kézbens6 hulldmszamot jelzi, amelyen tuli médusokat mér figyelembe
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vettitk (tehat csak az ennél kisebbekre van integrélds). Wilson az Si—ban szerepld csatolési
allandok k—fiiggésére allitott fel differencidlegyenleteket, melyek k& — 0 megoldaséaval vizs-
galta Z tulajdonsigait. Ezzel komplementer, de teljesen ekvivalens megfogalmazas, hogy

S helyett Z-—nek adunk k—fiiggést, ahol definicio szerint
2, = /DéIB(f) exp (— S[9]). (1.5)

Ut6bbi abban az értelemben komplementer (1.4) —hez képest, hogy itt a k—ndal nagyobb
modusokra integralunk, és ezesetben Z; —ra allithatunk fel differencidlegyenletet. Mind az
(1.4), mind az (1.5) megfogalmzazas esetében gy gondolkozunk, hogy valamilyen, a rend-
szerre jellemz6 mikroszkopikus A skalatol & = 0 —ig 6sszeadjuk az Osszes mddus jarulékat,
ezzel végeredményben a teljes Z allapotosszeget allitjuk elo. Egy statisztikus fizikai rend-
szerben tipikusan A ~ 1/a, ahol a rendszert jellemz6 mikroszkopikus Osszetevék téavolsdga
(racséllando), mig egy kontinuum sok véltozdt tartalmazé térelméletben értelemszertien
A = 0.

Az (1.5) egyenlet megfogalmazasa azért érdekesebb, mert az eredeti gondolatmenet al-
talanositasara ad lehetséget. Vegyiik észre, hogy (1.5) szerint Zj, —ban szigortian csak olyan
modusokra integralunk, melyek hulldmszama nagyobb, mint k. Lehetdségiink van azonban
Zp—t altalanosabban is definialni, melyben az infravoros fluktuaciok nem egzaktul vannak
kil6ve, hanem folytonosan csékkentjiik le a hatdasukat nullara (a rovidebb hullimhosszak
fel6l kozelitve). Ekkor az a karakterisztikus hullimszam, ami szétvélasztja a fluktudciokat
abbdl a szempontbol, hogy bekertilnek-e effektive a funkcionalintegralba, valik a k val-
tozéva. Ezt a konstrukciot egy Ry, un. regulator fiiggvényen keresztiil érjiik el, melynek

segitségével a skalafiiggo allapotosszeg altalanositott definicidja

= [Ddexp ( _ §[®] - ;//éRké) (1.6)

Az S klasszikus hatds mellé bevezetett regulalo tagot érthetjiik direkt, vagy Fourier—térben

is:

[ [eor-pb-a. 1)

N | =

1 z oz 1 XN (= G
5| [ord = 5 [ [e@R(E70@) =
2 2 Jz Y

ahol Ry —t érdemes funkciondlis értelemben diagonélisnak valasztani,

Ri(p,4) = Bi(q)(2m)*6(7 + ), (1.8)
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Ry(a)

1.1. abra. Egy tipikus regulatorfiiggvény alakja, mely az alacsony hullamszamt médusokat

befagyasztja, a magasakhoz pedig nem jarul hozza.

és a fentieknek megfelelve az Ry (q) matrixtol azt koveteljiik meg, hogy az infravoros mo-
dusok ,tomegét” naggya tegye, befagyasztva ezaltal a fluktuacidikat. Eszerint az Ry (q)
métrix 6sszes diagondlis eleme |q]? > k? esetén kicsi, mig |q]*> < k? esetén nagy kell,
hogy legyen, a kozbenso értékekre pedig valamilyen modon interpolalnak, 1d. az 1.1 dbrét.
Vegyiik észre, hogy (1.6)—ben minden moédusra integralunk, és val6jaban az Ry reguld-
tor hatasa kovetkeztében lesznek az infravoros fluktuaciok fokozatosan kisebb sulytak a

funkcionalintegrélban. Az eredeti wilsoni valtozatnak, 1d. (1.5), értelemszertien az
RY({) = lim M?*O(k*—-g% -1 (1.9)
M?2—00

élesen levagd regulator felel meg, ahol az M? — oo feltétel a k-nal alacsonyabb hulldmsza-
mu fluktudcidkat egzaktul eliminalja. Ez azonban csak egy specialis valasztas, és érdemes
lehet a regulator fiiggvény specifikacioja nélkiil felallitani skalafutast leiré differencidlegyen-
leteket.

Kényelmi okokbdl valojaban nem Zp—val, hanem a neki megfelel6 effektiv hatassal ér-

demes dolgozni, mely definicié szerint

Du[®] = — log Z,[J] —/J<I> - ;//@chb, (1.10)

ahol ismét & = —{§log Z,[J]/dJ, a jobb oldal utolsé tagjat pedig kényelmi szempontbdl
vontuk le. Az alabbiakban megadjuk a skalafiiggo effektiv hatas, a 'y k—fiiggését leird

differencialegyenletet.
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1.2. A Wetterich—egyenlet

A Wetterich—egyenlet levezetéséhez érdemes felexponencializalni (1.10) mindkét olda-
hogy az 6sszefiiggé kétpont fliggvény a masodik valodi vertex inverze, I'y—ra a kdvetkezo

renormalasi csoport egyenletet kapjuk:
_ ! (2) .
OiT4[®] = 5 Tr (T} + Ri) ™ [®]0k Ry (1.11)

melyet Wetterich—egyenletnek is hivunk [1]. Ttt F,(f) a ['y figgvény masodik funkcionalis
derivéltja ® hattéren, és (1.11) jobb oldalan szerepld integral ismét értékelmezheté direkt—
vagy Fourier—térben is. Az Ry matrix tulajdonsagaibdl kévetkezéen I'y = S, ahol S a
klasszikus (mikroszkopikus) hatéds, melyben definici6 szerint semmilyen fluktudci6é nincsen
figyelembe véve. Praktikusan, (1.11) megoldédsa sordn a k = A ultraibolya skélardl, S—bél
kiindulva leintegralunk k& — O-ra, hogy megkapjuk a teljes effektiv hatast, ['y—g = I't.
Vegyiik észre, hogy (1.11) az aldbbi alakba is irhato:

1~
OiTe[®] = 50k TR Log (TP + Ry)[®], (1.12)

ahol a logaritmus fiiggvény és a TR operacié is funkcionalis és matrix értelemben is értendd,
O, pedig egy olyan differencidloperdtor, mely csak az Rj—ban szerepls k—fiiggésre hat.
Az (1.12) felirds azért érdekes, mert ismeretes, hogy a ,trace log” miivelet adott inverz
propagator koriili kifejtés esetén 1-hurok diagramokat general le. Elsore nem egyértelmii,
hogy a Wetterich-egyenlet hogyan lehet egzakt, ha bel6le minden renormélasi csoport
futas egyhurok diagramokbdl kikeverheto. A feloldas abban &ll, hogy barhogyan is fejtjiik
ki a regulalt Ff}% = Ff) + Ry kétpont fliggvényt, benne teljesen fel6ltozott vertexek és
hullamfiiggvény renormalasi faktor is van, melyek hordozni fogjak azokat a jarulékokat,
melyek a szokvany perturbativ kifejtésben magasabb hurokszamnal jelennek csak meg.
(2)0

Ha bevezetiink egy alkalmasan valasztott I'y'p, regulalt, ® fiiggetlen (pl. szimmetrikus

fazisbeli), de feloltozott propagatort, akkor egy érdektelen konstans faktortél eltekintve
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(1.12) -bél a
Ok [®] = ;5]{ Tr{/p /p (Fg?)il(pl,pQ)P(—pz,—pl)
- ;/m /p2 /ps /p4 (Fz(jgao)_l(p1,p2)13(_p2,173)(F;(C?g)_l(—pg,p4)P(—p4, —p1)
* éll/pl /p2 /p3 /1,4 /p5 /p6 (sz,RO)_l(plap2)P(—p2,p3)---P(—p6,—pl) + }

(1.13)

osszefiiggést kapjuk, ahol a funkcionalis tracet Fourier—térben értékeltiik ki. A P fiigg-
vény az Osszes @ térfiiggést is tartalmazd egzakt F,(jg%, és a kifejtéshez hasznalt, altalaban
nemperturbativ F,(f}g kétpont figgvény kiillonbségét jelenti. Konnyen latszik, hogy (1.13)
valoban egyhurok grafokat general, melyek (F,({f}g)*l propagatorokbdl, és a P—ben talalhato
vertexekbél épiilnek fel. Erdemes ismét felhivni a figyelmet arra, hogy az igy generélt ki-
fejtés nem azonos a szokvany perturbéacioszamitassal. Természetesen ha a hullamfliggvény
renormalasi faktortdl eltekintiink (Z, = 1), és pl. perturbativ propagatorral kozelitjitk
(F,S;g)’lft, akkor visszakapjuk a szokasos perturbativ egyhurok futasokat. Fontos latni

azonban, hogy (1.13) ennél lényegesen altaldanosabb kozelitések alkalmazasat is lehet6vé

teve egzakt Osszefliggés.

1.3. Lokalis potencial kozelités

Gyakran alkalmazott az in. lokalis potencial kozelités (local potential approximation

— LPA), melyben a
rel = [ K’“@(—A)@ V(@) (1.14)

feltevéssel éliink. Ennek akkor van féleg értelme, ha a I' funkcionalis derivaltjaiként el6alld
valédi vertexeket nulla impulzus mellett szeretnénk kiértékelni. Az irodalomban altalaban
az LPA elnevezés csak 7, = 1 mellett hasznédlatos, ha Z;, # 1, akkor LPA’ kozelitésrol
szokas beszélni. Mi ebben a dolgozatban nem tesziink elnevezésbeli kiilonbséget a két
eset kozott, és csak LPA-ként hivatkozunk rajuk. Az (1.14) kozelit6é alakot az (1.11)-es

Wetterich—egyenletbe beirva, homogén ® hatteret feltételezve Vj, futasara kapjuk, hogy

Vi [®] = /q T [(Zig? + V2 + Ri(g) ' [®)0cRi(q)], (1.15)

1
2
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ahol V?) a V,, fiiggvény masodik derivalt métrixa, és kihasznéltuk, hogy a regulator métrix
funkciondlis értelemben diagondlis, 1d. (1.8)—at. Itt fontos megjegyezni, hogy nyilvanvald
moédon 7, futdsanak meghatarozasahoz nem lehet homogén hattéren dolgozni, hiszen ekkor
a kinetikus tag azonnal kinullazodik. A dolgozat késébbi szakaszaiban, ahol sziikségiink lesz
hullamfiiggvény renormalasok futasara, a konkrét problémakhoz igazitva adjuk meg azok
skalafiiggéseit.

Egy egyszeri példanak okaért, egykomponensti ® = ¢ mez6 esetén, 7, = 1 feltevéssel

a Vj, effektiv potecialt Taylor—sor alakban elképzelve,
Vi(@) = mi¢® /2 + Mt /A + wd® + wid® + ..., (1.16)

(1.11) segitségével a k—fiiggést leiré renormalési csoport egyenleteket vezethetiink le a mj,
Ak, Uk, Wk,... egyutthatékra. Ehhez (1.11) mindkét oldalat ¢ szerint haladé sor alakban
irjuk fel, majd azonositjuk a bal és jobb oldalakon az egyes Taylor—egyutthatékat. A Vj
méasodik derivaltjara kapjuk, hogy

Vi (@) = m? + \ed? /2 + 30urd* + 56wy + .., (1.17)

amit behelyettesitve (1.11)-be, a regulator fiiggvény megvélasztdasa utan megkaphatjuk a
csatoldsok (nulla impulzust n—pont vertexek) skalafutasat. A wilsoni regulatort hasznalva,
1d. (1.9), (1.11)-bél a Taylor—egyiitthatok futdsira, vagyis a rdjuk vonatkozd renormaldsi
csoport transzforméciokra kapjuk, hogy (Qq = 2/[(47)%?I'(d/2)] a szogintegralbél kovet-
kezik)

Aok 3\ K

o kO =0
2 k24m2 T T (2 m2)

kopm; = —Qy (1.18)

ahol a magasabb rendii tagok jarulékait elhagytuk, illetve a ~ ¢% és azon tuli Taylor—
egyutthatok futdsat nem irtuk le. Ahogy vartuk, az (1.18) egyenletek reprodukéljak Wilson
eredeti, 1-hurok szamitdasbol kapott eredményeit. Ezek értelmezésébe itt nem megytink
bele, az olvas) részletesen megtaldlja a fenti futdsok alkalmazasait pl. a [17] kényvben.

A késébbiekben tobbszor el fog kertilni a 3 fiiggvények fogalma. Ezek definici6 szerint
a csatolasok k altal dimenzidtlanitott valtozatainak logaritmikus derivaltjai. Elébbieket a
tovdbbiakban minden esetben egy felsé vonal jelzi, pl. m; = m2 /k?, és igy az idevonatkozé

B fiiggvény B2 = kOyms.
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Erdemes tudni, hogy a csatoldsok futdsai 4ltaldban regulatorfiiggéek, azonban ha mi =
0, akkor lokalis potencial kozelitést alkalmazva, barmilyen szimmetriaju elmélet esetén
d = 2 —ben a tomeg(ek), d = 4 —ben a negyedfoku csatolas(ok), altaldban pedig d = n

esetén az n—edfoku csatolds(ok) futdsa univerzalis.

1.4. Optimalizalt renormalasi csoport futasok

Miel6tt a Wetterich—egyenletet kiillonb6z6 probléméakra alkalmaznank, meg kell jegyez-
niink, hogy a wilsoni regulator hasznalata [Id. (1.9)] altaldban nem vezet optimalis koze-
litésekhez. A futdsi egyenlet optimalizacidjat els6ként Litim vetette fel [18, 19], aki LPA
jellegti kozelitésekre vonatkozoan allitott fel optimalizacios kritériumot és vizsgalta annak
kovetkezményeit. Az aldbbiakban ezen eredményeket tekintjiik roviden at.

Az LPA kozelitésben érvényes futdsi egyenletet (1.15) mutatja. Tételezziik fel, hogy
az Ry(q) regulator az egységmatrixszal ardnyos, azaz minden médust ugyanaz a fiiggvény
regulalja. A jobb oldal struktirajabél lathato, hogy a futasi egyenlet szingularissa valhat,
amennyiben a Vk@) valamelyik sajatértéke, és az un. gap fiiggvény, C(q) = Znq® + Ri(q)
Osszege valamely ¢ —ra eltlinik. Tipikus példa lehet egy szimmetriasérté potencial, mely-
ben bizonyos & pontokban Vk@) valamely komponense annyira negativva valik, hogy az
kompenzalja a gap fiiggvényt, igy a (1.15) jobb oldala szinguldrissa valik. Ilyen esetben a
Wetterich—egyenlet jobb oldalat nem lehet integralni, vagyis az effektiv potencialra vonat-
kozo6 renormalasi csoport futas értelmezhetetlen. Kézenfekvo optimalizacios kritériumnak
bizonyulhat tehét egy olyan Ry(q) fiiggvény valasztésa, melyre ilyen szingularitasok a g sze-
rinti integralaskor minél kisebb ® tartoméanyon jelenjenek meg. Matematikailag azt lehet
mondani, hogy keressiik meg a C(q) fiiggvény ¢ szerinti minimumat, majd azt probaljuk
meg Ry(q) szerint maximalizdlni. Ezzel elérjitk azt, hogy Vk,(z) esetlegesen negativ sajat-
értékei a lehetd legkevésbe tudjak kompenzalni a gap fliggvényt, vagyis a futasi egyenlet
minél kevésbe legyen képes elvesziteni matematikai értelmét. Konnyen belathatd, hogy
min, C(q)/Z; < k?* vagyis a minimum helyre el6irhaté optimélis érték Cop = Zpk?
Barmilyen Ry(q) fiiggvényt, melyre a gap minimuma felveszi a C,, értéket, optimalis re-
guldtornak nevezhetiink. Litim azt mondta, hogy miért ne valasszuk meg Ry (q) —t ugy,

hogy a C(q) gap figgvény ne is fliggjon ¢-t6l, viszont vegye fel mindeniitt a Cop értéket.
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Ebbél arra jutunk, hogy Ry.(q) = Zi(k*—q?), ami természetesen fizikailag helytelen, hiszen
a regulatornak nagy impulzusokra nulldhoz kell tartania. Ezt azonban konnyen megoldhat-
juk gy, ha az egészet megszorozzuk O(k*—¢?) -tel. Igy egy optimalis reguldtor a kovetkezd

valasztas:
Ri(q) = Ze(K* — ¢)O(K* — ), (1.19)

melyet Litim-regulatornak is hivunk. A dolgozat egy jelentés részében ezzel a regulator-
ral fogunk dolgozni. Meggondolhatd, hogy a gap fliggvény valdjaban az (1.15) egyenlet
megfeleléen definidlt amplitudé kifejtésének konvergenciasugarat is megadja. Ennek maxi-
malizdlasa tehat a szoban forgd kifejtés konvergenciatulajdonsagainak optimalizacidjat is
magaba foglalja. Ez kiillonosen fontosnak bizonyulhat akkor, ha V) —t valamilyen sor alak-
ban képzeljiik el, hiszen ekkor valojaban a sor egyes tagjainak futasat optimalizaljuk. Az
érvelés részleteibe itt nem megytink bele, az olvaso részletesen tajékozodhat réla a [18, 19|
tanulmanyokban.

A (1.19) altal definiélt regulatort beirva (1.15)-be (tobbkomponensii mezé esetén azt

az egységmatrixszal ardnyosnak tekintve), az alabbi egyenletet kapjuk:

Q
OV = K (L o/ (d +2)) Te (8 4+ VP /Z,) (1.20)

ahol ny = kOpZi/Zk és Vk(z) a Vp fuggvény masodik derivalt matrixa. Amennyiben az
anomalis dimenzid kicsi, jo kozelitésnek bizonyul a Z, = 1 valasztas, ekkor a méginkabb

egyszeri
Q
Vi = F‘ikdﬂ Tr (K% + V)~ (1.21)

alakot kapjuk.

1.5. Véges homérsékletii futasok

Az FRG formalizmus, és a (1.11) Wetterich—egyenlet nagyon egyszeriien altalanosithato
véges hémérsékletii statisztikus térelméletekre. Ilyen rendszerekben a klasszikus (euklide-
szi) hatds egy 7 képzetes id6 irdnyu integréallal egésziil ki, és minden térfogati integralban

a [, — foﬁ dr [, helyettesitést kell elvégezni, ahol § = 1/T az inverz hémérséklet. Ennek
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megfeleléen a Fourier-térbeli integrélok a [, — T3, [, mddon valtoztatandoak meg,
ahol w,, a rendszert jellemz6 bozonikus (w,, = 27nT’) vagy fermionikus [w,, = 27(n+1/2)T]
Matsubara—frekvencidk. Ezek a frekvencidk az impulzus képzetes id6 iranyahoz tartozéd
vettiletében jelennek meg. A Wetterich—egyenlet mindezek alapjan véges homérsékleten
formailag teljesen azonos az (1.11) egyenlettel, ha benne az elébbiek szerinti formalis at-

alakitasokat elvégezziik. Lokélis potencidlis kozelitésben igy (1.15) felhasznalasaval
T -1
Vi@ = 3 Z/ Tr [(Zk(wi +¢%) + Vi + Ri(wn, Q)) [®]0k Ry.(wn, Q)} (1.22)
wn V4

adodik. Kiilonosen egyszerti alakot kapunk akkor, ha a regulatort frekvenciafiiggetlennek
tessziik fel, de ettél eltekintve a mar targyalt Litim véltozatot hasznaljuk, Ry(w,,q) =
Zp(k? — ¢*)O(k* — ¢?). Ez azt jelenti, hogy a Matsubara—szumméat nem reguldljuk, csak a

térszer integralt. (1.20) alapjan

Q
O Vi = dedﬂ (L m/(d+2)TY Tr(w2 + K+ VP /Z) 7, (1.23)
ahol a valds térbeli dimenziészamot tovabbra is d-vel jeloltik. Z, = 1 kozelitésben a

skalafejlodést leird egyenlet a

Q
aka — jdk.d—HTZ Tr (wi + k,2 + V*k(Z)>—1 (124)

alaktra egyszertisodik.

1.6. Fermionok

A fejezet végén roviden szolunk a fermionokkal kapcsolatos kiillonbségekrol. Egy 1 fer-
mionikus mez6 definicié szerint Grassmann—valtozd és komplex. Utobbi miatt a ¢ és a
Dirac-adjungaltja, ¢, fiiggetlen valtozoként kezelhetd. Eszerint akdrmilyen bels6 szimmet-

) métrix biztosan legalabb 2 x 2-es, és

ria nélkil is a Wetterich—egyenletben szereplo F,(f
tipikusan off-diagondlis, hiszen 0°T'/0v? = §2I',/8? = 0. Vegyiik azonban észre, hogy
a valtozok Grassmann jellege miatt 02T /6¢0¢) = —6°T;/61pde, ami azt jelenti, hogy a
Wetterich—egyenlet jobb oldaldn a tracet kiértékelve a fermionok jaruléka mindig negativ
lesz, és hordozni fog egy 2-es faktort a bozonokéhoz képest (el6bbit lehet értelmezni gy

is, hogy a fermion hurkok negativ eléjelet kapnak a felcserélési relaciok miatt). Hallga-

tolagosan feltéve, hogy a fermionikus regulatormatrix is a kinetikus tagnak megfeleléen
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off-diagonalis, a Wetterich—egyenlet fermionokra a

alakot oOlti. Itt a szokasos, bar kissé pongyola jeldlésben Ff) a 02Ty, /0161 derivaltat jeloli,
és a trace csak a lehetséges bels6 indexekre vonatkozik. Ha bozonok, és veliik nem keveredo

fermionok is vannak a rendszerben, akkor felirhaté a

0Ty = ; [ ] 1[0+ Bup) uBis] — [ [ T (00 + Rup)OcBir] - (1.26)

osszefiiggés, ahol a B (F) index a bozonokra (fermionokra) vonatkozik. Amennyiben olyan
elméletiink van, melyben a bozonok és a fermionok viszont keveredni tudnak, és rdadasul
olyan hattéren dolgozunk, ahol ez a keveredés a kétpont fiiggvények szintjén meg is valosul,
akkor a (1.26) egyenlet nem érvényes, és érdemesebb az eredeti, (1.11) alakot hasznélni,

)

gondosan tigyelve a bozonikus és fermionikus mez6kbdl felépiil6 F,(f matrix strukturajara.






2. fejezet

A kiralis fazisatalakulas rendje a

QCD-ben

2.1. Kvantumszindinamikai bevezeto

Az elemi részek fizikajaban az erds kolesonhatas napjaink egyik legprominensebb, széles
érdeklodést kivalto tertilete. Kvantummezéelmélete, a kvantumszindinamika (quantum ch-
romodynamics — QCD) bar mar kozel 50 éve ismert, a mai napig szamos hozza kapcsol6dé
jelenség megértésre var. A QCD mértékelmélet, melynek szimmetriacsoportja SU(3), és
melyhez N; db kvarkmez6 térsul, ahol Ny az tn. kvarkizek, mint belsé szabadsagi fokok
szama. Ezek mindegyike mértéktranszformacié soran az SU(3) mértékscsoport fundamen-
talis dbrazolasa szerint transzformalédik. A természetben Ny = 6 (u,d,s,b,c,t kvarkok
létezése ismert), de szamos alacsonyenergids jelenség szempontjabol tokéletes leirast ad az

Ny = 2,3 megszoritas. Ennek oka a kvarkok

m, = 23MeV, my=48MeV, my,=95MeV,

m. = 1275MeV, my =4180MeV, m; = 173210 MeV (2.1)
tomegeinek hierarchidja, mely mutatja, hogy pl. egy tipikus 1 GeV —et el nem éré karakte-
risztikus energidju folyamat szempontjabél az Ny = 3, mig néhany tiz MeV esetén Ny = 2
valéban j6 kozelités, hiszen a magasabb tomegl gerjesztések nem tudnak megjelenni a

szoban forgd folyamat soran. A QCD Lagrange fliggvénye

1 a va — (-
L = _EG;WG“ + q; (Z’}/”(Du)zj — méij)qj,

17
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ahol G}, = 0,G}, — 0,G}, + g f“bCGZGi a G, mértékmezOkbol allo térerdsségtenzor, D), =
Oy — igGLT* pedig a kovaridns derivdlt. A kvarkmezdket egységesen ¢; jeloli (csak a szin
indexet irtuk ki), v# pedig a Dirac-matrixokra utal. Az m matrix a fenti kvarktomegeket
foglalja magaba, mérete az izek Ny szamatol fiigg. Az elmélet fontos tulajdonsiga, hogy
m = 0 esetén egy globélis U(Ny) x U(Ny) kirélis szimmetriaval (is) rendelkezik, mely az
iz térben hat, és a kvarkok, mint Dirac—fermionok jobb— és balkezes projekciéihoz tartozo,
Lt invaridnsul hagyé (kiralis) unitér operacioit foglalja magaba. A fentiek szerint termé-
szetesen m # 0, de egy jellegzetes energiaskala fiiggvényében hasznos U(2) x U(2) vagy
U(3) x U(3) kozelité kirélis szimmetridrdl beszélni.

Ismeretes, hogy a konnyl pszeudoskalar mezonok tomegei arrél arulkodnak, hogy a
QCD alapéllapotaban a (Gq) kondenzatum nemnulla értéket vesz fel, amib6l az kovetkezik,
hogy a U(Ny) x U(Ny) (kozelitd) kiralis szimmetria spontan sériil, a U(Ny) x U(Ny) —
Uy (Ny) mintézatot kovetve. Itt a megmaradd szimmetria olyan kirdlis transzformaciokat
jelol, melyekre a bal— és jobbkezes transzforméaciés paraméterek megegyeznek (vektor szim-
metridk). Szintén fontos tudni, hogy az elmélet kvantumos valtozataban a kirélis szimmet-
ria Uy(1) részesoportja, mely olyan, az egységmétrixszal ardnyos transzforméciokat foglal
magéba, melyekben a bal- és jobbkezes paraméterek egymads ellentettjei (axidlvektor szim-

metridk), anomalisan is sériil.

Ebben a fejezetben a kiralis szimmetria spontan sériilésének véges hémérsékletii hely-
redllasaval foglalkozunk. Célunk annak a kérdésnek a megvalaszolasa, hogy az atalakulas
rendje a kirdlis limeszben (vagyis zérus kvarktomegek mellett) lehet—e folytonos. A kérdés
évtizedek Ota vita targya. Els6ként Pisarski és Wilczek foglalkozott a kérdéssel [20], és
rdmutattak arra, hogy a mezonikus fluktudciok figyelembevétele barmilyen Ny > 1 egész
szam esetén megkeriilhetetlen. Eredményeik szerint a fluktuaciok kovetkeztében nem létez-
het infravoros renormalasi csoport fixpont a rendszerben, vagyis az masodrendii atalakulast
nem mutathat. Az eredeti analizis azon a feltételezésen alapult, hogy az axialis anomalia
termalis fluktuaciok hatasara eltlinik a kritikus pontban, melyrol azonban bebizonyosodott,
hogy ha az mégis megmarad, és mértéke kellden nagy a kritikus pontban, Ny = 2 esetén
masodrendiivé valtoztathatja az atalakulast, O(4) kritikus exponenseket mutatva. Ny = 3
esetén azonban az anomadlia az adtalakulds rendje szempontjabél semmilyen relevanciaval

nem rendelkezik, és mindenképpen elsérendi dtmenet adodik [21].
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Késébb arra utal6 jelek jelentek meg, hogy az atalakulds Ny = 2 —re még akkor is
mésodrendii jelleget Olthet, ha az axiélis Us(1) szimmetria nem all helyre az atalakulési
hémérsékleten [22, 23], ekkor az el6bbi viszont feltehetéen egy mésik univerzalitasi osz-
talyba tartozik. Ehhez hasonl6 eredmények azonban Ny = 3 esetén tovabbra sem adddtak,
és kés6bb tankonyvi anyagga is valt, hogy az atalakulds nem lehet folytonos [24]. Korabbi
racs QCD szimulacidk is megerdsitették az dtalakulds elsérendii jellegét [25, 26, 27|, de
fontos szem el6tt tartani, hogy a szoban forgd szimulacidkban a levagas miatt megjeleno
numerikus hibak tipikusan igen nagyok, és olyan allitasok is napvilagot lattak, hogy az
atalakulés elsérendii jellege val6jaban megkérdéjelezhetd [28]. Fontos hangsilyozni, hogy a
racs QCD szamolasokndl sziikségszertien fellépd legfobb probléma az, hogy nulla kvarkto-
megek mellett a fermion determinans szingularissa vélik, és kozvetlen méd a szimulaciora
nem képzelhetd el. A kirdlis limesz véges kvarktomegeken keresztiil torténo megkozelitése
pedig oriasi szamitasi kapacitdsokat emészt fel, mikdzben a kontinuum és végtelen térfogati
limeszeket is kezelni kell. Bar a numerikus kapacitasok az idé elorehaladtaval megsokszo-
rozddtak, ezen problémak a mai napig komoly kihivas elé allitjak a racsszimulacidékkal

foglalkozokat.

Az axialis anomalia homérsékletfiiggése a kiralis limeszben szintén vizsgalatok targyat
képezi, és nincs altalanosan elfogadott allaspont a kérdésben. Szamos tanulméany jelent
meg az elmult évtizedben, melyek az axidlis Us(1) szimmetria helyredllasa mellett [29,
30, 31], és ellen [32, 33, 34, 35, 36, 37| érvelnek. A fejezet kovetkez6 részeiben azt fogjuk
probalni megmutatni, hogy a kiralis atalakulas rendje zérus kvarktomegek mellett nagyon
érzékenynek bizonyulhat az anomalia véges homérsékletii fejlédését illetéen. Az ezirdny,
mind racs QCD, mind effektiv modelleken alapulé kutatasok tovabbra is meglehetésen

nagy jelentdséggel birnak [38].

Szamos korabbi tanulmanynak ellentmondva, a kozelmiltban racs QCD szimulaciok
arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy eltind kvarktomegek mellett az atalakulas masod-
rendii [39, 40]. Ezen eredmény azonban komoly ellentmonddsban van a fentebb felidézett
renormaldsi csoport alapi érvelésekkel [20, 21], hiszen utébbiak szerint nem létezik infravo-
ros fixpont a rendszerben, ami viszont sziikséges feltétele lenne egy masodrendii atalakulas
megjelenésének. F6 motivacionk ebben a fejezetben az, hogy ramutassunk, az ellentmondas

a funkcionalis renormaldasi csoport segitségével feloldhatova valik.
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2.2. Ginzburg—-Landau elmélet

A fazisatalakuldsok elméletének egyik alappilére a Ginzburg—Landau paradigma, mely
azt mondja, hogy ha egy fizikai rendszer kelléen kozel van egy folytonos (masodrendii)
vagy nagyon gyengén elsorendii fazisaitmenethez, akkor a mikroszkopikus szabadsagi fokok
fluktuacidinak rovid hullamhosszakra torténd kiatlagolasa soran létrejon egy effektiv, a
rendszerhez kapcsolhato @ lokdlis rendparaméter, ami az atalakulasi ponttol vald tavolsa-
got jellemzi, és igy az ultraibolya szabadenergia (ami az eléz6 fejezetben definidlt klasszikus
hatdsnak, I'y = 9, felel meg) ® szerint Taylor—sorba fejthets. (Itt A ~ 1/a, ahol a a racs-
alland6, aminél kisebb hullimhosszi fluktuaciok mar kiintegralasra keriiltek.) A teljes I'
szabadenergia (térelméleti nyelven az effektiv hatéds) a @ teljes spektruméra vonatkozé fluk-
tudcidinak figyelembevételével adédik ki, mely viszont méar nem analitikus (az atalakulési
pontban). Ennek oka az, hogy masodrendii fazisdtalakuldsok soran a rendszerek énhason-
16véa vélnak, a rendparaméter(ek) fluktuaciéi minden hullimhosszon relevansak lesznek, és
a végtelen térfogati limeszben nemanalitikus viselkedést alakitanak ki. A I'y funkcional
fenomenolégiailag adandé meg, a Ginzburg-Landau elmélet szerint arra kell figyelni, hogy
a rendszer szimmetriai dltal megengedett Osszes tag meg tudjon jelenni a Taylor—sorban.

A kiralis szimmetria csoportja U(Ny) x U(Ny), ami alapjan a mikroszkopikus kvark—
és mérték szabadsagi fokok (képzeletbeli) kiintegralasa utan kialakulé ® mezd egy Ny x Ny
—es komplex métrix, melyen a kirdlis szimmetria ® — L®R! médon abrazolédik, ahol L
és R a bal- és jobbkezes kirdlis transzformaciokhoz tartozé unitér Ny x Ny —es matrixok.
Erdemes a

d=> (s"+in")T" (2.2)

a
parametrizaciéval dolgozni, ahol s* és 7 valés mezdk, T* (a = 0,...8) pedig egy bdzis
az Ny x Ny —es matrixok terében. Utébbit lehet pl. az U(Ny) Lie-algebra generdtoraival
azonositani, Tr (T°T°) = §%/2. Az elsé kérdés, hogy az ultraibolya szabadenergia ® szerinti
Taylor—soraban milyen kombinaciék jelenhetnek meg, melyek 6rzik a kirdlis szimmetriat.
Tér szerinti derivaltakat nem tartalmazo tagokra vonatkozoan kézenfekvé médon az alabbi

invarians tenzorok megfelelnek a kritériumnak:

I = Tr (01®), I, = Tr(®Tdd'd), I3= Tr(d'0d'0d®), .. [, = Tr ()" (2.3)
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Fontos azonban tudni, hogy Ny = 2 esetén I,>2, mig N ¢ = 3nal L3 (altaldban Ny iz
esetén I, ;) kikeverheté az alacsonyabb indexti invaridnsok segitségével. Az is megmutat-
haté, hogy U(Ny) x U(Ny) szimmetria esetén az el6bbiektdl fuggetlen kombindciok nem is
képzelhetoek el, melyek 6riznék a kiralis szimmetriat. Késobb latni fogjuk, hogy kényelmi

okokbdl I, helyett érdemes 4ttérni az

L = Tr(®'®), I = Tr(d'd— Tr(d'®)/N;)?,
I; = Tr(®'® — Tr(®T0)/Ns)3, ... (2.4)

invariansokra. Az U4(1) anomalidt szintén figyelembe kell venniink. Kénnyti megmutatni,

hogy a
Tiet = det @ + det &,  Ip = det DT — det @ (2.5)

kombinacidk a teljes U(Ny) x U(Ny) szimmetridra nézve invaridnsak, leszamitva az Ua(1)
faktort. Fontos észrevétel, hogy Iue azonban tértitkrozéskor eléjelet valt, ezért nem jelenhet
meg az effektiv hatdsfunkcionalban. Ez azt is jelenti, hogy I 3. 6s hatvanyai viszont elvben
bekertilhetnének a Taylor—sorba, ezekrdl viszont megmutathato, hogy nem fiiggetlenek, pl.

Ny = 3 esetén
2. =13, +4I3 /27 — 21,1, /3 + 4l /3. (2.6)

Hasonlé megfontoldsokbél pl. a det ®T - det @ kombinacié sem fiiggetlen invarians.

A fejezet hatralévo részében a fenomenoldgiailag legérdekesebb, Ny = 3 esettel foglal-
kozunk. A fentiek szerint az ultraibolya szabadenergia (derivdltakat nem tartalmazo része)
®—t6l nem tetszolegesen, hanem az alabbi négy invarianson keresztiil fligghet csak: I, I,

I3, Iget. A szabadenergia valamely k skalan Taylor—sor alakban a kévetkezo:

D [@] = /dda: [Vk[qﬂ 4 Te[9,010,8] + ...,
Vil® = miply + aplaes + grili + gonls
+op Dy Laes + M i Ly + Aot Lo + a9 130 + ganls + ... (2.7)
ahol a magasabb rendi derivaltakat, illetve a ®—ben magasabb rendii tagokat elhagytuk,

igy garantalva, hogy d = 3 dimenzidban az Osszes perturbative renormalhat6 operator

megjelent a kifejtésben. Vegytik észre, hogy a (2.7) Ginzburg—Landau kifejtés a korabban
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targyalt LPA kozelitéssel teljesen konzisztens 7, = 1 valasztassal, hiszen csak masodik
derivaltak szerepelnek benne, illetve az LPA -ban szereplo V. effektiv potencial pedig az
1.3 —dik szakaszban targyaltakkal analég médon Taylor—sorként 4ll el6ttiink. A (2.7)—t be-
irva az LPA—ban érvényes, optimalizdlt renorméalési csoport futési egyenletbe, 1d. (1.20)-ot
Zr = 1 esetén, elvben megkaphatjuk az Osszes csatolas futasat. Erre hamarosan visszaté-

runk.

2.2.1. € sorfejtés

Az aldbbiakban attekintjik az eredetileg a szokvany térelméleti (perturbativ) renorma-
lasi csoportbol megkapott, d = 4 — e dimenzidban érvényes, a g; és go—re vonatkozo futéasi
egyenleteket [20]. Ezek az FRG-b6l is levezethetek, az alabbi médon. Vegytik észre, hogy
d =~ 4 dimenziéban a perturbative renormalhaté csatolasok szama négyre redukalodik:
m3, g1k, 9ok, ar marad. Ebbdl els§ korben ay —t kézzel elhagyjuk (a hatdsira mindjart
visszatériink), és mivel d > 4 esetén a gaussi fixpont infravoros stabil, ezért d = 4 — e
esetén azt varjuk, hogy ha meg is jelenik 14j fixpont, az perturbativ lesz a gaussi koriil.
Ennek megfeleléen a kritikus pontban az m3 ~ 0 kozelitéssel élve, ¢ < 1 feltételezéssel a
§ figgvényekre az aldbbi kifejezések adédnak (1.20)-bol:

N;+4_, Ny 303

_ - 2 - =

By = —€q1+ A2 g1+ Pglgz + Ar2’ (2-8a)
_ 3 _ N, _

ng = —€gs+ ﬁQIQQ + 277:29; (2-8b)

ahol (1.20)—et egy kétkomponensii hattéren értékeltitk ki (pl. @ = 50T + ssTs—on) azért,
hogy a két négypont csatoldshoz tartozé operatorok egyértelmiien szétvaljanak (megki-
lonboztethetéek legyenek) a renormélési csoport egyenlet jobb oldalan. Ehhez meg kellett
konstrualnunk a Vk@), 18 x 18—as méatrixot a fenti hattéren, melyet (1.20)—be helyettesitve, a
mezok szerinti sorfejtés utan az egyenlet jobb oldalan 6sszealld I és I invariansok egytitt-
hatoit Osszevetve a bal oldalon megjelend skalafutasokkal kaphatoak meg a g fliggvények.
Bar a fentiek szerint a Litim—féle regulatort hasznaltuk, ahogy arra korabban utaltunk,
d = 4 esetén (és igy az e sorfejtésben is) vezetd rendben a négypont csatolasok skélafiiggé-
sei regulatorfiiggetlenek. A (2.8) egyenletek Pisarski és Wilczek a fejezet elején is felidézett
hires eredményeit adjdk, melyek szerint ha a kifejezéseket d = 3 —ba (e = 1) elfolytatjuk,

nem létezik infravorosen stabil fixpont Ny > v/3-ra. Ha az a; anomadlia egytitthatot is
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hozzévessziik a rendszerhez, akkor beldthatd, hogy az csak és kizdrdlag Ny = 2 esetén ké-
pes kritikus jelenségekhez vezetni. Utobbihoz az kell, hogy a; kezdeti értéke nagyon nagy
legyen (szigorian véve végtelen), ekkor a renorméldsi csoport folyamok egy O(4) fixpont-
ba vezetnek alacsony skdldn. Ha azonban N; > 3, akkor a;-tdl fiiggetleniil azt kapjuk,
hogy a rendszer skalazé viselkedésre képtelen, igy ha létezik benne atalakulés, akkor az

(feltehet&en) elsérendii kell, hogy legyen.

2.2.2. Futasok d = 3—ban

Az € sorfejtés vezetd rendl eredményei 2022-ben ellentmondani latszanak a legtijabb
racs QCD szdmolasoknak [39, 40], melyek szerint a kirdlis limeszben, harom kvarkiz esetén
masodrendii az atalakulas. Ez azt jelentené, hogy a rendszerben mégis van egy infravoros
fixpont, melyet az € sorfejtés nem képes leirni. Megjegyzendd, hogy kordbbi, FRG-n alapuld
szamolasok is hasonld eredményekre vezettek [41, 42, 43], melyek azonban (az € sorfejtés-
hez hasonlbéan) nem a teljes operatorkészlettel dolgoztak, és valészintisithetéen ezért nem
voltak képesek infravoros fixpont(ok) leirasara. Az aldbbiakban a problémat szintén az
FRG médszer segitségével vizsgaljuk, és megadjuk a (2.7) kozelitésben megjelend kilenc
csatolas futdsat. Ezek mindegyike perturbativ értelemben renormalhaté d = 3 —ban, vi-
szont minden ezeken tili operator nemrenormalhaté. A futasok kiszamitdsa szempontjabol
fontos latni, hogy az FRG maddszer egyik nagy elénye, hogy nem kotelezd d = 4-hez kozel
dolgozni, tetszdleges dimenzidoban kiértékelhetd a skalafiiggést leiré Wetterich—egyenlet.

Fontos megjegyzés viszont, hogy szigoruan csak az e sorfejtésben mutathaté meg az,
hogy a nemrenormalhaté csatolasok csak a kifejtés magasabb rendjeiben befolyasoljak a
renormalasi csoport folyamokat, az FRG esetében nem egy kis paraméter altal kontrol-
lalt kozelitési sémaban dolgozunk, hanem feltessziik, hogy a vezeto rendii derivativ kifejtés
[1d. (1.14)—et] mellett a magasabb rendii operatorok hatdsa sem szamottevd. Minél koze-
lebb vagyunk a gaussi fixponthoz, ezt annél inkabb érvényesnek varjuk, altalanos érvényti
allitasok azonban nem tehetok. Az elhagyott nemrenormélhaté operatorok hatasainak fel-
térképezése ezért mindenképpen fontos kutatasi irany a jovoben.

A széban forgd kilenc csatolds, {m3, ak, g1k, G2k, ks M ks A2ks A2k, 93,6} futdsdhoz ismét
a Vk@) métrixot kell meghatdrozni alkalmas homogén (térfiiggetlen) ® hattéren, majd &

komponensei szerint (1.20) mindkét oldalat Taylor—sorba fejtve az invaridnsok megjelenése
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(6sszekombindlédasa) utan leolvashaték az egyes csatoldsok skédlafiiggése. A probléma az,
hogy a Vk@) matrix meghatarozasa teljesen altalanos hattér mellett nem valdsithaté meg.
Ennek nem elvi, hanem gyakorlati oka van. Az deril ki, hogy ahogyan egyre tobb nemnulla
atlagteret tesziink be a ®—ben 1év6 18 valds valtozo helyére, a (1.20) egyenlet jobb oldalan
szerepld k2 + Vk@) inverzének kiszamitasa praktikusan nem valosithatdo meg. Vegytik ész-
re azonban, hogy az e sorfejtésnél leirtakhoz hasonléan, valéjaban most sem kell teljesen
altalanos hattér mellett dolgoznunk. Annyi a cél, hogy a széban forgé hattéren (adott rend-
ben) a felbukkané invaridnsok ne keveredjenek Ossze, azok egyértelmiien szétvalaszthatéak

legyenek. Ez teszi lehet6vé a (§ fliggvények egyértelmii kinyerését az egyenletbol.

A hattérmezok valasztasanak egy lehetséges sorozata rendrdl rendre a kovetkezo. Az
O(p?) és O(¢?) rendekben nyugodtan valaszthatjuk a legegyszertibb, ® = s,Tj hatteret,
mely egyértelmilen meghatdrozza f3,,2—et és B,~t. Az O(¢*) rendben ugyanez a héttér 3,
meghatarozasat lehet6vé teszi, de mivel Iy|p—syr, = 0, nem alkalmas (,, kiszamitaséra.
Ehhez ebben a rendben &tmehetiink egy ® = sgTy hattérbe, mely bar dsszekeveri et
és Iy-t, B, birtokdban (,, mér egyértelmiien adédik. Az O(¢°) rendben visszatérhetiink
® = s9Tp—hoz, ami megadja fp-t. A szdmitas legbonyolultabb része az O(¢°) rend, mely
négy kiilonboz6 operatort tartalmaz, melyeket szét kell tudni valasztani. Ha kezdetben egy
& = imy1} tisztan képzetes hattérrel dolgozunk, akkor megkaphatjuk (), -et, ugyanis a
maradék harom tag ilyenkor nullat ad. 3, felhasznalaséval visszatérhetiink ® = s¢7Ty-hoz,
amely bar Osszekeveri 3y, és (,,-t, a masik ketto tagot kinulladzza, igy S, ismeretében [,
mar egyértelmiien adodik. Ami 8y, és By, —at illeti, ilyenkor muszaj egy kétkomponensii
hatteret hasznalni, mivel egy komponens esetén a megmaradt két invarians vagy egyiitt
eltlinik, vagy mindketten nemnulla értéket vesznek fel, ami nem teszi lehet6vé a megmaradt
két B fliggvény egyértelmii meghatarozasat. Egy kényelmes valasztéas lehet pl. & = sgTy +

1moTy, amibdl By, és By, egyszertien adodik.

Erdemes hangstlyozni, hogy bér a § fiiggvények természetesen egyértelmiiek, a hoz-
zajuk vezetd ut, vagyis a fent leirt hattérmezdk sorozatara mas valasztas is elképzelhetd.
Ahogy feljebb mar szerepelt, ha a kQ—I—Vk(Z) matrix tetszoleges hattéren konnyen invertalha-
t6 lenne, az egész procedira csak abbdl allna, hogy az (1.20) jobb oldaldt a mezdk szerint
Taylor—sorba fejtjiik, az invariansok egyértelmiien ,,maguktél” 6sszeallnak, és az 6ket szor-

z6 faktorok elvezetnek a (3 fiiggvényekhez. Mivel ez praktikus okokbdl nem valdsithatd



2.2. Ginzburg-Landau elmélet 25

meg, a feljebb vazolt séma az egyik legegyszertibb mddja annak, hogy a teljes csatolasi

allando készlet skélafiiggését meghatarozzuk. A fentiek szerint kiszamolt g fiiggvények a

kovetkezoek:
_ 4 15g1% + 4Gk 4 aj
— —9m2 — d ’ , 2.9
P TET 9T 1 m2)2  3m2 (Lt ml)® (2:9)
3a, 4 by 4 ar(3g1,k — 492,k
L= ——— ISR 2.10
P 2 72 (1 4+ m3)? + 3r2 (1+m3)? (2.10)
B = —gh— 1 QdQ,k + 995\1,k + 16;\27;g
O (e
N 4 24apby +117g3 , + 48G1 ko + 1673,
2772 (1+m2)3
_ 16 &%(6.61719 + g?,k) i &i (2 11)
or?  (1+mg)t 9 (1+mg)>’ '
B = gt 1 agy —5g3k — 13\o B iaki)k — 691,92,k — 495 1
2T TR e T (T 37 (L+mp)
4 a;(3g1k + 5G2k) 2 a;
— e (2.12)
3 (L4 mg)! 3 (1 + my)°
5 — b N 4 bi(66g1k — 492.k) + 3 (5azk + 9Nk — 4Aoi)
’ 2 ' Ox? (1+m2)3
8 —3azby, — 18aygl, + 12G1G1 kG2 + 4073, 32 @3 (3G1k — Jox)
+— S - = (2.13)
3 (14 m3) 92 (1+m3)
a relevans csatolasokra, mig a marginalisokra
By — 8 9V + 3agxdik + 24016 (N k + Aok) + 4Gok (N1 g + 4Na k)
M 7R (1+m3)?
4 T2a(991k + Gox) +4(297G8 5, + 10877 G0,k + 721 495 + 1675 1)
8172 (1+m32)*
4 983 (2hak + 45Nk + Ahos) | 32 ap(15axbg + 17157, + 3671 92 + 8G2k)
8172 (1+m3) 812 (1+m3)°
80 aj(15g1x + Gox) 8 as
- — = - o, (2.14)
81w (1+m3) 972 (14 m3)
8, — 2 205 1(25G5 1 + 54Nk + 44)ok — 2a94) — 907 — 6514 (Ao — DG3k — 28Nak)
2 or (1+m3)?
1 36a1br (291 + Gok) — 892,6(363%  + 21G1 kG2 + 773 5) + a7 (62, + 53 s + 36A1)
32 (1+m3)*
N 8 9apby + 180a3g7 , + 132631 kG2 + 260395, 20 ai(3g1x + 2G2x) (2.15)
2772 (1+m32)° 972 (1+mi)s ~ '



26 2. A kiralis fazisatalakulas rendje a QCD—ben

4 6b2 + 15a2 g1 4 — SGonGor 16 axbr(Gok — 3G1k) . 16 a2 (97 & + 2G2.k)

Por = 32 L+ m2)? 2 (+md)t 32 (1+mdp
(2.16)
B = 4 15g1xG3k + G220k + Fak + 12X94)
® o 32 (14 mg)3
n 1 4arbego + 895 1.(G2.k — 991 k) + a3 (gs.r + 8Aap — 2a94)
m? (14 mg)*
" 16 3aib + 207 G2k (7926 — 12514) | 20 G4(5g2k —651k) 2 a4
972 (1+m2)° 972 (1+mj)s w2 (1+mi)™
(2.17)
adodik.

2.2.3. Fixpontok és stabilitas

A [44]-ban alkalmazott eljardshoz hasonlbéan elszor a marginalis csatoldsok [ flugg-
vényeinek nullhelyeit keressiik, vagyis megoldjuk a 8y, = 0, 8y, = 0, B4, = 0, By, = 0
egyenleteket 5\1,;9, 5\27k, as €s gsr-Ta vonatkozdan, a relevans csatolasok fliggvényében.
Az igy addodo kifejezéseket ezekutan behelyettesitjiikk a megmaradt, relevans operatorok /3
fiiggvényeibe, melyek igy mar felosszegzéseket is tartalmazo, a gy x és go 1 csatolasok fiigg-
vényében nemperturbativ kifejezésekként allnak el6. Utoébbi mutatja, hogy a perturbativ
renormalési csoport d = 4 dimenzié koriil nem vezethet ehhez hasonlé eredményekre. Vé-
giil numerikusan keresiink fixpont megoldésokat a {m3, ax, g1k, Go.k, l_)k} valtozok terében, a
rajuk vonatkozé S fliiggvények nullhelyeinek megkeresésével. Vegytik észre, hogy a fixpon-
tokat megado egyenletek (a [ fliggvények nullhelyei) szimmetrikusak az a — —a, b — —b
egylttes titkrozésekre, ezért az altalanossag megszoritasa nélkil feltessziik, hogy a < 0.

Az 2.1. tablazatban azon valds értéki fixpontokat soroljuk fel, melyekre a stabilita-
si matrix, ;; = 0f,,/0w; (itt w; a csatoldsok Osszességére utal), valds sajatértékekkel
rendelkezik. (Mivel véges hémérsékletii, mésodrendii dtalakuldsokat keresiink, komplex ér-
téki fixpontokkal, illetve valos értékii, de komplex stabilitasi sajatértékekkel rendelkezo
fixpontokkal nem foglalkozunk.) Az elsé sorban latszik a gaussi—, majd a mésodikban a
szokasos O(18) fixpont, és mindezeken kiviil taldlunk két teljesen 1j fixpontot is, kettd

és négy relevans irannyal. A két relevans irdnyt mutaté fixpont kilonosen érdekes. Mivel
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m? G Go a b # of RD

0 0 0 0 0 5
-0.31496 | 0.43763 0 0 0 3
-0.38262 | 0.59726 | -0.62042 0 0 2
-0.01786 | 0.09163 | -0.14148 | -0.11900 | 0.39087 4

2.1. tablazat. Valés fixpontok, melyek stabilitasi matrixa valés sajatértékekkel rendelkezik.

Az utolsé oszlopban a fixpontokhoz tartozoé relevans iranyok szamat (RD) jeloltiik.

véges homérsékletli, masodrendi fazisatalakulasok olyan fixpontokhoz kéthetoek, melyek-
nek pontosan egy relevans iranya van, ezért elsére gy tiinik, hogy egyik megtalalt fixpont
sem irhat le ilyen jellegii viselkedést. A stabilitdsi matrix gondos analizisével azonban kide-
riil, hogy abban a fixpontban, mely két relevans irannyal rendelkezik, a stabilitasi matrix
blokkdiagondlis, felbomlik egy 3 x 3-as blokkra a {m}, g1 s, go.x} térben, és egy 2 x 2—es
blokkra a {a, by} térben. Ez azt jelenti, hogy ha az axialis Uy (1) szimmetria helyreall az
4talakuldsi pontban, vagyis sem az ay, sem a by irdnyok nem léteznek a Ginburg-Landau
potencidlban, akkor ennek a fixpontnak pontosan egy relevans iranya van, 1d. a 2.1. abrat.
Ez az eredmény nagyon meglep6 az € sorfejtés joslatainak ismeretében, és ha az axidlis ano-
malia valoban eltlinik a kritikus pontban, akkor ez a fixpont egy masodrendii dtalakulast
jelezhet. Forditva is lehet gondolkozni és amellett érvelni, hogy ha a kirdlis atalakulasrol
tudni lehet, hogy az mésodrendii (pl. racs szimulaciokbdl), akkor ez az eredmény azt ve-
titheti elre, hogy az axidlis Us(1) szimmetria helyredllt a kritikus pontban. Vegyiik észre,
hogy ez pont ellentétes a kordbban idézett Ny = 2 esettel az € sorfejtésben. Ott ugyanis
az egyetlen méd arra, hogy a rendszer egy fixpontba [ez az O(4) fixpont| kertiljon infravo-
ros skalan az volt, hogy a kezdeti anomaélia csatolds legyen nagyon nagy (szigoruan véve
végtelen).

Végiil megjegyezziik, hogy a masodrendii atalakulds, amit a fenti anomaliamentes fix-
pont ir le, nem tartozhat egyik O(NN) univerzalitdsi osztdlyba sem, hiszen a rendszer szim-
metridja ebben a pontban U(3) x U(3). Ami a kritikus exponenseket illeti, a stabilitdsi
matrix homérsékleti valtozohoz tartozé sajatértékére y, ~ —1.206 adddik, mely a v kritikus
exponensre a v = —1/y; &~ 0.829 értéket josolja. Mivel a targyalt kozelitésben hullamfiigg-

vény renormalasi faktort nem vettiik figyelembe, az 1 exponens értéke nulla.
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2.1. 4dbra. Infravoros fixpont egy relevans irannyal elting axidlis anomélia mellett.

2.3. Osszegzés

Ebben a fejezetben a kvantumszindinamika kiralis szimmetriajanak helyreallasaval fog-
lalkoztunk harom kvarkiz esetén eltiind kvarktomegek mellett. Korabbi, az € sorfejtésen,
illetve kevésbé kifinomult FRG analiziseken alapuld vizsgalatoktdl eltéréen azt talaltuk,
hogy a rendszerben létezik egy potencidlisan infravoros stabil fixpont, mely egy masodren-
du fazisatalakulast képes leirni. A mostani és korabbi eredmények kozotti eltérés vélhetéen
annak koszonhetd, hogy jelen eljarasban a szabadenergidban eléforduld operatorkészletet
jelentésen kibévitettiik, a (perturbativ) renormalhatdésdg, mint irdnyelv szerint. A sokdi-
menzios csatolasi allandok terében igy 10j fixpontok tudtak megjelenni, melyek egyszeriibb
kozelitésekben nem elérhetoek.

Ramutattunk arra is, hogy ahhoz, hogy a rendszerben valéban folytonos atalakulas
menjen végbe, az axidlis anomdlidnak el kell tinnie a kritikus pontban. Ellenkezd eset-

ben vélhetden elsérendiiség 1ép fel. Eredményeink arra utalnak, hogy a legijabb racs QCD
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szamolasokon [39, 40| alapulé kovetkeztetések, melyek szerint a kirdlis limeszben a fa-
zisatalakulds masodrendii harom kvarkiz esetén, nem mondanak sziikségszertien ellent a
renormalasi csoport médszeren alapuld szamitasoknak. Ha valéban bebizonyosodik, hogy
az atalakulds méasodrendii, akkor eredményeink tgy is interpretalhatéak, hogy az infra-
vorosben megtalalt 4j fixpont stabilitasi kritériumai miatt az axialis anomaélia helyreall a

kritikus pontban.






3. fejezet

Az axialis U(1) szimmetria termalis

viselkedése

3.1. Az anomalia szerepe az er6s kolcsonhatasban

Az el6z6 fejezetben részletesen elemeztiik azt, hogy a kiralis szimmetria helyreallasdanak
vonatkozasaban az axidlis Ux(1) részcsoport anomaélis sériilése milyen kovetkezményeket
von maga utan. Ebben a fejezetben arra tesziink javaslatot, hogy az axialis anomalia terma-
lis fluktuaciokon keresztiil fellép6é hémérsékletfiiggése milyen médon targyalhato. Ahogy az
el6zoekben mar emlitettiik, az anomalia hémérséklettol vald fiiggése kevéssé ismert, szerepe
azonban annal jelentésebb. A kérdés megvalaszolasa kilonosen fontos abbdl a szempont-
bél, hogy az anomalia hatdsara jon létre a konnyii mezonspektrumban az n-n' felhasadas,
illetve az axion nevii hipotetikus részecske fenomenologidja is ezen a jelenségen nyugszik

(48, 49, 50]. Ut6ébbi a sotét anyag kutatdsok vonatkozdsaban is igen nagy jelentdséggel

« s

« sz

kotheto.

Mara gyakorlatilag tankonyvi anyag az, hogy az Uy(1) szimmetria helyreall magas
hémérsékleten, azonban igen keveset tudunk az anomalidnak a kirdlis fazisatalakulas psze-
udokritikus hémérséklete (T..) kornyéki és f6leg az alatti viselkedésérél. Ha T > T, akkor a

Debye—arnyékolas hatasara az instanton stiriiség, mely az anomalia kialakulaséért felel, és

31
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rajta keresztil a topologikus szuszceptibilitas is exponencidlisan lecseng [45, 46, 47], azon-

ban az idevonatkoz6 szemi—klasszikus szdmoldsok biztosan érvénytiket vesztik, ha T' < T..

Az anomaédlia hémérsékletfiiggésének nagy irodalma van, 1d. részletesen a [38] attekin-
t0 irast. A legtobb tanulmany a két kvarkizt tartalmazé racs QCD-n keresztiil érhetd el,
mérséklet fiiggvényében. Pontositva, mivel a pion (pszeudoskalar izotriplet mezon, 7), és
az ag (skalar izotriplet mezon) egy U,(1) transzformaci6 hatésasra vihet6ek at egymaésba,
ezért az mg, —m, tomegkiillonbség (vagy a xx — Xa, Szuszceptibilitas killonbség) jol jellemzi
az Uy (1) részcsoport anomalis sériilését.

A [32, 33, 34] tanulmanyokban kiilonb6z6 piontémegek mellett, domain—wall fermionok
alkalmazasaval, szuszceptibilitasokon alapulé szamitassal arra jutottak, hogy az anomalia
a kritikus hémérsékleten tul is jelen van. [29] szerint azonban (két kvarkiz mellett), Wil-
son fermionok hasznalataval, a tomegkiilonbségek mérésével az latszik, hogy az anomalia
effektive megsziinik a kritikus homérsékleten kiralis limeszben. A Dirac—operator sajatér-
ték spektrumdnak analizisével, overlap fermionokat hasznalva [35]-ben az latszik, hogy a
szuszceptibilitasok kiilonbsége nemnulla, és az anomélia a kritikus hémérsékleten tul is él.
A szuszceptibilitdasokra vonatkozo kiralis extrapolaciéval, javitott staggered fermion hatas-
sal még 1.67,.nél is sérilé axialszimmetriat lehet latni [36]. Ehhez hasonlé konkliziéra
jut [37], kevéssel T, felett. Két kvarkiz mellett (Mobius) domain wall sea fermionokkal, az
idevonatkozo sajatérték analizis utan, az elozéekkel ellentétben az eredmények mar 7.—n
is konzisztensek az eltiing anomalidval (kirdlis limeszben) [30, 31].

Az anomalia helyreallasa effektiv modellek és médszereken keresztiil is targylhatoé, lasd
pl. a nemlinedris szigma modellt unitarizalt kirdlis perturbéciészamitédssal [51, 52|, a Polya-
kov kvark-mezon modellt [56, 57], a Polyakov hurokkal kiterjesztett Nambu—Jona-Lasinio
modellt [54, 55|, vagy a Witten—Di Vecchia—Veneziano modellt és a kiterjesztett linedris
szigma modellt [58]. A mezonspektrum és a topologikus szuszceptibilitds viselkedése vizs-
galhat6é Dyson-Schwinger mddszerrel [59, 60], Ward—identitasok alkalmazasaval [61], illetve
renormalési csoport technikaval [62, 63].

A mi célunk ebben a fejezetben az anomaéliat leiro effektiv Kobayashi-Maskawa—t” Hooft
(KMT) determindns csatoldsdnak meghatarozasa. Ehhez azt fogjuk feltenni, hogy el6bbi a

kirdlis kondenzatumnak is a fiiggvénye, mely hatassal van a csatoldsi erdsségre elparolgasa
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nyoman. Ennek minél realisztikusabb leirdsa végett a csupasz anomadlia egytitthatonak,
mely a kezdeti UV skalan (A) definidlt, explicit hémérsékletfiiggést is adunk, mely az ins-
tantonok jarulékat hordozza magaban. Emogott az a képiink van, hogy amennyiben az
effektiv mezonmodell, amivel dolgozni fogunk, levezetheté6 a QCD-bdl, az valami olyan
A = O(1GeV) UV skdldn lesz érvényes, melyen az elmélet paramétereinek hémérséklet-
fiiggése nem elhanyagolhato. Utobbiak kozil az anomalianak van a legfontosabb szere-
pe, hiszen errdl pontosan tudjuk, hogy nagy T esetén el kell tiinnie. A csupasz anomalia
egyiitthato hémérsékletfiiggésére az irodalomban mar kordbban hasznaltakhoz hasonlo fel-
tételezéssel éliink majd [53, 54, 55, 56]. Vizsgalataink kozéppontjiban az fog &llni, hogy az
igy bevezetett instanton jarulékok, és a kiszamoland6 mezonikus fluktuaciok hogyan ala-

kitanak ki egytttesen egy realisztikus (effektiv) hémérsékletfiiggd anomalia egytitthatét.

3.2. Kiralis effektiv potencial

Vizsgalodasainkat az eléz6 fejezetben mar ismertetett effektiv modellel bar teljesen
nem azonos, de vele analég elméletben folytatjuk. Az ott elhangzottaktdl eltéréen most
nem egy harom dimenziés Ginzburg-Landau modellként gondolunk az effektiv leirasra, ha-
nem bevezetjitkk negyedik irdnynak a homérsékletet is. Az elméletiink dinamikai valtozoja
ugyanugy egy 3 x 3—as komplex M matrix, M = (s, + im,)T*, ahol T* ismét az U(3) cso-
port generdtorait jeloli, Tr (T°T?) = 6*/2. Az M mez6n a kirdlis szimmetria M — LM RT
modon abrazolodik, ahol L és M tetszéleges U(3) unitér matrixok. A s, és m, mezdk ger-
jesztései skalar és pszeudoskalar mezonokkal azonositanddk. A skalafiiggo effektiv hatasra

ezuttal is a kovetkezd (LPA, hullamfiiggvény renormélas nélkiili) feltételezéssel élink:
no= | (Tr (0,019, M] +Vk[M]), (3.1)

ahol azonban a V}, effektiv potencidlra az el6z0 fejezettdl eltérd kozelitést fogunk tenni.
Ehhez el6szor felidézziik djra, hogy Vi—ban csak kiralisan szimmetrikus kombinaciok for-
dulhatnak el6, ezek koziil a fliggetlenek harom kvarkiz esetén (a 341 dimenziés modellben
1j jeloléseket haszndlva)
2
p = Tr(MM), 7="Tr(MM- Tr(MM)/3),
3

ps = Tr(MIM — Tr(M'M)/3) (3.2)
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az anomaliat leiro6 KMT tag pedig
A = det MT + det M. (3.3)

Ismét megjegyzends, hogy A = det MT +det M paritdsa negativ, ezért tiltott, illetve, hogy
A? nem fiiggetlen invaridns. Ezek alapjdn az effektiv potencidl négy invaridns fiiggvénye,
Vi (M) = Vi(p, T, p3, A). A szimmetriasértés mintazata explicit szimmetriasérté tagok nél-
kiill U(Ny) x U(Ny) — Uy (Ny) (Wafa-Witten tétel [64]), ahol a megmaradé szimmetriak
a vektor transzformaciékbél keriilnek ki, vagyis a spontan sértett alapallapotban M ~ 1.
Ez azt jelenti, hogy vakuumban 7 = 0 = p3, vagyis a Vi(p, 7, p3, A) potencialt van értelme
az alapallapot kortl az el6bbi invariansok szerint sorba fejteni. Az alabbiakban nem csak
T és p3 szerinti Taylor—sor vezeto rendjében dolgozunk, hanem elvégezziik a kifejtést A
szerint is. Ezt el0zetesen semmi nem indokolja, de megjegyezziik, hogy kozelitésiink igy
is messze tulmutat a szokvany perturbativ szamolasokon, hiszen minden invarians egytitt-
hatdja egy p-tél fiiggo fliggvénnyé valik. Természetesen nagyon érdekes volna majd latni,
hogy A magasabb hatvanyai milyen médon befolyasoljak az eredményeket. Megmutatha-
t0, hogy ezek a tagok a QCD magasabb t6ltésli instantonjait reprezentaljdk az effektiv
modellben [66]. Az explicit szimmetriasértd tagokkal (H) kiegészitett potencidl igy

Vil 7,05, A H) = Uslp) + Chlp)™ + Dr(p)ps + Ar(p)A — Tr (H(M + M?)), (3.4)

ahol a H kilsé térrol rogton feltettiik, hogy skalafiiggetlen, hiszen fluktuaciok hatasara
nem renormalédik. A kvarktomegek izospin sértését elhanyagolva a H = hoT° + hgT®
valasztassal éliink.

F¢ feladatunk a Vj fliggvény véges homérsékleti skalafiiggésének numerikus elallitasa
az (1.24) egyenlet alapjan. Vegyiik észre, hogy ehhez valdjaban csatolt, térfiiggd differenci-
alegyenletet kell megoldanunk a Uy, Cy, Dy és Ay koefficiens fliggvényekre (altalanositott
csatolasokra). Az anomadlia fejlddésének leirasahoz ebbdl majd az Ay figgvényt kell anali-

zalnunk.

3.3. A koefficiens fiiggvények futasai

A Wetterich—egyenlet megoldasahoz kezdeti feltételekre van sziikségiink. Ahogy a beve-

zetésben szerepelt, az FRG formalizmusban altalaban azt tessziik fel, hogy a széban forgd



3.3. A koefficiens fiiggvények futasai 35

rendszer mikroszkopikus jellemz6i valamilyen A UV skalan ismertek, és ebbdl hatarozzuk
meg a makroszkopikus viselkedést k = 0-n. Az UV skalara esetiinkben a modell effektiv
jellege miatt A = 1 GeV -et frunk el6, és mivel a mikroszkopikus skéalan jo kozelitéssel az

effektiv potencial csak renormalhaté operatorokat tartalmaz, igy
Valp, 7, p3, A H) = m?p + g1p° + goT + aA — Tr (H(M + MT)>, (3.5)
vagyis
Un(p) =m?p+g1p°, Calp) = g2, Dalp) =0, Ax(p)=a. (3.6)

A m?, g1, g, és a paraméterek, ha az UV skdla kelléen magas, nem fiigghetnek kiilsé jel-
lemz6ktdl (pl. hémérséklet), és valamilyen fizikailag relevans bemené adatok segitségével
fogjuk ket meghatarozni, pl. az elmélethez tartozé mezonspektrum kialakuldsabol k = 0—
n. Mivel a modelliink mikroszkopikus skéldja nem elegendéen magas (1 GeV 6sszemérhetd
a rendszerben fellépé mezontomegek karakterisztikus nagysagrendjével), ezért valdjaban
az m?2, g1, g2, és a UV értékeinek kiilsé paraméterektdl vald fiiggése nem feltételniil ha-
nyagolhato el. Mi ezt az anomalia a paramétere esetén erdsen ki fogjuk hasznalni, hiszen
tudjuk azt, hogy kelléen magas hémérsékleten az effektiv modellben az anomaéliat leird
determindns tag nem jelenhet meg. Fz azt jelenti, hogy a ~ 0 kell legyen, ha 7" nagy. Erre
a késobbiekben még visszatériink.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogyan lehet a Wetterich—egyenletbdl a kiilonb6z6 koeffi-
ciens fliggvényekre vonatkozo futasi egyenleteket kinyerni. Ehhez mindenek el6tt feltessziik,
hogy mivel p3 nemrenormélhaté operator, a rendszer viselkedésének szempontjabdl ke-
véssé relevans, és a Di(p) ~ 0 feltételezéssel éliink minden k-ra. A véges hémérsékletii

Wetterich—egyenlet Litim-regulatorral felirt (1.24) alakjanak bal oldalan

4ll, a jobb oldalon pedig az w? + k* + Vk(2) 18x18-as matrix inverzének trace—jét kell
kiértékelniink. Ahogy azt mar az el6z6 fejezetben is részletesen targyaltuk, a probléma
ezen a ponton az, hogy a Vk(z) matrix a mezok, nem pedig a beldliik 6sszealld invariansok-
nak a fiiggvénye. A Wetterich—egyenlet természetesen kiralisan szimmetrikus, ezért ezek
a térfliggések végiil ossze kell, hogy kombindlédjanak invarians tenzorokkd, de gyakorla-

ti szempontbdl nemtrividlis az, hogy ez hogyan valdsithaté meg. Az (1.24) egyenlet jobb
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oldaldnak kiértékeléséhez egy olyan kifejtést kell alkalmaznunk, melynek eredménye kom-
patibilis a kiindulasi, (3.4) ansatz—cal. Ehhez vegytik észre azt, hogy akarmilyen mezét is
hasznalunk hattérnek, a végeredmény invariansok formajaban ugyanaz kell, hogy legyen. Ez
azt jelenti, hogy kiilonféle, specidlis mezékonfiguracié is hasznalhat6 (1.24) jobb oldalanak
kiszamitasakor egészen addig, amig a benne szereplé p, 7 és A invariansok egyértelmiien
felismerhetok a kapott kifejezésben. Hasznédlhatjuk a szdamolas szempontjabdl legkényel-
mesebb hattérmezot, majd az invariansok azonositasa, és a futasi egyenlet megoldasa utan
az effektiv potencidlt mér a kiils6 terek altal diktalt fizikai hattérhez (M = sgT° + sgT%)
tartoz6 pontokban tudjuk vizsgélni.

Elészor az M = (sq+im) T hattéren dolgozunk. Ennek {8 elénye az, hogy benne 7 = 0
(és az elhagyott ps is eltiinik rajta), tovabba

3 2
55 — 3mHS0

36

Eszerint a 7 invarians a Wetterich—egyenletben ezen a hattéren nem szerepel, vagyis az

1
p= 5(53 + 7‘-3)7 A= (38)

Uy és az Ay kiszamithato a tisztan p fiiggo, illetve a A —ban linearis tagok Osszességébol.
Ez kiilonosen kényelmes, hiszen nem kell nyomon koévetniink, hogy a 7 invarians hogyan
bukkan fel a futasi egyenlet jobb oldalan. Természetesen ezaltal a Cj fiiggvény futasa
ebben a keretben nem is érhetd el (kés6bb visszatériink hozzd), viszont az Uy és az Ay
egyenleteibe ettol fliggetleniil jarulékot fog adni. Mivel a hattér, amin dolgozunk, aranyos
az egységmatrixszal, az ekoriili fluktuéciok a Vk(2) matrixot 8 dublet sajatmédusra bontja
a {s;,m},i=1,2,...,8 sikokban, illetve létrehoz egy ezektdl kiillonbo6zé dubletet a {sg, 7}
sikban. A sajatértékek hosszas és nehézkes kiszdmitdsa utan az (1.24) egyenlet jobb oldala

az alabbi alakot olti:

8ZTZ Ox log ((wi +k + U, + ALA)? + g‘(wi + k* + Uj, + ALA)pCh, — p’;’% + 2AkaA>

+2T§nj dy log ((wi + B+ U+ A2 + 2wl + k2 + Uf + AA) (34,4 + (UY + A{A)p)
_6ALA(UL + AIA) — §p<Ak + AL + 9A2A;3>, (3.9)

ahol ) = %, illetve bevezettitk a 9, jelolést, mely egy olyan differencidloperdtor, mely
csak az explicit k—fiiggésre hat. Az els6 tag az s — m keveredésbdl kovetkezik a i = 1,2, ...8

szektorokban, mig a masodik az ¢ = 0-hoz tartozd dubletbdl jon. Megjegyezziik, hogy
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a p és A invaridansok mar ezen szektorokon beliil egyértelmiien azonosithatéak voltak.
Ahhoz, hogy az eredeti, (3.4) ansatz—cal kompatibilis eredményt kapjunk, (3.9) kifejezését

A szerint linearis rendig sorba kell fejtentink. Ezzel az U, egyenletére kapjuk, hogy
Q ~
OUk(p) = 5T > 0x(8log Ds + log Do), (3.10)

mig az Ay —ra az alabbi vonatkozik:

8

2
(A;(wg CRE UL S pCL AL+ Ak(]k)
Dy 3

1
+5 <(4A; + pAD) (w2 + K> + UL) + U (pA), — SA,C))}, (3.11)
0

ahol

4 1
Dy = (W2+K +U)(w2+k +U,+ gpC,ﬂ) — —pA3,

3
4
Do = (wp+k +Up)(w, + & + Ui +20U7) = 2 p(Ax + pAL)*. (3.12)

Megjegyezziik, hogy (3.10) kozvetleniil az M = imyT° hattér alkalmazdsaval is megkaphatd,
ahol 7 = 0 mellett A = 0 is teljesiil. A Vk,(Q) matrix kiszdmitésa utan a (1.24) jobb oldalanak

kiszamitasaval azonnal (lényegesen egyszeriibben) (3.10)~hez jutunk.

Most méar ratérhetiink a Cj(p) egyenletére. Ehhez az M = i(myT° + mgT®) tisztdn

képzetes hatteret valasztjuk. Ilyenkor A automatikusan eltlinik, p és 7-ra pedig a

1 1 1 2
p = 5(7'('(2) + ﬂ-g)a T = *7T§ (7T0 — 2\/§7T8> . (313)

3
kifejezések érvényesek. Ezen a hattéren a fluktuacios jarulékok harom + négy degeneralt
dubletté ({oy,m;}, i = 1,2, 3, illetve {o;, 7}, i = 4, 5,6, 7 sikok), illetve egy teljesen csatolt
kvartetté ({so, s, T, s} altér) valnak szét. Az el6bbi hét, 2 x 2—es alszektorok kénnyedén
szamolhatdak, azonban a 4 x 4—es blokk analitikus kiszamitasa meglehetosen kortilményes.

A (1.24) egyenlet jobb oldalat 7y szerint sorbafejtve, a 7 = 7272 /3 + O(w3) azonositassal,
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az Uy egyenletének ismeretében a C) egyenletére az aldbbiakat kapjuk:

0:Ch — QTZ@k{ 17) (2Ck(w +k2+Uk)+§kaCk+2Ck>

2 /3 1
- ( Cl(w §+k2+U,;)+3pckcg—AkA;)
8

2 2
~spe (A ka +ACH(WE + K2 + Uk)>

L
Do ((3Ck + pCH) (W2 + K>+ U}) + 5A;C(Ak + pAy) + pO,QU,Q’)
4

1 7 2 1
“3D2 (1614% + 5P ACE + §p20§(w2 + K+ Uy) (Ai + 3p0,§>ck

5
+Z(wi + k2 4+ U,;)2C,§)

8
DoDsg

3
16

! 5 4 ! 1 1 4 !
((%21 + K+ U)? (12013 — (U + *PCk)Q + §Ck(Uk: + 3p0k)>

4
L+ SPCR(AL — dpAp A — 4" AP)

1
2 7/
+(w? + K+ Uy) ( pCE (U} —|—3Ck) TG
+o2

Ch

24

1 / /' 1 "
pPULCR — ngk (A} — pARA, — 2p°AT) — ZkaAZUk

(347 — 45°47))

g7
2 2 / / Ay, / 2 2 412
4 CrCLAR (A + pA}) — E(Ak + pAL)(Ay — 4p° Aj ))
A (4@@3 LR UL - Az)
6D Ds
Cr +4k;:rDI§J;Q)2A2 (42 + CpAA, + AR
(W2 + K>+ U}) 2 2A2

20,)?
4D0D8 3 k) D8
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8 , 2
pCr(U}, — 3Ck)>

2
R W 4B+ UD)HUY — gO,f)

(G(W,i + k> 4+ U)(U) —

8 4 4pCh A2 2
SPALA, + St AR (DA — sy - 30k>))

A2
A+ 3 3Dy

1 , o (1 (WE+E*+Up)?
D, (A'“Ak ok (2 D
w2+ k?+Uj,
4Dy

2

2
(Ai(wk + UY) — 4p Ay A (U — gCk) + 4p* AR (U} + 3Ck)>) } (3.14)

Itt Dy és Dg héttérfiggetlen definicidéja (3.12)-bél olvashatéd le. Megjegyezziik, hogy a

ps invaridns ezen a hattéren is a nulla értéket vesz fel, ezért nem is tud megjelenni, és
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esetlegesen Gsszefolyni a Cj renormadlasi csoport egyenletével (1.24) jobb oldalan.

3.4. Numerikus eredmények

A (3.10), (3.11) és (3.14) egyenleteket az Gn. grid mddszerrel oldjuk meg. Ehhez fel-
vesziink harom egydimenziés racsot p térben, 6p = 50 MeV ? 1épéskozzel. Minden p sze-
rinti derivaltat a 6-pont formula segitségével szamolunk, kivéve a hatarokon, ahol 5- és
4—pont formulakat hasznalunk. A differencidlegyenleteket ezutan a negyedrendii Runge—
Kutta moédszerrel integraljuk, &k = A = 1 GeV -bdl indulva k = 0-ig, a (3.6) kezdeti felté-
telekkel. Ahogy az irodalomban szamos alkalommal mar szerepelt, itt is azt tapasztaljuk,
hogy az egyenletek megoldasa fokozatosan lelassul a £ — 0 limeszben, egyre nagyobb sza-
mitasi kapacitast igényelve. Az integalasokat ezért, ko.q = 10 MeV értéknél abbahagyjuk,
amikor mar az Osszes fuggvény gyakorlatilag bekonvergalt, és semmilyen eredmény nem
figg k—t6l. A Matsubara—szummékat analitikusan végezzik el a (3.10) és (3.11) egyenle-
tekben, mig numerikusan (3.14)-ben. Utébbi sordn a levdgasokat olyan nagynak vélaszt-
juk, hogy azoktél az 0sszegzések végeredménye gyakorlatilag nem fiigg. Ez nagysagrendileg
O(1000) tag figyelembevételét jelenti.

Az els6 feladatunk, miel6tt eredményeket tudnank felmutatni, a modell paraméterezése.

A H matrix, vagyis annak hg és hg komponensei a részlegesen megmarado axidlvektor aram

(PCAQ) reléciokbol kovetkeznek. Ezek a kovetkezdek:
2 1 2 1 /1
m72rf7r = \/;ho + \/;hS; m%{fK = \/;ho — 2\/;h8, (315)

1 2 2 2
ho = —Emi e+ \/;mfxfm hs = —gmizfs = micl (3.16)

adédik, ahol m,, mg rendre a pion és kaon tomegek, mig fr (93MeV) és fx (113 MeV)

amibdl

a hozzajuk tartozé bomlasi dllandok. A H matrix az elobbieknek megfelelé megvalasztasa
esetén a rendszer alapallapotdban kétkomponensti kondenzatum alakul ki: M = s,7° +
sgT8. Az elmélet hatralévé négy paraméterét, m?, g1, g, és a—t gy kell megvalasztani,
hogy a pszeudoskalar mezonok tomegei (7, K, n, n') reprodukéljék a fizikai spektrum
idevonatkoz6 részét, vagyis legyen m, ~ 140MeV, mg ~ 494MeV , m, ~ 548 MeV,
m,y ~ 958 MeV .



40 3. Az axialis U(1) szimmetria termalis viselkedése

m? | —0.9GeV?

g1 20
9o 360
a —2.6 GeV

ho | (285 MeV )3
hs | (—310MeV )3

3.1. tablazat. A kezdeti, UV potencialhoz tartozé paraméterek értékei.

A tomegek alapjan addédé paraméterek a 3.1 tablazatban taldlhatéak. A skaldrokat
az fo(500) (o), K(800) (k), ag(980), és fo(980) mezonokkal szeretnénk azonositani, de a
kialakulo tomegek kevéssé pontosak, kiillonosen ami a o mezont illeti. Itt megjegyezziik,
hogy a 0 mez6 a kiralis szimmetriasértés rendparamétere is egyben, mely, bar a hozza-
tartozo fluktuacio tomege pontatlan, pontosan azt a viselkedést mutatja, amit egy véges
hémérsékleti atalakulasnal varunk. A tomegek pontatlansaganak egy lehetséges oka az,
hogy euklideszi térben dolgozva az FRG egyenletek nem alkalmasak arra, hogy a részecs-
kék élettartamat is figyelembe vegye, igy azok széles rezonanciakként valo értelmezése sem
lehetséges. Meg lehetett volna tenni, hogy a pszeudoskalar spektrum bizonyos részeit felal-
dozva ugy valasztjuk meg a paramétereket, hogy azok inkabb a skaldrok tomegeit irjak le
pontosabban, de mivel itt féként az axialis anomélia skalafejlédésére vagyunk kivancsiak
a fizikai pontban, ezért a konnyt pszeudoskalarok mellett az n—n’ rendszer tomegét igye-
keztiink minél pontosabban bedllitani. Azt is megjegyezziik, hogy egy pontositott skalar
szektorhoz tartozé paraméter valasztassal (és ezédltal persze pontatlanabb pszeudoskalar

spektrummal) sem véltozott volna kvalitative az anomalia fejlédése.

3.4.1. Nulla homérséklet

Elészor attekintjitk a nulla homérsékletii eredményeket. Az Uy_,o(p) megoldasaként
ad6dé gorbe hasonléan viselkedik, mint az effektiv potencidl barmilyen O(N) jellegii mo-
dellben, vagyis a szimmetriasérté alak fokozatosan kisimul, ahogy k csokken, hiszen az
infravorosben az Uy(p) fiiggvény konvex kell, hogy legyen. A Ci_,o(p) és Ar_o(p) fliggvé-
nyek érdekesebbek. Ami az el6bbit illeti, a 3.1 abran azt latjuk, hogy a csupasz, térfiig-
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3.1. dbra. A Cy_o(p) fiiggvény menete ' = 0-n és T = T.n. A piros pontok a C_g

fliggvénynek az effektiv potencial minimumaban felvett értékeit jelzik.

getlen, UV skélan definidlt csatolds (g2 = 360) nagyon jelent6sen megvéltozik az infra-
voros skaldk felé haladva. Ez nem meglepd (dimenzidanalizis alapjan), hiszen feltehet6-
en ~ log A? tipust tagok befolyasoljak a csupasz csatoldst, de amit fontosabb észreven-
niink, hogy a Cy_o(p) fiiggvény térfiggése egyaltalan nem elhanyagolhatd. Ez azt jelzi,
hogy az FRG altal megvaldsuld p szerinti felosszegzés nagyon jelentds, hiszen pl. pertur-
baciészamitason keresztil biztosan nem kaphattunk volna hasonlé viselkedést. Ami az
Aj_o(p) fuggvényt illeti, hasonlé mintazatot latunk, az anomadliafiiggvény abszolut ér-
téke azonban monoton csokkend. Nulla hémérsékleten az anomaélianak a nulla tér mel-
lett, illetve a minimumban felvett értéke kozotti relativ kiillonbségénak aranyszamara,
[|Alk=o(p = 0) — |Alx=o(p = pmin)]/|Alk—o(p = 0) ~ 30%-ot kapunk, ami jelentds kii-
lonbség. Az anomaliafiiggvény csokkend jellege rogton azt jelzi, hogy amint a homérsékleti
fluktuaciokat figyelembevessziik, az axialis anomalia erdssége noni fog, hiszen ahogy a kon-
denzatum elpérolog, az anomaliafiiggvény, |A|x_o(p = pmin), tényleges értéke nagyobb lesz,

Id. a 3.2 abrat.
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3.2. dbra. Az Aj_o(p) fiiggvény menete T'= 0-n és T' = T.—n. A piros pontok az |A|x_0

figgvénynek az effektiv potencial minimumaban felvett értékeit jelzik.

3.4.2. Véges homérséklet

A teljes effektiv potenciadl minimalizalasanak feltételébol a sy és sy kondenzatumok
termalis fejlodésére kovetkeztethetiink. Valéjaban a 0—8 iranyok helyett érdemesebb ritka—

nemritka bazist hasznalni:

sus| 1 (V21 S0 (3.17)

S V3 1 —V2 Sg

és Vi_o minimum pontjat vy, v —val jelolve ppm = (v2, + v?)/2. Az eredmények a 3.3
abran lathatéak. A pszeudokritikus hdmérsékletet, T.—t, a v, (1) inflexiés pontjaként de-
finialjuk, mely meglepGen kozelinek adodik a racs QCD eredményekhez, T, ~ 158 MeV —at
kapunk. Vegytik észre, hogy a ritka komponens sokkal lassabban parolog el, de az inflexi-
6s pontja egy kevéssel (~ 10 MeV ) alacsonyabbnak addédik. Megjegyezziik, hogy akar az
my —m, tomegkiilonbséget is lehet hasznalni a pszeudokritikus hémérséklet meghataroza-
sara. Ebbol T, ~ 167 MeV adédik, mely 5% —kal magasabb annél, mint amit a nemritka
kondenzatum termaélis fejlodésébol kaptunk. Az igy kapott homérsékletek egymashoz kozeli

értéke kompatibilis egy sima crossover atmenetrol alkotott képpel.
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3.3. dbra. A ritka— és nemritka kondenzatumok hémérséklettél (7) valo figgése. A fekete
gorbék a kondenzatumok T—derivaltjait mutatjak, az abra tetejére normalva. Eredményiink

a pszeudokritikus hémérsékletre T, ~ 158 MeV .

A 3.4 dbran a tomegspektrum termalis fejlodése latszik. A tomegek az effektiv potencial
méasodik derivaltjanak, mint métrixnak a sajatértékei, és ahogy mar korabban emlitettiik,
a modell paramétereinek meghatarozasahoz a pszeudoskalar gerjesztéseket hasznaltuk fel
bemeno adatként. Ebben a parametrizacioban a skaldrok témegei kevésbe pontosak, pl.
kifejezetten alacsony o, de magas f; tomeg adddott. Az nyitott kérdés, hogy egy kifino-
multabb FRG kozelitésben a skalarok tomege pontosabba tud—e valni. Amire felhivjuk a
figyelmet, hogy az 1’ tomege nem mutat csokkenést a pszeudokritikus hémérséklet kornyé-
kén, ami arra utal, hogy az U4 (1) anomalia nem sziinik meg az atalakulds sordan. Ez persze
nem perdonto, hiszen csupan a tomegspektrumbdl nem helyes az anomalia viselkedésére
kovetkezteni. Ennek leginkabb az az oka, hogy a tomegekben ,anomaélia erdsség x kon-
denzatum” jellegli tagokon keresztiil jelenik meg az Ua(1) sértés, ami a kondenzatumok
csOkkenése miatt is kisebb sulyuva valhat, mikozben az axidlszimmetria tovabbra is sériil.
Ami méar expliciten megmutatja az anomaélia viselkedését, az az anomalia egytitthaténak

a homérsékletfiiggése, mely a 3.5 abran lathato. Ez azt tamasztja ald, amit mar a 3.2
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3.4. dbra. A véges homérsékletii tomegspektrum abban az esetben, amikor a csupasz ano-

malia paraméter hémérsékletfiiggetlen.

abra alapjan is vartunk, a mezonikus fluktuaciok kévetkeztében az anomalia noni kezd a

hémérséklet fiiggvényében.

3.4.3. Instanton jarulékok

A torténet természetesen ezzel nem ér véget, hiszen T, til az Ux(1l) szimmetria
helyre kell, hogy alljon, ahogy azt az instanton alagutazas amplitudojanak szemi—klasszikus
kozelitése mutatja [45, 46]. Az instanton folyadék modellben a topologikus szuszceptibilités
az instanton stiriiséggel kozelithetd, x:p ~ n(r), ahol r az atlagos instanton méret. Ha a

hémérséklet sokkal nagyobb, mint T, n(r) egy exponencialisan levag6 faktort tartalmaz,
n(r) ~ exp[—8(mrT)?/3]. (3.18)

Benne maradva az effektiv modell keretrendszerében, ha a csupasz KMT csatolasrél (a)
feltessziik, hogy ardnyos xi.,—pal, akkor megkaphatjuk a Witten—Veneziano relaciét [45,
46]. Ahogy azonban az [45] —ben is szerepel, valjaban nem teljesen helyénvalé a topologikus

szuszceptibilitast sem a KMT csatolassal, sem az instanton stirtiséggel azonositani. Mégis,
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3.5. abra. A feloltozott anomalia paraméter, az effektiv potencidl minimumhelyén kiérté-

kelve, mint a homérséklet fliggvénye. A kiillonb6z6 esetkhez tartozo leirdst lasd a szovegben.

pusztan fenomenolégiai alapon, a leginkabb értelmes kozelités a—ra egy olyan interpolald
alak hasznalata, mely 7" = O0-n, illetve aszimptotikusan nagy homérsékleten is koveti a
topologikus fluktuaciék hatasat [53, 54, 55, 56]. Ennek megfelel6en, a mar targyalt eset
(hémérsékletfiggetlen a paraméter) mellett tovabbi harom forgatékonyvet térképeziink fel,

melyek esetén a(T') expliciten fligg a hémérséklettol:

i.) a(T) = agexp[—8(nrT)?*/3],

ao, ha T < T,
ii.) a(T) =

agexp|[—8(mr)*(T? — T?)/3], egyébként

Qo, ha T < T
i) a(T) =

ag exp[—8(mr)*(T? — T¢)/3], egyébként .

Az i.)-es kozelités meglehet&sen durva, mivel az exponenciélis elnyomds csak nagyon ma-
gas T—n lehet érvényes, béven til T,—n. A ii.) —es eset mar észszeriibb, hiszen mivel a
Debye—féle arnyékolasi hatasrél gondoljuk azt, hogy az instanton mezot exponencidlisan

elnyomja, igy az T, alatt semmilyen hatdst nem tud kivaltani. Mindazonaltal, ahogy majd
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rogton kideriil, ez a kozelité a(T) alak megvaltoztatja a kritikus hémérséklet értékét, vagyis
helyesebbnek tiinik egy 1ij, az exponencialisban megjelent Ty paraméter bevezetése, melyet

ugy hangolhatunk, hogy a T, a fizikai értékén maradjon. Utébbi definidlja a iii.)—as esetet.

A szamitésok soran az atlagos instanton méretet r ~ 1/3 fm —nek vélasztjuk, a T pa-
raméter értékére pedig Ty ~ 143 MeV adédik. A 3.5. dbran lathato a feloltozott anomalia
paraméter abszolut értéke, |A|(p = pmin), az effektiv potencidl minimumhelyén kiértékelve,
mind a négy felvazolt kozelité esetre vonatkozoan. Ahogy azt vartuk, ha az instantonok
nincsenek figyelembe véve, akkor a mezonikus fluktuaciok erésiteni kezdik az anomaliat a
homérséklet novelésével. Ha a szemi—klasszikus kozelitésbdl szarmazo exponencialis fliggés
a teljes hémérsékleti tartomanyban érvényesnek van feltéve, akkor az anomalia koefficiens
monoton csokkend tendenciat mutat a homérséklettel, de ebben az esetben a pszeudokriti-
kus hémérséklet tulsagosan kicsinek adodik. Ha az instanton hatasok csak 7T.—n tul vannak
figyelembe véve, akkor egy atmeneti erosodést tapasztalunk, majd az anomalia csokkenni
kezd. Ha ezutébbi esetet a Ty paraméter segitségével gy korrigaljuk, hogy T, a fizikai ér-
téken maradjon, akkor jellegében egy teljesen hasonlé gorbét kapunk. Osszegzésként azt a
tanulsdgot vonhatjuk le, hogy a mezon fluktuaciék képesek megndvelni az anomaélia értékét
nagysagrendileg ~ O(10%)-kal, miel6tt az instanton hatasok bekapcsolnak és ledominaljak
az el6bbi hatast, az Uy (1) szimmetria helyreallasat kikényszeritve. Mindezek kovetkezté-
ben azt latjuk, hogy az anomalidnak még ~ 1.57.—n is lathaté jele van, a feloltozott A

paraméter T' = 0-n felvett értékének ~ 20%—at megtartja.

Erdemes felidézni, hogy a KMT csatolas hasonlé viselkedése mér kordbban felmeriilt a
Nambu—Jona—Lasinio (NJL) modell keretin belill is [67]. Utébbi tanulmanyban a szerzék
ugy kovetkeztettek az effektiv KMT csatolds hémérsékletfiiggésére, hogy beldle a xiop—
ra vonatkoz6 racs adatokat a leheté legpontosabban reprodukélni tudjak. Megjegyzendd,
hogy bar X, monoton csokkend tendenciat mutat, az effektiv KMT csatolds nem feltét-
leniil koveti ugyanezt a viselkedést. Ahogy azt [67]-ben is jelzik a szerzék, nem feltétleniil
Xtop & legmegfelelébb mennyiség arra, hogy az Us(1) sértés mértéket elérejelezziik, hiszen
az Osszekapcsolddik a kirdlis kondenzatummal és értéke a homérséklettel csokkeni tud,
mikézben az anomadlia (precizebben az effektiv KMT csatolds) tovabbra is jelen van a

rendszerben.

Hasonlé gondolatmenetet kovetve megprobalhatjuk az anomalia viselkedését egy dimen-
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3.6. abra. Az r4 ardny a hémérséklet fiiggvényében, killonb6z6 csupasz anomélia esetekre

vonatkozdan.

zi6tlan paraméterrel is jellemezni, mely az Ua(1) sértés mértékét az effektiv potencidlon
keresztiil mutatja. Mivel a KMT determinans a fizikai hattéren A = v2_ v, /2/2, a sz6ban

forgd r, paraméter definicio szerint

[’U%S’USA(p = pmin)”T
[’U%S’USA(p = pmin)“T:O

TA = s (319)

lasd a homérsékletfiiggését a 3.6. abran. Az igy létrehozott mennyiség azt mutatja, hogy
az Ua(1)—et sértd tag az effektiv potencidlban hogyan viszonyul adott 7" hémérsékleten
a T = 0-n felvett értékéhez. Vegyiik észre, hogy 74 Xip—hoz hasonléan osszefonddik a
kondenzatumok viselkedésével, és ezaltal, az anomalia fejlédése mellett a kiralis szimmetria
sériilés mértékétdl is figg. Ennek eredményeképp r4 szintén kevéssé tekintendd adekvat
mennyiségnek tisztdn az Uy (1) sértés vizsgalata szempontjabol.

Végiil, ahogy a bevezetésben mar emlitettiik, az ag—m tomegkiilonbség viszont valo-
ban egy sokkal jobb indikdtora lehet az Uy(1) szimmetria helyredlldsa mértékének. A
tomegmatrixok analfzisével konnyen megmutathaté, hogy m2, — m?2 = —v/2A(pmin)vs +
C(pmin)V?, . Ez azt mutatja, hogy ha a nemritka kondenzdtum elegendéen elparolgott,

akkor az el6bbi tomegkiilonbség tisztan az anomalia fiiggvénye, annak a feltételezésével,
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3.7. abra. Az instantonok altal korrigalt spektrum homérséklettol valo fliggése. A néhany
nemfizikai kicsiny hupli egyes tomegekben valdszintisithetéen a csupasz anomaliaparamé-

ter, a(7T) derivaltjanak szingularis viselkedése miatt alakult ki.

hogy a ritka kondenzatum hémérsékletfiiggése nagyon enyhe. Mas szavakkal, ha T,—n til
az elébbi tomegkiilonbség nem tiinik el, akkor az anomaélia tovabbra is jelen van. A 3.7.
abran az instantonok altal korrigalt spektrum homérsékletfiiggése latszik, a leginkdbb rea-
lisztikus iii.) szamu esetnek megfeleléen. Az ap—m tomegek egyre kozelednek egyméshoz a
homérséklet novelésével, de a kiillonbségiik mutatja, hogy az anomalia tovabbra is jelent0s,
még ~ 1.57, kornyékén is. A numerikus megoldasbol expliciten leolvashaté az is, hogy a
C(pmin)—t tartalmazé tag ezen hémérsékleti tartomanyban valoban elhanyagolhatd, vagyis

az ag—m tOmegkiillonbséget ténylegesen csak az anomalia kontrollalja.

3.5. Osszegzés

Ebben a fejezetben az U4 (1) anoméliat leiré KMT determindnshoz tartozé effektiv csa-
tolas hémérsékletfiiggésével foglalkoztunk. A leirtak egyik legfontosabb tizenete az, hogy

effektiv mezonmodellekben perturbativ szamoldsok nem tudnak helyes eredményt szolgal-
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tatni. Az FRG formalizmust alkalmazva ramutattunk, hogy a hagyoményos értelemben
vett csatolasok fluktudciok hatdséra mez6fiiggd mennyiségekké 1épnek el (ami nemrenor-
malhat6 operatorok egy felosszegzéseként is interpretalhatd), és ezek még csak kozelitoleg
sem viselkednek konstansként, miutan a mezonikus fluktudciok kiintegralasra keriiltek, lasd
pl. a Ci—g és Ap—o fliggvények viselkedését a 3.1. és 3.2. dbrakon. Mindezek alapjan barmi-
lyen tisztan perturbativ szamolas az effektiv potencial fel6ltézott vertexeire vonatkozoan
megkérdéjelezhetd, és abba az irdnyba mutat, hogy (részleges) felosszegzések elkeriilhe-
tetlenek. A funkciondlis renormalasi csoport modszer, ami a feljebb emlitett, mezofiiggo
vertexeket relative egyszerii modon allitja eld, eredményeink szerint az egyik leghatéko-
nyabb modszer nemperturbativ eredmények elérése szempontjabol.

Megmutattuk, hogy a fizikai pontban a felolt6zott KMT csatolas abszolut értéke néve-
kedni képes a homérséklettel a kiralis atalakulasi pont felé haladva. Ezen erdsodésnek két,
egymastol fiiggetlen forrasa van. Egyrészt a teljesen feloltozott, luktuaciok altal korrigélt,
térfuggd A(p) anomadlia egytitthato fiiggvény expliciten homérsékletfiigg6vé valik, masrészt
pedig mivel az effektiv potencidl minimumhelye a hémérséklettel csokken, az A(p) figg-
vényt fokozatosan mas pontokban kell kiértékelni ahhoz, hogy egy effektiv kolcsonhatas
definidlhat6 legyen. Novekvo hémérsékletek mellett, de még miel6tt az Ua(1) szimmet-
ria instanton effektusok miatt helyredllna, a KMT csatolas egy kvalitative is lathato, kb.
~ 10%—os relativ novekedést produkal.

Ahogy azt a kozelitési sémank definidlasakor hangsilyoztuk, az effektiv potencidlnak a
KMT determinéns szerinti Taylor-sorfejtését valgjaban a kirdlis limeszhez tartozé Uy (3)
vakuum nem irna el6, vagyis a kiralis invariansokon alapul6 kifejtés ebben az iranyban min-
denképpen javithatd. Az itt ismertetett eljaras altalanositasaként érdemes lehet a jévében
az U(p) figgvényt kétvaltozéssa tenni, U(p) — U(p, A), és megoldasat a renormalasi cso-
port egyenletet segitségével egy kétdimenzids racson allitani eld6. Ebben méar a magasabb
toltésii instantonok jaruléka is szerepelni tudna [66], melyek relativ silya lenne képes arrdl

arulkodni, hogy az itt ismertetett séma mennyire j6 kozelités.






4. fejezet

A konvencionalis szupravezeto

atalakulas

4.1. A szupravezetés fenomenoldgiai elmélete

Tobb mint, szaz éve ismert, hogy kiilonb6z6 fémeket az abszolut nulla fokhoz kozeli
homérsékletekre lehtlitve azok drasztikusan elveszitik az elektromos &rammal szemben mu-
tatott ellenallasukat. Elséként Heike Kamerlingh Onnes figyelte meg a jelenséget a 20. sz.
elején, melyet szupravezetésnek nevezett el. A holland fizikus higanyt martott folyékony
héliumba, és a vezetGképesség homérsékletfliggését vizsgalva azt tapasztalta, hogy ~ 4.2 K—
en a minta ellendllasa eltiinik. A jelenséget O(1K) hémérsékleteken késébb mas fémekre
is megfigyelték. Az ellenéllas csokkenésének kovetkezménye az in. Meissner—effektus, mely
szerint a magneses mez6 erévonalai ki kell, hogy kertiljék a szupravezeto allapotban 16vo
mintdkat. Ez az indukciotorvénybol egyenesen adodik, hiszen eszerint ha a magneses mez6
idoben meg tudna valtozni a minta belsejében, akkor az végtelen nagy aramot indukalna
a szupravezetoben.

A szupravezetés elméleti lefrasaban elsoként a London testvérek értek el komolyabb
eredményeket, akik elméletiikkel bar az ellenallas eltiinésének mikroszkopikus mechaniz-
musat nem, de a Meissner—effektust sikeresen le tudtak vezetni. A London—féle behatolasi
mélység, mely az a karakterisztikus tavolsag, amin tdl a magneses mez6 elhanyagolhato
a minta belsejében, elméletiik szerint a toltéshordozok szamstiriisége, tomege, és toltése

figgvényében megjoésolhatd. A modell tisztan fenomenoldgiai alapokra épitkezett, melyet

o1
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késobb Ginzburg és Landau az alabbiak szerint fejlesztett tovabb.

A 2. fejezetben mar targyaltaknak megfelel6en a szupravezetd fazisatalakulashoz kozel
is létre kell, hogy j6jjon egy, a megfelelé mikroszkopikus atlagoldsok utan kialakulé ¢ rend-
paraméter, mely szerint az ultraibolya szabadenergia sorbafejthet6. Ginzburg és Landau
azt mondta, hogy a szupravezeto atalakulast jellemzo6 szabadenergiaban az elektrodinami-
ka U(1) mértékszimmetridja kell, hogy megjelenjen, a ¢ rendparaméter pedig egy komplex
skalar. Feltételezéseik helytallonak bizonyultak, de szigoru értelemben ezt csak a késébb
a Bardeen—Cooper—Schrieffer (BCS) altal megalkotott mikroszkopikus modell segitségével
lehetett bizonyitani. Utobbi leiras alapjaul az a felismerés szolgdlt, hogy az elektronok a
szilardtesten beliil a racsrezgésekkel torténo kolesonhatas koveteztében effektiv vonzderct
képesek egymasra kifejteni, mely lényegesen dominansabb a Coulomb-taszitasnal. A von-
zoero kovetkeztében a Fermi—gomb instabilla valik, és az egymassal ellentétes spinti elekt-
ronok kotott allapotokat hoznak létre, melyeket Cooper—paroknak hivunk. Ezek alacsony
homérsékletii kondenzacidja valtoztatja meg annyira az anyag vezetoképességének viselke-
dését, hogy az lényegében elvesziti az elektromos arammal szemben mutatott ellenallasat.
A BCS elmélet részleteivel ebben a dolgozatban nem foglalkozunk, a kovetkezékben az

effektiv Ginzburg-Landau leirast fogjuk hasznélni az atalakulas leirasanak szempontjabol.

A Ginzburg-Landau szabadenergia ultraibolya skaldn, a szupravezeto atalakulashoz

kozel a
_ 3 1"2 = -\ 412 2 11 A 2
FA[¢]_/M[23 +[(V +ieA)of +m?oo + 2(6'0) (4.1)

alakba irandé, ahol B=VxAa magneses mezo, A a hozza tartozé vektorpotencial, m?
és A pedig valés allanddk. A rendparamétert érdemes ¢ = (o + im)/v/2 alakban paramet-
rizalni, igy ¢f = (0 — im)/v/2. Ugyanitt e az dramot képvisel$ toltéshordozok elektromos
toltése, mely a BCS—elmélet szerint éppen az elektron toltésének kétszerese. A (4.1) alak
mértékszimmetrikus, azaz invarians a A A+ 61& transzformaciora, amennyiben a ¢

rendparaméter ¢ — exp(iel))¢ modon valtozik.

Ha elfelejtkeziink a mezdék ultraibolya és az infravoros skalak kozotti fluktudcioirdl, és

(4.1) —et a rendszer teljes szabadenergidjaval azonositjuk, akkor értelemszeriien az alapal-

......
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mez06 nélkil ez ekvivalens a

—Ap+m?p + ;‘|¢\2¢: 0 (4.2)

feltétellel. Helyfiiggés nélkiil az egyenlet megoldéasa || = —3m? /), amivel leosztva az

el6zoeket

~Af +m*f —m?f|*f =0 (4.3)
adodik, ahol f = ¢/¢g. Ha a szupravezet$ hatarfeliiletét az x = 0 végtelen siknak valaszt-
juk, akkor minden valtozas csak x-t0l fiigg, és az egyenlet megoldasa

f(z) = th

r — X
v2e '

ahol = egy, az egyenletek altal nem meghatarozott konstans, £, pedig az inhomogenitasok

(4.4)

karakterisztikus skaldja, amit koherenciahossznak hivunk, £2 = —1/m? A szupraveze-
tot jellemzo masik karakterisztikus hosszusag jellegli mennyiség, a korabban mar emlitett

London-féle behatolési mélység az alabbiak szerint adhaté meg. Ha most (4.1)-nek az A

//////

-

V x B = —ie(¢'Ve — Vo) + 26201 A ~ 26262 (A + LV i) (4.5)
e
adodik, ahol a ¢ = |¢|e’? alakot alkalmazva a masodik lépésben feltettiik, hogy |¢| hely-

figgése elhanyagolhaté a méagneses mez6 valtozasanak jellegzetes skalajahoz képest. A

« s e

egyensulyi ¢ értékével kozelitve

2,2
¥ x 5= Am A (4.6)
aminek rotaciéjat véve
— — — 6 m? = 1 =
Vx(VxB)=—-"F=__F5 (4.7)
A AT
adodik. Utébbi egyenletnek a fenti elrendezésnél vett fizikai megoldasa
. éo ha =z <0,
B = (4.8)

éoe_x/’\L ha x>0,
ahol feltettiik, hogy a szupravezetén kivili magneses mezé parhuzamos az x = 0 sikkal.
Lathatéan A\p irja le a behatolas mélységét, a &, koherenciahossz és a A;, hanyadosa pedig
az un. Ginzburg-Landau paraméter, k = A\ /{. = W . Az aldbbiakban latni fogjuk,

hogy a szupravezet6 fazisatalakulas rendje a xk paraméter értékétol figg.
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4.2. A fluktuacidk szerepe

(4.1) helyett érdemes az annak altalanositasaként el6all6 dbeli Higgs—modellt vizsgéalni

tetszéleges d euklideszi térdimenziéban, melyre a ultraibolya hatés (szabadenergia)
1 A
Dalg] = [ d' {ZA,-(—azaij +0:0) A+ (D) Do+ m*6lo + S(ol0)|,  (49)

ahol D; = 0; + ieA; a kovarians derivalt (i = 1,...d). A d = 3 esetben parcialis integralas
utan (az els6 tagban) egzaktul visszakapjuk (4.1) kifejezését. A (4.9) altal definidlt elmélet
el6szor d = 4 dimenzidéban (3 tér + 1 id6) keriilt komolyabb vizsgalat ald, ugyanis ezen
modellben mutattak ra elséként arra, hogy pusztan radiativ korrekciok képesek spontan
szimmetriasértést generalni a rendszer alapallapotaban még akkor is, ha fluktuaciok el-
hanyagolasaval szimmetrikus lenne a vakuum (Coleman-Weinberg mechanizmus) [68]. A
dimenzids redukcién atesett valtozatban [3 térdimenzié, 1d. (4.1)] ez pontosan azt jelenti,
hogy valgjaban a fazisatalakulds elsérendii kell, hogy legyen [69]. A feltételezett jelenség
oka az, hogy a mértékmez6 fluktudcidi olyan fontossa valnak a kritikus pontban, hogy azok
az atlagtér kozelitésbdl kovetkezd masodrendii atalakulast elsorendiivé képesek valtoztatni,
legalabbis kicsiny Ginzburg Landau paraméterrel rendelkezé szupravezetk esetén. Erde-
mes tudni, hogy a kérdés valéjaban kisérleti szempontbdl kevéssé volt relevans, ugyanis
hagyomdanyos szupravezeték esetén az tn. Ginzburg—intervallum [70], mely a kritikus ho-
mérséklethez kozeli azon tartomanyt jelenti, melyben az atlagtér kozelités a fluktuaciok
hatasara csodot mond, nagyon kicsi, nK nagysagrendd. Ez azt jelenti, hogy kisérletileg a
kritikus ponttol csak nK nagysagrendben lathaté szamottevo valtozas az atlagtér kozelités
(és igy a masodrendiiség) eredményeitsl. A probléma ettdl fliggetleniil elvi szinten tovabbra
is fontos, és érdemes azt is megjegyezni, hogy magas homérsékletli szupravezetok esetén a
Ginzburg—intervallum O(1K) nagysdgrendii is lehet, vagyis a kritikus viselkedés ilyenkor
kozelebbrél is megvizsgalhaté [71].

Késébb, az abeli Higgs—modell dudlis térelméleti megfogalmazasa alapjan arra a ko-
vetkeztetésre lehetett jutni, hogy az atalakulds valdjaban mégis tud masodrendii is lenni
[72, 73], amennyiben a Ginzburg-Landau paraméter, x = Ap /&, kielégiti a k > k. =
0.798/v/2 egyenlStlenséget. Bzt késébb Monte-Carlo szimulaciok is megerdsitették [74], a
kritikus értékre x. = (0.76 £ 0.04)/1/2 joslatot téve [75]. Az elébb emlitett dualitasi ér-

vek szerint a rendszerben végbemend masodrendi atalakulas a haromdimenziés XY [O(2)]
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modell univerzalitasi osztalyaba tartozik [76, 73, 77]. Feltételezések szerint a perturbativ
szamolas azért nem miikodik nagy s esetén, mert ilyenkor a kritikus ponthoz kozeledve
nemperturbativ mezékonfiguraciok (vortexek) fluktudcioi is relevanssa valnak [72, 73], ho-
mogén vakuum korili perturbativ kifejtésben pedig ilyen jellegii korrekciok nem elérhetéek.

Az atalakulas masodrendii jellege bar elfogadottd valt, azt tovabbra sem lehetett renor-
malasi csoport modszeren alapuld eljarasokkal leirni, és a széban forgd infravords fixpontot
megtalalni. Perturbaciészamitas alkalmazdsa sordn, pl. minimdlis levonds sémaban (MS)
az ellentagok d = 4-ben torténd kiszamitasaval az Oncsatolas és a toltés futdsa e sorfej-
tésben eléallithatd. Az igy adodd f fiiggvények d = 3-ba extrapoldlva nem adnak stabil
fixpontot az infravoros skaldk felé kozeledve, vagyis a joslat ezesetben az, hogy az atmenet
akarmilyen kis mértékcsatolas esetén is elsérendli. Ha a rendparamétert N-komponensii
komplex mez6vé terjesztjitk ki, akkor N > 183 [78] esetére kapunk csak olyan (infravoros)
fixpontot, mely méasodrendli atalakulast képes leirni. Fontos kiemelni, hogy az igy adodo
fixpontban a mértékesatolas (toltés) nem nulla. Ezeket toltott fixpontoknak nevezziik. Sza-
mos tanulmany foglalkozott olyan analitikus és numerikus kozelitési sémak feldllitasanak
lehetdségével, mely le tudnd frni a fazisdiagramot [79, 80, 81, 82, 83, 84, 86, 85|, és bar
voltak jelek a konvenciondlis szupravezetést leir6 N = 1 esetén toltott fixpontok 1étezésére,
mindezidaig nem sziiletett olyan eljaras, melyben a rendszer viselkedését renormalési cso-
port mddszerrel megfelelden le lehetett irni. A kritikus Ginzburg—Landau paraméter MC
modszerrel kiszamitott értékére ennek megfeleléen semmilyen, még csak kozelitoleg sem
érvényes analitikus eredmény nem sziiletett. Az alabbiakban az FRG egy kozelitési sémé-
jaban mutatjuk meg, hogy az IR fixpont megtalalhatd, és a kapcsolodo k. érték teljesen
analitikus becslése is meglepoen jo eredményt ad.

Az UV szabadenergiat el6szor (4.9) alapjan kibontjuk elemi mezék szerint:

I, = /ddx

—l—;\i( 2+ 7122 + edi(00m — T0;0) + ;eQAZ»AZ- (02 + 7r2) } (4.10)

1 1 1
54 (—0%6; + 0:0;) A, + 0 (=0° +m*)o + S(=0% + m?)m +

Ez az alak még nem alkalmas fluktuaciok kiszamitasara, hiszen a mértéket valahogyan rog-
ziteni kell. Ebben a részben az R, mértékek [87] egyik valtozataval éliink, és a kovetkezd
tagot adjuk a hatashoz: I'y ;¢ = [ ddx%g((()i/li + eam)?, ahol G egy tetszOlegesen hangol-

haté hattér jellegi mezo, € pedig a mértékrogzité paraméter. Ez a valasztas az aldbbi
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szellemdinamikat generédlja a rendszerbe: T'y 5 = [d%xc* (—0% 4 £e?50) ¢, ahol ¢ és ¢* a
szellemmezdket jeloli. Az UV szabadenergia igy I'a — I'n + ' 45 + I'a g helyettesitéssel
modosul. Vegyiik észre, hogy ha adott homogén o hattéren dolgozva (nem feltétlentl a
potencidl minimumdaban) eléirjuk a & = o egyenl6séget, akkor a mértékvélasztas éppen

kiejti az A;—m keveredést. Ennek kényelmi funkciéjat hamarosan latni fogjuk.

4.2.1. Skalafutasok

TetszOleges k—skélan a szabadenergiat (I'yx) lokalis potencidl kozelitésben allitjuk eld.
Ehhez azonban most figyelembevessziik a mezdk hullamfiiggvény renormélasi faktorait is
¢ — 7,20, A — ZY} A, illetve a toltés renorméldsat is elséként multiplikative frjuk fel:
e— Ze/ (ZX 2Z¢7k)e. A Z. . és Z, faktorokat osszekapcsold Ward-azonossag szerint Zj, =
Ze, 1gy a skalafliggd mértékesatoldsra a e, = e/ZX ,f, valasztassal éliink. Megjegyezziik,
hogy az el6bbi Ward—-azonossag érvényességét az FRG keretein beliil nem vizsgaljuk, hanem

azt az ansatz részének tekintjik. A skélafiiggd effektiv hatds (szabadenergia) igy

I, = /ddx {ZA’kAi (—0%6; + 0:0;(1 — &) A; + @a(—fﬁ)a + Z2k7r(—82)7r + Up(o, )

2 2
YAYA
_ZkZX,fekaiAi(a — o) — QZkZX,zekAm&»a + 2k 2A’k er A A; (02 + 72)
+§Z2€20'27T2 +c (—82 + EpZyero 4.11
5 ZkCi ! kekaa) cl, (4.11)

ahol az Uy lokalis potencidl alakjat az ultraibolya viselkedéssel azonos alaktinak tételezziik
fel,

ka%
2

720,

Uk(o,m) = o1

(0? +72) + (02 + 72)2. (4.12)

A (4.11) ansatz vélasztasaval a Wetterich—egyenlet kozonséges csatolt differencidlegyen-
letekre esik szét a hullamfiiggvény renormalasi faktorok és a csatolasokra vonatkozodan.
A kovetkez68kben minden f3 fiiggvényt O(e}, €2\, A2) rendig allitunk els. Megjegyzendd,
hogy a szellemmez6 hullamfiiggvény renormalési faktora csak magasabb rendekben ad ja-
rulékot, ezért (4.11)-ben mar rogtén a Z.; = 1 valasztdssal éltiink. Szintén vegyiik észre,
hogy a &, mértékrogzité paraméter viszont a reguldtor jelenlétének kovetkeztében az FRG
formalizmusban fiigghet a k skalatél [89)].

Szamitasaink elso felében az U potencial, vagyis az abban szereplé paraméterek fu-

tasainak meghatarozasat végezziik el. Ehhez el6szor ki kell szamitanunk a {A;, o, 7, ¢*, ¢}
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Osszecsatolt valtozok terében a Fgf) masodik derivaltat. Ezt a ¢ mez6 egy olyan hatterén

tessziik meg, ami tisztan valds, vagyis a 0 # 0, m = 0 valasztassal éliink. A szamités kiilo-
nosen egyszeriinek adédik akkor, ha minden o értéknél a differencidlast kovetéen a ¢ = o
el6irast is megtessziik, ekkor ugyanis az A,—m szektorokban nincs keveredés, és a I’,(f) mat-
rix diagonalizacidja kiilonosen egyszerii. A kétpont fiiggvény matrixanak sajatértékei a

kovetkezonek adoédnak:

PI(CQ)’I(Q) = Zaxq* /& + Zpeto?

TO'Mg) = Zard® + Zic*o?
IO (G) = Zu(q? +mi + Zuho?/2),

I o) = Zk<q2+mz+zma?/6+séie: o)

() = q2+§k£’“ke%2, (4.13)

)

ahol a Ff)’n (d — 1)-szeresen elfajult (d a fizikai tér dimenziészama), az utolsé sajatérték
pedig a szellemmezokhoz tartozik, és fermionikus jellege miatt negativ eldjellel, és egy 2—es
faktorral kell figyelembe venni (1d. az 1. fejezetet részletesen). Mindegyik sajatmodushoz
egy Litim—jellegli regulatort bevezetve [18] [Ri(q) = (k* — ¢*)O(k* — ¢*)], majd beirva
&ket az (1.11) egyenletbe, o szerint sorfejtést végziink. A masodrendii tag megadna Zpm?
futasi egyenletét, de gondoljunk bele, hogy erre valdéjaban nincsen sziikségiink, hiszen a
kritikus pontban dolgozunk, vagyis k — 0 esetén m2 — 0 kell legyen. (Itt azzal a feltevéssel
éltiink, hogy az atalakuldsi hémérsékleten a tomegparaméter eltiinik.) Ezt a feltételt viszont

kihasznalva negyedrendben az alabbiakat kapjuk:

546% + 66%)%51@ + 5)\2

k&k(Zﬁ)\k)\dﬂ; 42 kZ,f, (4.14a)
72e} + 1222 \pE, + 1002
kOW(ZiM)a=s = : 9;22&“ k72, (4.14D)

Lathatéan A\, futdasahoz sziikségiink van a skalar hullamfiiggvény renormalasi faktor, Zj
futasara. Ehhez vegytik észre azt, hogy ha o = 0 hattéren értékeljitk ki a I" ,(3) matrixot, de
feltessziik, hogy a mez6 valgjaban (infinitezimdalisan) keveset valtozik, vagyis formélisan a
0;0 # 0 feltétellel éliink, akkor a F,(f) tovabbra is diagonalis lesz Fourier—térben, mikozben

benne megjelenik az el6bbi inhomogenitds. A F,(f) matrix sajatértékei ekkor O((9;0)?)
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rendben a kovetkezoek:
42732 (4;0;0)*
0*(Zy = Zag/&) + Zkmi’
4272 ((81'0)2 _ ((jﬁia)2>
*(Zy — Zax) + Zpmi,

Fi(f)’I(Q) = Zarq’/& —

Fi(f)’H(C]) = Zapq’ —

9).I1b
Fl(c) (@) = Zaxd*

F]({JQ),III(Q) — Zk(qQ + mZ)’
272 2
(2),1V 2 2 de*Z;(0;0)
r = Zi(q” +my) +
o) (e 2 0 Zk — Zayg) + Zym3)
462213(%81'0')2(5];1 - 1)ZA,k
(*(Z1 = Zag) + Zmi) (X (Zr — Zag/k) + Zpmi)

V) = & (4.15)

ahol §; = ¢;/q. Bar relevancidja nincs, eztttal F,(f)’m)(q) elfajult, multiplicitasa d — 2.
Ha ismét mindegyik sajatmodushoz Litim-regulatort vezetiink be, és most 9;0 végezziik el
(1.11) kifejtését (mikozben formdlisan o = 0 tovdbbra is), akkor vezetd rendben a ~ (9;0)*~
es gradiens tagot generaljuk le a Wetterich—egyenlet jobb oldalan. Az egytutthatoja pedig

megadja Zj futasat:

3+

k@ka\d:4 - &Tfkeizk, (4.16&)
4(2 +

k@ka|d:3 = (?)ﬂlfweiZk, (416b)

ahol ismét a kritikus pontban dolgoztunk, és igy a mi — 0 hatéresetet vettiik. A képleteket
az irodalomban fellelheté kordbbi eredményekkel [78] osszehasonlitva azt talaljuk, hogy
(4.14a) és (4.16a) az egyhurok perturbativ eredményeket szolgéltatjak d = 4-ben, d = 3-
ban viszont teljesen 1j kifejezéseket kaptunk.

Szamitdsaink masodik felében Z4; futdsat hatdrozzuk meg. Ehhez nem a skaldr o,
hanem tisztan a mértékmezo, A; hatterén kell dolgoznunk. Sajnos nem valaszthatjuk A;—t
homogénnek, mert ekkor kinulldzzuk a mértékmezé kinetikus részét, és vele egytitt eltiintet-
juk Z4 p—t. Ezért ezesetben érdemes a Wetterich—egyenlet (1.13) alakjahoz fordulni, ahol
a Fg}o kifejtési propagatort kolcsonhatasmentesnek valasztva, minden modushoz Litim—
regulatort rendelve, az A;—ben kvadratikus jarulékot kiprojektalva a 4.1. abran lathato
diagramok generélédnak le. Ezen diagramoknak a kiilsé impulzusra vonatkozé O(p?) ren-

di része szolgéaltatja a mértékmezo hullamfiiggvény renormalasi faktoranak skalafutasat.
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4.1. dbra. Egyhurok diagramok, melyek a mértékmezo kétpont vertexéhez adnak jarulékot.

A sima vonalak skalar propagatorokra, a hullamos labak mértékmezokre utalnak.

Ezen a ponton viszont a kdévetkezd problémaval szembesiiliink. Vegytik észre, hogy az
FRG formalizmus expliciten megsérti a mértékszimmetriat, hiszen UV levagast vezet be
a particids fiiggvénybe [88, 89]. Ennek eredményeképp a 4.1. dbran lathato két graf dssze-
ge (a perturbacitszdmitassal ellentétben) dltaldban nem ad O(p?) rendben transzverzélis
kifejezést, rdadadsul O(p°) részt is generdl, ami azt jelenti, hogy a radiativ korrekcidk
fotontomeget alakitanak ki infravoros skalan. Utébbi kevéssé problémas, mert azt lehet
mondani, hogy az effektus egyértelmiien a levagassal bevezetett kvadratikus divergencia
eredménye, vagyis ha mar kapasbol az UV skélan egy megfeleld fotontomeget vezetiink be,
akkor azt az infravorésben pont meg tudja enni a két graf altal generalt korrekcié O(p°) ré-
sze. A nagyobb probléma a transzverzalitas, melyre nincsen gyégyir. Vegyiik azonban észre,
hogy & bevezetése miatt lehetdségiink van egy olyan mértékvalasztasra, mely pont olyan
alakura hozza a Wetterich-egyenlet bal oldalan a mértékmezo kétpont vertexét, mint ami-
lyet a radiativ korrekcidk a jobb oldalon kialakitanak, vagyis Z,  futdsa igy egyértelmiien
leolvashaté. Az ar, amit fizetni kell, az az, hogy ebben a kozelitésben &, nem lehet tetszo-
leges, azt egyértelmiien meghatarozza a Wetterich—egyenlet altal felosszegzett fluktuacios
jarulékok és a (4.11) ansatzunk kompatibilitésa.

A két graf jaruléka expliciten a kovetkezd (most is mi — 0):

Opl'k|a =

ALk [ 4 a5 20 (P + 2q)i(p + 29);
) AA @[L¢+Rm» | @ R + 7 + R )

(4.17)

Y

ami, a foton tomeg eldobédsa utén (ld. a kordbbi magyardzatot) az aldbbira egyszertisodik:

1 ( B 86%ZA,k/€d_5Qd

oy = 5( =) [ At (s - S5 ) + 0. (415)
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ahol ismét Q' = 2917921 (d/2). Az effektiv hatdst direkt térbe visszairva, O(9?) rendben,

tiszta mértékmezd hattéren ez a kovetkezot adja:

1 e2Z

Oulklaa=a = 5 <_ 2}17:2‘:)/36 Ai(—825ij + 0;0;)A;, (4.19a)
1 4e2 7 1

aka‘A,d:B - 5 <_ 15kﬂ227§>A Ai(—a25ij + 5818J)A] (419b)

Vegytik észre, hogy a d = 4-re vonatkozd (4.19a) csak akkor konzisztens (4.11) —gyel, ha
&k = Ek=rZ A, hiszen ekkor a radiativ korrekciék mégis transzverz kifejezést adtak (a per-
turbaciészamitashoz hasonléan). Ez azt jelenti, hogy a longitudinélis rész valéjaban nem
fut a skala valtoztatdséval, ahogy azt a perturbativ szdmitdsok sordn megszoktuk. Erde-
mes megjegyezni, hogy a Landau-mérték, & = 0, egy olyan specialis valasztasnak mindsiil,
mely egyediiliként nem visz magéval k—fiiggést, igy valéjaban a renormalési csoport egy
fixpontjaként viselkedik [88, 89]. Azt lathatjuk azonban, hogy d = 4-ben a mértékrog-
z{t6 paraméter értéke valdjaban egyaltalan nem fontos, hiszen (4.19a)-bél kapjuk, hogy
kOkZakla—a = —€1Z4/247* (ami a szokdsos perturbativ eredmény), és ez pedig (4.14a) és
(4.16a) segitségével arra vezet, hogy a Ay és ei futdsok &, fliggetlenek (ahogy azt varnéank

is):

Sdef — 18ei M, + HA]

kOuAkla=s = 42 ; (4.20a)
2 _ ei
k@kekld:4 = 2471'2’ (420b)

ami reprodukélja a perturbativ eredményeket [78]. Azt is megjegyezziik, hogy (4.20) egzak-
tul a standard vezeto rendii € sorfejtés eredményét adja. Rovid szamolas utan arra jutunk,
hogy d = 4 — ¢ dimenziéban a dimenziétlan csatoldsok, A\, = A\p/k¢ és &2 = €3 /k¢ futdsait

a

54€f — 1882\, + BN

Brlaa—e = kOpdp = —eli + 2 : (4.21a)
)
Berliza—e = kope, = —eé; + O (4.21b)

2472

egyenletek irjak le. Ahogy kordbban emlitettiik, ezen eredményekbdl (helytelentil) arra
konkludalhatunk, hogy a rendszerben nincsen infravoros fixpont, vagyis masodrendii at-

alakulas nem képzelheto el, csak fluktuaciéindukalt elsorendiiség jelenhet meg.
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0 50 100 150 200 250 300 350

Ay

4.2. dbra. Fixpontok az abeli Higgs modellben d = 3 esetén. Az I és 1T a gaussi és a Wilson—
Fisher fixpontok, mig a III és IV toltott fixpontok, melyek egy trikritikus pontot és magat

a masodrendi fazisatalakuldst jellemzik.

4.2.2. Toltott fixpontok d = 3—ban

Visszatérve a (4.19b)-hez (d = 3), a legfontosabb felismerés az, hogy elébbi csak
akkor kompatibilis (4.11)-vel, ha a mértékrogzité paraméter & = 2 [dltaldban pedig
& = 2/(4 — d)]. Ez egyértelmiien meghatarozza, hogy kOyZa x|a=3 = —4€iZ 1 /1572k, igy
a [ figgvények kozvetleniil d = 3-ban, az e sorfejtés alkalmazasa nélkiil a kdvetkezonek

adddnak:

728} — 7283\ + 10)7
972 ’

——&. (4.22b)

Bala=s = —Xe+ (4.22a)

ﬁez|d:3 - _éz'}_

Az e sorfejtés (4.21) eredményeivel ellentétben, a (4.22) 8 fiiggvényei mutatnak toltott

infravoros fixpontot. Megoldva analitikusan a fy|q=3 = 0, Be2|la=3 = 0 egyenleteket, az
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1st order : 2nd order
1
0 K, =K _ K, K
= 0.62/V2 = 1.45/\2

4.3. abra. A Ginzburg-Landau paraméter futdasa. Ha x > x_, akkor az atalakuas mésod-

rendi.

alabbi megoldésokat kapjuk:

A1 o= 0, €7 =0, (4.23a)
A = 917;2, e =0, (4.23D)
A = 927;2(31 ~VABL), &y = 15472, (4.23¢)
Ay = 927;2(31 +VA6L), & = 15;2. (4.23d)

Az 1 és Il-es fixpontok a gaussi és a Wilson—Fisher fixpontok, III pedig egy tun. trikriti-
kus, a A\-€? térben egy instabil irdnnyal rendelkez6 fixpont, mely az elsé— és masodrendi
atalakulasokat mutaté paraméter régiok elvalasztasaért felelos. Utdbbi atalakulast irja le
a IV—es fixpont, mely infravoros stabil, 1d. a 4.2. abrat.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk a paramétertér azon részeit, melyek masodrendii atala-
kulashoz tartoznak, felidézziik, hogy a Ginzburg-Landau paraméter adott k skdlan x; =

JAk/6¢2 = \/Aw /667 Felhaszndlva (4.22)-t, x7 futdsdra a

52
dey,

2 __
RORE = T5r2

(25K} — 31K; +5) (4.24)
egyenletet kapjuk. A fizikai régioban (vagyis ahol k5 > 0), (4.24)-nak két fixpontja van:

31i\/ﬁ/\/§7

5 (4.25)

R4+ =

Id. a 4.3. abrat. Azt latjuk, hogy ha a Ginzburg-Landau paraméter kielégiti a Kk > k_ =
ke ~ 0.62/1/2 egyenlétlenséget, akkor az a k. = 1.45/+/2 fixpont felé halad, mely az 4tala-
kuldsokat jellemz& univerzalis értéke Aj/&.mek. Azonban, ha k < k., akkor a csatolasok
tobbé nem részei az infravords fixpont vonzési tartomanyanak, igy az atalakulds ekkor
elsorendii. Ezzel elértitk a célunkat, megmutattuk, hogy ha « > k., akkor a csatolasok
befutnak az infravoros (toltott) fixpontba és igy a szupravezetd atalakulds masodrenddi.

Elsérendiiség csak akkor fordulhat eld, ha x < k..
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4.3. A regulator valasztasanak kérdése

[dézziik fel, hogy a fluktuaciok kiszamitasakor minden esetben az volt a stratégiank,
hogy Fff) diagonalizacidja utan a sajatmodusokhoz vezettiink be Litim-regulatorokat. Fel-
meriil a kérdés, hogy mit kapunk akkor, ha diagonalizacié elott rendeliink a rendszer ere-
deti valtozéihoz ugyanilyen regulalé tagokat. Ezen a ponton érdemes az elméletiinket ki-
terjeszteni N komplex skaldr esetére, azaz dolgozzunk ¢ helyett ¢* = %(U“ + im®) —val

(a =1,...N). Ekkor az eredeti (N = 1) eset (4.11) ansatzanak &ltalanositdsaként a

| = [da [Z“ [~063; + 0,051 — & )] A; + Lot (0% + mid)o"

4!

—l—;ZkezAiAi((aa)Q + (7T“)2> — Zyed;Ai(0® — ) — 2Zen® A;0;0°

2
((O_a)2_|_<ﬂ_a)2>2+z2k a<( 8% + m2)5® + ka k250 b) b

Ak

+c*( 0? —{—fkie 5o )c] (4.26)

Ak

szabadenergia skalafutasara vagyunk kivancsiak. Megvalaszoland6 kérdésiink az, hogy ha

ehhez most mar elsé lépésben, a sajatmdédusok megkeresése nélkil a

/(I)TchI) = ZAk /A )Rk (q (61] + 4% (1 — & )) Aj(—=q)
t Zow | 6@ Rela)o"(~a) + / OLROEEH (427)

q

reguldlé tagokat adjuk (az Ry fuggvény most is a Litim—féle levagdst jelenti), mennyiben
kapunk az el6z6 fejezetben targyaltakhoz képest mas eredményt. Ami azonnal latszik, hogy
amikor mérték hattéren dolgozunk, és a Z, ; futdsat szamitjuk, akkor szerkezetileg semmi-
lyen kiilonbség nem adodik, csak annyi a valtozas, hogy a 4.1. abran lathaté diagramokon
most NN skalar tud végigfutni, vagyis a Z4 faktor futdsira adédott eredményt N-nel be
kell szorozni. Tetszéleges d dimenzidban ez (4.18) alapjan

8Ne2Z

kO Zar = —0
kAR “d(d+2)

k41, (4.28)

A mértékesatolds futdséra (ef = e*/Za ) pedig kapjuk, hogy

8Nek a4

kowe? = Q
S D))

(4.29)
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Izgalmasabb a helyzet akkor, amikor o hattérrel dolgozunk, és az 6ncsatolés, illetve a skalar

hulldmfiggvény renormaldsi faktor futdsat hatdrozzuk meg. A (4.13) és (4.15) egyenletek

(2)

egylittes altaldnositasaként ezuttal a T')” métrix sajatértékei O((9;0)?) rendig

71(5)71(61) = Zaxq* /& + Zyeo”
4e* 77 (4;0;0)?
P(Zy — Zar/&k) + Ze(mi + Zp o2 )6 + EpZie?02 | Z gy — €202)’
1at@) = Zand + Zye?o?

1223(0,0 - (@:00)°)
q2(Zk — ZAJg) + Zk(mi + Zk)\k(72/6 + ngkGQO'Q/ZAk — 6202)’

(2) @) = Zawd® + Zpe’o?, [ multiplicitds : d — 2]
W) = Zuld +m + Ziho?/2),
W) = Zu(g® + mE + Ziho?[6), [multiplicitds : 2(N — 1)]
) = D 2?6+ 6D
4e*Z3(0;0)?
P(Zy — Zag) + Zp(mi + Zp o2 /6 + Ep Zre?0? | Z oy — €202)
+ [4e*Z3(0;0;0)% (&' — 1) Zau]
X (@*(Zk — Zag) + Zi(mi + Zp 0?6 + EpZpe0? | Zay — €20?)]
X N (Zk = Zar/&) + Zi(mi + Zpho” [6 + E.21e%0% [ Za g — €20°)] 7,
WD) = ¢+ &cie o’ (4.30)

ZAk

ahol most kézosen o és 0;0 is nemnulla értéken van hagyva. Megjegyezzik, hogy itt is-
mét kulcsszerepe van az R mértékvalasztasbol jovo szabadsagnak, mely szerint minden
o pontban a 6 = o valasztassal élve a kétpont—figgvény diagondlis marad Fourier—térben
akkor is, ha formélisan a J;0 mez6t, mint egy fiiggetlen héatteret tekintjiik. (Egy nemeltiing
A;—m keveredés esetén ezt nem lehetne megtenni.)

Ha az el6z6 fejezetbeli regulatorral dolgozunk, akkor a fenti 6sszes sajatmodushoz hozza
kell adnunk egy Z\” (k2 — ¢*)O(k* — ¢2) tagot a Wetterich-egyenlet jobb oldalan [itt 2"
az i-edik sajdtmodus O(q?) rendii részét szorzé faktor|. Vagyis ekkor a kovetkezd egyenlet

irhato fel (1.12) alapjan:

r 1 S @ 2 2
Ol =5 ‘q|<2k > loglya(a) — 2y (¢ — k). (4.31)
& i=1
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Ha azonban (4.27)-at kovetjiik, és diagonalizacio el6tt regularizalunk, akkor a sajatmédus-
okban formélisan minden g—fiiggést , kicseréliink” k—fiiggésre, vagyis ekkor a
1 _ 2N4d+2 ‘
ol =2 [ [ > toghihw, (4.32)
z J]q|<k i=1

egyenlethez jutunk. (A felsé indexben lathaté R1 és R2 a két széban forgd regularizaciéra
utalnak.) Osszevetve (4.31) és (4.32) egyenleteket azt lathatjuk, hogy ha 9;0 = 0, akkor a
ketto teljesen ekvivalens, mivel ilyenkor a sajatértékek g—fliggése csak a gaussi részbdl ered.
Vagyis erre az esetre vonatkozoan nincs kiilonbség a két séma kozott. A korabbi szamolassal
analég mdédon, most N komponensszammal dolgozva a o szerinti sorfejtés negyedrendjébdl
tetszoleges d dimenzidéban a

4 9,
3d kA—d

koL Z7) = 18(d — 1)e} + 6&rei e + (N + 4N 727, (4.33)

egyenletet kapjuk, mely N = 1 esetén reprodukalja a korabbi, (4.14a) eredményeket. Itt
ismét a mi — 0 valasztdssal éltiink, és emiatt a tomegparaméter futdsat nem is frtuk fel.

Vegyiik észre, hogy amennyiben 0;0* # 0, akkor viszont (4.31) és (4.32) kiilonbo6zé
eredményeket adnak! Ha a hullamfiggvény renormalési faktorra vagyunk kivancsiak, akkor
0;0%ben fejtiink sorba a formalis ¢ = 0 valasztassal, és eredményiil a két kiilonbozd

regularizacios sémaban a

8e2Z;, N
16e27;, )
K2R = d]; kkTil(d— 14 &). (4.34b)

eredményeket kapjuk [az R1 esetben reprodukaljuk a kordbbi (4.16a) egyenleteket]. Ossze-
hasonlitva (4.34a) és (4.34b)—t azt kapjuk, hogy Oy log Z}! /0y log ZR* = d/2(d — 2). Lét-
szik, hogy d = 4-ben Z}' = ZB2 ami az egyhurok j3, fiiggvények univerzalitasabol
kovetkezik. Ha d < 4 (d > 4), akkor Z}' > ZR? (ZR' < ZR?) A tény, hogy két regula-
rizéciés séma két kiilonboz6 eredményre vezet, egyértelmiien az alkalmazott (4.26) ansatz
kovetkezménye. Ha egzaktul meg tudnank oldani a Wetterich—egyenletet, akkor nem jelen-
hetne meg regularizaciotol valé fiiggés, de (4.34a) és (4.34b) kilonbozésége azt mutatja,
hogy jelen esetben el kell tudni donteni, hogy melyiket tartjuk jobb kozelitésnek. Ezt az

effektiv hatds 0;,0% szerinti sorfejtésének tulajdonsdgaibdl tessziik meg, R1 és R2—t kiilon
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vizsgalva. Vegyiik észre, hogy o = 0 esetén az Osszes sajatmoédus, 1d. (4.30), amiben 0;0°
szerepel, a
LAW B0
Z0q? + TQ(ajaa)Q + q—‘;(ajaaf cos? 0, (4.35)
alakot Olti, Z,gi), A,(f), és B,gi) megfelel6 valasztasaval. Analizéljuk el6szor (4.31)—et. Behe-
lyettesitve (4.35)—at (4.31)-be, a radidlis integral elvégzése utén a

nkd 1-4n ; ; . om
O o = | [/ ZZ ) e (AP + B cos? 0)"(9;0")’
1 n= 0
/2
ka1 A()—I—Bk cos? 6 d
o 4.
Q 2sin(d7r/2) ( Z}gz) (aJO' ) ( 36)

egyenletet kapjuk. (A szogintegral elvégezhetd, de a kompakt alak kedvéért igy hagyjuk.)
El6szor is azt latjuk, hogy ha d paros, akkor a jobb oldali 0sszegben az a tag, melyre
n = d/2, divergens. Vegyiik azonban észre, hogy ha d — 2n, akkor viszont sin(dr/2) ~
(=1)"m(d — 2n)/2, és igy az elébbi tag mindig kiesik az utolsé altal, vagyis a kifejezés
joldefinidlt. Ha d paratlan, akkor az Osszeg véges, de kapunk egy nemanalitikus tagot
0;0°ben. Bizonyitas nélkiil azt varjuk, hogy ezen tagok ki kell, hogy essenek, amennyiben
a sajatértékek kifejezésében 0;0* magasabb rendjeit is figyelembe vessziik. Ezt az effektiv
hatas analiticitasa alapjan varjuk, illetve azon a megfigyelésen hogy a

/Ok dqqd_l(k‘2 + konst. x [(&«0“)2/(]2]’”)_1 (4.37)
jellegti integralok eredményében mindig felbukkan egy tag, amelyik ardnyos (9;0%)%vel
minden m-re [minden tovabbi jarulék O((@ia)Qj), J > m]. Ez azt jelenti, hogy ha (4.36)—
ban az O((ﬁja)d) tagokat szeretnénk kiszamitani, akkor elvileg az 0sszes rendet figyelembe
kellene venniink (4.35)-ben egy 0,0 szerinti kifejtésben. Mivel I';, analitikus figgvény 0,0
szerint, ezért az Osszes fenti jellegii tag Gsszege egytutt nullat kell, hogy adjon, amennyiben
d paratlan. FEzzel (4.36) a kovetkezSképpen foglalhaté Ossze:

1nkd—l—4n . )
O o = [ [ X X VR A9 4 B cos? 0)7 (9,072 (4.38)

i=1,2,d42N ntd/2 ( d 2”)(318))"

Masfeldl azonban, (4.32)-ra vonatkozéan

n2k.d 1—4n ) )
Ao = [ [ 3 s (AP + B cos® 0)"(9;0%)™" (4.39)

(z
i=1,2,d42N n d(Z,
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adodik. Azt latjuk, hogy mindkét esetben alternald sort kapunk, de R1 esetén a koeffici-
ensek abszolut értéke csokkenést mutat magasabb rendek felé haladva, R2-vel ellentétben.
Ezt tgy interpretaljuk, hogy egy véges csonkitas mellett [amit nyilvanvaléan (4.26) —ben
is csindlunk] az Rl-es eset a jobb kozelités, hiszen ekkor amiket eldobunk tagokat, azok

egyre kisebb jarulékot visznek az alternal6 sorban.

4.4. Az N komponensii szupravezeto

Az R1 reguldtort alkalmazva, (4.29), (4.33) és (4.34a) felhasznalasaval a dimenziotlan

csatoldsokra tetszbleges d és N esetén az alabbi futdsi egyenleteket kapjuk [m2 — 0]:

_ _ 40 _ _
By = kO = (d — )i + Bd(djz)[w(d —1)(d —2)&} — 12d&2 Ny, + (d — 2)(N + 4)A2],
(4.40a)
) L, 8NQ,
B2 = koper = (d — 4)er + mei, (4.40b)

ahol kihasznéltuk a &, = 2/(4 — d) konzisztenciafeltételt. Utébbi nyilvanvaléan d = 4-ben
értelmetlen, de ekkor 5,—bdl ki is esik a mértékrogzité paraméter, és eredményiil kozvetle-
nil By|a=q = [Hde} — 18ei N, + (N + 4)A7]/247% adddik. A (4.40) egyenletek fixpont meg-
oldasai nagyon hasonlitanak a korabban targyalt N = 1 —es esethez. A toltetlen fixpontok
megkereséséhez feltessziik, hogy e = 0, amibdl

§ 3d(4 — d)

N — _ oald—a)
¢ =0, WET AN + )y

(4.41)

adodik. Itt G a gaussi, mig WF a Wilson-Fisher O(NV) fixpontra vonatkozik. Az utébbi
létezéséhez stabilitdsi okokbdl d < 4 irandé eld, mely feltétel toltott fixpontok 1étrejottének

is szitkséges feltétele, hiszen a toltés fixpontja az
e =e2=d(d+2)(4—d)/(8NQy), (4.42)

egyenletnek tesz eleget, és ez > 0 kell legyen. Ha (4.40a)—et a (4.42) feltétellel egyiitt oldjuk
meg, az alabbi fixpontokat kapjuk A-ra:

(4 —d)(2d(d+2) + (d—2)N) + VA

A = 3d 8(d—2)N(N + 4)Qq ’

(4.43)
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X (Awg:0) ——
o 1 -
. |

NQT,
4.4. dbra. Fixpontok helyzete N fiiggvényében d = 3 esetén. A nyilak novekvé N értékek
felé mutatnak.
ahol
A = (& —6d+8)’N? —2(d —4)*(d — 2)(d+2)(4+ (d — 3)d(d + 2)) N
— A(d —4)*(d + 2)*(d*(2d — 11) + 16d — 8). (4.44)

A minket leginkdbb érdeklo d = 3 dimenziéban

. . 9

Ala=s =0 AWF|d=3 = ————

G’d—?x ) WF|d—3 4(N + 4)937

_ 9(30 + N & /(20 — N)2 + 100)
Aila=3 = : (4.45)

8N(N +4)
ahol az utolsé kettd toltott fixpont, melyekre (4.42) alapjan
15
&2 ey = ——. 4.4

Plass = gver (4.40)

Vegytik észre, hogy N = 1 esetén visszakapjuk (4.22) eredményeit, illetve minden renor-
maldsi csoport futas teljesen analdg azzal, amit a 4.2 abran lattunk. A fixpontok helyzete
N fluggvényében, d = 3 mellett a 4.5 abran lathato.

A paramétertér azon része, melyet a (\,,e2) vonz be ismét egyértelmiien jellemezhetd

a Ginzburg-Landau paraméterrel, k2 = \;/6e2. A k2 renormalési csoport futdsa

8
k2 = T;éz (5(N + 4)K} — (N +30)kk +5), (4.47)
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4.5. abra. A Ginzburg-Landau paraméter, xj, futdsai d = 3-ban. A nyilak az UV irdnybdl

mutatnak az IR felé. A k_ vonala felett a fazisatalakuds méasodrendil.

ami Gjra azt jelzi, hogy rp—ra két fixpont van (vegyiik figyelembe, hogy ki > 0, mivel

M > 0és ef > 0):

30+ N % 1/(20 — N)2 + 100
Ry = 5 (448)
10(N + 4)

ahol k stabil, mig x_ instabil, Id. a 4.5 4brat.

Az eredmények szempontjabol nagyon fontos kihangstlyozni az R1 regulator szerepét.
Vegyiik észre, hogy ha az R2 regularizaciot valasztottuk volna, a Z; hullamfiiggvény re-
normalasi faktora egy 2/3-os faktorral médosult volna, 1d. (4.34)—et. Ez természetesen
befolyasolja az Oncsatolds, Ay futdsat (S \—t), és megvaltoztatja a fixpontok helyzetét. A
kifejezések gyors djraszamolasa utan az deriil ki, hogy ez annyira dramaian befolyasolja
a rendszer viselkedését, hogy a toltott fixpontok teljesen eltiinnek, ha N < Ny = 68.
Mivel azt varjuk, hogy mar N = 1 esetén is ezen fixpontoknak léteznitik kell, az eredmény
azt mutatja, hogy a regulatorvalasztéds, és az ezen keresztiili renormalési csoport futdsok
optimalizacidja kulcsfontossagi. Az elézo fejezet végén leirt analizis mellett ezen felisme-
rés egy ujabb érvként szolgal amellett, hogy a sajatmodusokhoz célszeriibb az individualis

regulatorokat hozzarendelni, és igy az R2—vel szemben inkabb az R1 sémaban kell dolgozni.
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4.5. Osszegzés

Ebben a fejezetben a hagyomanyos szupravezeto fazisatalakuldst vizsgaltuk. A szup-
ravezetés Ginzburg-Landau szabadenergiaja 4ltal definialt abeli Higgs modell renormaélasi
csoport futdsait az effektiv hatas O(9?) rendjéig szdmitottuk ki. Reprdukalni tudtuk a
d = 4 kortili € sorfejtés perturbativ eredményeit, illetve teljesen 1j kifejezéseket vezettiink
le az 6n— és mértékesatolasok [ fliggvényeire d = 3-ban. Azt tapasztaltuk, hogy a széban
forgd kozelitési sémaban a mértékrogzité paraméter a konzisztencia miatt nem lehet tet-
szOleges, azt a szabadenergiara felirt ansatz és a radiativ korrekciok kompatibilitasa szabja
meg. Ebben a specialis mértékben levezetett skalafutasok segitségével ramutattunk, hogy a
rendszerben két 1j toltott (azaz nemnulla mértékesatolassal bird) fixpont 1étezik. Az egyik
egy trikritikus fixpont, mely a paramétertér azon részeinek elkiilonitéséért felel, amely a
masik, teljesen infravoros stabil fixpont vonzasi tartoméanyat definidlja. Ezzel rdmutattunk
arra, hogy ha a széban forgd szupravezeté Ginzburg-Landau paramétere egy kritikus ér-
téken til esik, k > k. ~ 0.62/4/2, akkor a szupravezetd atalakulds folytonos, ellenkezé
esetben azonban elsérendii. Fzen eredmény a kozelitési séma egyszertisége ellenére igen
kozel helyezkedik el a Monte—Carlo szimulaciok eredményéhez.

Réamutattunk arra, hogy azonos regulator profilfiiggvények esetén is legaldbb kétféle va-
lasztasunk van a hullamfiiggvény renormalasi faktorhoz jarulékot adé radiativ korrekciok
regulalasara. Kidertlt, hogy a fenti fixpont szerkezet nagyon érzékeny az ezutdbbi valasz-
tasra, és az effektiv hatas derivativ kifejtésének vizsgalataval megmutattuk, hogy miért
érdemes inkdabb sajatmodusokhoz, és nem pedig az eredeti valtozokhoz regulatorokat ren-
delni. A § fiiggvényeket altalanos N skalar esetére is megadtuk, és ramutattunk, hogy a

fixpont szerkezet tetszoleges N értékre az eredeti N = 1 esettel kvalitative azonos.



5. fejezet

Szin—szupravezetés

5.1. A szin—szupravezeto fazis létrejotte

Az el6z6 fejezetben felidéztiik, hogy a konvenciondlis szupravezetok fazisatalakulasanak
alapja a toltéshordozdknak a racsrezgésekkel vald kolesonhatasa. Utobbi kovetkeztében az
elektronok effektiv vonzoerét képesek egymaésra kifejteni, mely a Fermi-gomb instabili-
tasat okozva kotott dllapot 1étrejottéhez vezet. A parok kondenzéacidja kovetkeztében az
elektromos aramot egyre inkabb a parbaallt elektronok kezdik vezetni, mely az ellenallas
drasztikus csokkenését idézi el6. Konnyi meggondolni, hogy az erds kolcsonhatasban a
kvarkok alacsony hémérsékleten ugyanilyen folyamaton kell, hogy atessenek, hiszen koz-
tiik az eros kolcsonhatas mindenféle kozvetitd, masodlagos kolecsonhatastél mentesen is
vonzoerdt alakit ki. A péarbaallasi— és a kondenzacios folyamat természetesen csak akkor
mehet végbe, ha a kornyezeti koriilmények olyanok, hogy hadronizacié nem 1ép fel, vagyis
a stirtiség elegendden nagy, viszont a homérséklet kell6en alacsony.

A szintoltésen alapulé szupravezetést N, = 3 szin mellett Ny = 3 kvarkiz esetére tar-
gyaljuk. A konvencionalis szupravezetéssel ellentétben az elébbi kvantumszamok jelenléte
miatt szamos csatornaban johet létre potencialis parosodas. A fent leirtak kovetkeztében
viszont a legerdsebb vonzast produkalé kombinacidkra van sziikség. Ezekrol a parokrol ele-
gendben magas striiségen, 1-gluon cserén alapuld szamitas alapjan megmutathatd, hogy
szin— és iz—térben is antiszimmetrikusak (ezen az axiélis anomélia jelenléte sem valtoztat,
igy ezt lejjebb el is fogjuk hanyagolni) [91, 92, 93]. A levezetésnél feltételezziik, hogy a

konvencionalis szupravezetéssel analég mdédon, a kolcsonhatasban ellentétes iranyba &allo

71
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spinekkel rendelkezé kvarkok (s—hulldm) vesznek részt, ahol a szin—térben ad6dé antiszim-
metria miatt az iz—térbeli antiszimmetria mar azonnal a Fermi—statisztika kovetkezménye.
A parosodast kovetéen fokozatosan létrejovo kvark—kvark kondenzatum eszerint eleget tesz

a

(W Cyst) ~ €T etmnd, (5.1)

osszefiiggésnek (a gorog a szin—, mig a latin indexek az iz—térre vonatkoznak), ahol ¢ a
kvark-mez06, C' a toltéskonjugalds operatora, v5 az 6todik Dirac-matrix, ¢ pedig az atala-
kulds rendparamétere. A fenti relacié valdéjaban azt fejezi ki, hogy a domindns csatorna
azonositdsa utan a szin-szupravezeto atalakulas egy ¢ 3 x 3-as matrixszal, mint rendpara-
méterrel jellemezhetd. Spontan szimmetriasértés utan a ¢ mezd természetesen kiilonbozo
mintazatokat alakithat ki, melyek koziil tipikusan az egybezart iz—szin (color—flavor—locked,
CFL), illetve a kétiz{i (25C) mintazat jelenik meg az effektiv leirdsban [91, 92, 93]. El6b-
binél defininici6 szerint ¢) ~ 67, mig utébbinal ¢ ~ 6363.

Az atalakulas jellegérol szolo kezdetleges allitasok teljesen hasonléak ahhoz, mint amit
a konvenciondlis szupravezeténél mar felidéztiink. A fluktudciok nélkiili Ginburg—Landau
potencial trividlis médon mésodrendiiséget ad [94, 95], de amint a gluonikus fluktudciok
kiszamitasra kertilnek, a Coleman—-Weinberg mechanizmus elsérendiivé valtoztatja az at-
alakulést, eltavolitva a rendszert mindennemt kritikus viselkedéstél [96, 97, 98, 99] (bar
alacsony kémiai potencial esetén egy esetleges masodrendiiség nem teljesen zarhato ki
[101]). Mint azt az el6z6 fejezetben lattuk, hasonlé szamitdsok kicsi mértékesatolds esetén
egy, az € sorfejtésen [100] tulmutatd, a funkciondlis renormalasi csoport médszerén alapu-
16 vizsgalatot folytassunk, és valaszt talaljunk arra a kérdésre, hogy a szin—szupravezetd
atalakulas lehet—e méasodrendd. Vizsgalédasainkat, ahol lehet altaldnos N, szin és Ny iz
esetre végezzik el d euklideszi dimenziéban, majd eredményeinket N. = Ny =3 és d = 3
—ra értékeljik Kki.

Ezen a ponton érdemes elidézniink amellett, hogy (az el6z6 fejezetben is latottakkal
osszhangban) az FRG alkalmazdsa mértékelméletekre nem magatél értet6ds, hiszen az
impulzus térben bevezetett levagas megsérti a mértékszimmetriat. A problémara tobbféle

megoldasi mdédszert is javasoltak mar az irodalomban. Az un. hattérmez6 modszer, mely-
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ben a mértékszimmetria tovabbra is létezik hattérmezé transzformaciokra vonatkozodan,
gyakran alkalmazott eljaras [80, 81, 82, 102, 103]. A renormdldsi csoport futdsok mani-
feszt mértékinvarians megfogalmazasara, melyek a Fadeev—Popov kvantalasra egyaltalan
nem tamaszkodnak, tobbféle otlet is napvildgot latott [104, 105, 106, 107]. Makroszko-
pikus mértékmezok bevezetésével felépiilo mértékinvarians futasi egyenlet konstrukciéjat
az olvasé [108]-ban taldl, illetve a reguldtort a BRST invariancidnak részévé tevé eljaras
[109]-ben kertilt kifejlesztésre. A BRST szimmetria kvantumos master egyenletének a re-
normalasi csoport futasokat leir6 Wetterich—egyenlethez vald hozzdigazitasara tett kisérlet
[110]-ben taldlhaté. Mindannak ellenére, hogy szamos javaslat sziiletett a mértékszimmet-
ria megsértésének elkeriilésére, a kidolgozott eljarasok rendkiviil bonyolultak és pratikus
szempontbol kevéssé alkalmazhatoak, kiilonosen ami a konkrét modellszamolésokat illeti.
A hagyoményos, funkcionalintegralokon alapuld eljaras, kovarians mértékrogzitéssel még
mindig a legegyszeriibb méd konkrétan kivitelezend6 (nem absztrakt) szdmoldsok szem-
pontjabdl. A tovabbiakban ezen az iton maradunk, és az el6z6 fejezetben mar bevezetett
eljarast hasznaljuk, mely szerint a mértékszimmetria sériilését adott mértékvalasztassal

keriiljiik el, azt a széban forgd kozelitéshez igazitva.

5.2. Effektiv leiras

A hagyomanyos szupravezeté atalakulashoz hasonléan, a Ginzburg—Landau paradig-
ma itt is alkalmazhaté [94, 95]. A kordbban bevezetett ¢ mez6 szerint sorbafejtjik az
ultraibolya szabadenergiat, iigyelve arra, hogy a rendszer szimmetriaviszonyai megmarad-
janak. Nulla tomegli kvarkokat feltételezve, az axialis anomalia figyelembevétele nélkiil a

szimmetriacsoport SU(3). x U(3)r, X U(3)r, gy a legaltaldanosabb felirds
1
La(g) = /ddx{ - iTr(FijFij) + Tr[Di¢pD;¢)
f t)]” )2
FaTr(@10) + B[ T (¢10)] + AT [10P] 4|, (52)
ahol D; = 0; + igA; a kovaridns derivalt (A; mértékmezékkel és g mértékesatoldssal),
a, B, és Py pedig hémérséklet és kémiai potencial fliggé paraméterek, melyek alakja a

mikroszkopikus elméletbél szamithaté ki (de erre a tovdbbiakban sem lesz szitkségiink).

A ¢7 skaldrmezdre érdemes dltalanos kvarkiz (n = 1,2,..., Nf) és szin (y = 1,2,..., N;)



74 5. Szin—szupravezetés

mellett tekinteni. Jegyezziik fel, hogy a mértékmezo ezuttal egy matrix, A; = A?T“, ahol T
az SU(N,) csoport generatorai az antifundamentdlis abrazolasban. Utobbinak oka az, hogy
a kvark parokra vonatkozo tenzorszorzat abrazolasra 3 ® 3 ~ 6 @ 3*, és a ¢ mez6 éppen a
3* reprezentdciohoz tartoik. Szokdsos moédon Fj; a térerdsség-tenzor matrixa, Fj; = F;;T“,
Ff = 0,A — 0;Af +g f“bcAi-’Aj. Ahogy feljebb jeleztiik, (5.2) minimalizélasabdol addédéd két

lehetséges mintazat rendre

AoY  (CFL)
(on) = , (5.3)

A6 (2SC)
ahol A az Un. gap—paraméter, mely a kondenzacié mértéket jellemzi. Az, hogy az alap-
allapotban melyik valosul meg, az az «, (51, Jo paraméterek fiiggvénye. Ha az ultraibolya

szabadenergiabdl kiindulva fluktudcidkat szeretnénk szamolni, akkor mértéket kell rogzi-

teniink. Standard kovaridns mértéket alkalmazva (5.2) az alabbiak szerint irhaté at:
1
SO (= 08y + (L= €700, ) AL + (=070 — g0 Al
2
—61"P¢" + aTr (610) + Bi [ Tr (670)] + B2 Tr [(60)?]
+Hg Ay (@aﬁi(fw - <T“¢7>*ai¢7) + g f AT AN (Tp,) (T,

(o) = [d%

2
—{—gfabcaiA?A?A; + ifabefcdeA?AgAfAﬂ s (54)

ahol ¢ és ¢* (a = 1,2,..., N2 — 1) a szellemmezdket, f%¢ pedig az SU(N.) csoport tel-
jesen antiszimmetrikus strukturadllandoéit jeloli. Ezen a ponton megjegyezziik, hogy leira-
sunkban az elektrodinamika U(1) mértékmezéje egydltalan nem szerepel, jollehet a szin—
szupravezeté fazisokban az keveredni képes a gluonokkal. Ahogy az a soron kovetkezd
analizisiinkbdl kideriil, ennek hidnya nem befolyasolja az atalakulas jellegérol kialakuld

konklazidt.

5.3. Futdé mértékcsatolas

Erdekl8désiink kézéppontjaban a mértékesatolas futdsa all, az (5.4) altal definiélt elmé-
letekre vonatkozéan, de kiilénosen az N, = 3, Ny = 3 esetben. A futds meghatarozasdhoz

a kovetkezo atskalazasokkal kezdjiik vizsgalodasainkat:

A o= 2P, 0= 2P0, e ZMe, g Zyg, (5.5)
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ahol Z; =1+ 6Z; (i = A, ¢,¢,9), és a kapcsol6dé ellentagok definicidja a

2,224 = 14 0nce, ZyZsZX = 14000, Z2ZsZa= 1+ g,

Z, 25 = 1408y,  Z2Z% =144 (5.6)

relaciékon keresztil torténik. Az elektrodinamika Ward—azonossagai neméabeli esetben az
un. Slavnov-Taylor-identitasokka altaldnosodnak, melyek garantaljak, hogy a kovetkezo
kifejezések egyenl6ek és gy mindegyik ugyanazt a 5(g) fiiggvényt adja a mértékesatolasra

(perturbative vezeté rendben):

o — 910024 — 0Zy — 0Z4/2)
o —g1dy (022 — 075 — 624))2
o —gudu(0sy — 30724)2)

o —gud(01y)2 — 624)

o — 918, (Ouze — 02 — 624)2)

Itt 1 a renormalasi skdla, és minden ellentagra gy gondolunk, hogy azok dimenzi6s regu-
larizacioban vannak kiértékelve kozel d = 4-hez. Ahogy azt mar korabban felvezettiik, az
FRG formalizmus alapjaul szolgal6 regulatorfiiggvény azonban sérti a mértékinvarianciat,
ezért a mértékcsatolas futdsat ado elobbi lehetséges definicidknak az FRG-ben hasznala-
tos valtozatai nem ugyanazt a [ fliggvényt szolgaltatjak. Nem kiséreljik meg az Osszes
valtozatot végigszamolni, és a kiilonbségeket analizalni, hanem diagrammatikailag a leg-
egyszeriibb, utolso alakot értékeljiik csak ki. Ez a valasztas abbdl a szempontbdl is motivalt,
hogy nem tamaszkodik arra a Ward-azonossagra, mely szerint a dy24 — 6 Z4 (és hasonléoan
a 0p242 — 0Z4) killonbség fiiggetlen az anyagi mezoktol. Az FRG reguldtor jelenléte miatt
azt varjuk, hogy az els6 és masodik definicioban az elobbiek szerint fellép6 anyagi jarulékok
kiejtései nem fognak teljestilni, viszont szerencsére a 3(g)-re vonatkozo6 utolsé definiciéban
ez a probléma egyaltalan nem 1ép fel (hiszen nincsen benne referencia anyagi mezékre).

A vezet6 rendii derivativ kifejtésben, (5.4) felhasznalasaval a skélafiggé szabadenergi-
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ara az alabbi ansatzot tételezzik fel:
Z
T, = / l = ’an(sab( — o+ (1 - g,;l)aiaj>A§ + Zeg@(— 020 — ZypZ A ng f 0, AY) et
~Z kPO + Vi(9) +1Z 1 24 3 Zo kg A (@W (T°¢,) — (TA“%)T@%)
F 22Dk Zang I fEALANT 0,) (160,) + 2,0 250 f 0, A ALAS
+ZQ A k: T fabefcdeAaAbAcAd] (57)
Ahogy a dolgozatban kordbban, ebben a részben is mindegyik moédushoz egy Litim jellegii

reguldtorfiiggvényt vezetiink be, Ry(q) = (k* — ¢*)O(k? — ¢*), vagyis a hatdshoz az alabbi
tagot adjuk:

JoRie = 22 ) as(-0) (5, + 400 - &) Ruo)
2o [ @@ OR) + Zos [ @ -0R). (5

Ahogy kordbban megjegyeztiik, a Wetterich—egyenlet (1.13) alakjabol egyhurok grafok ge-
neralédnak le, eztttal az (5.7)-nek megfelel regulélt propagatorokbél felépiilve. A fentiek
értelmében a [B(g) fiiggvényt a mérték—antiszellem—szellem vertexbdl fogjuk meghatarozni.
(5.5) alapjan, a skalafiiggé mértékesatolast g, = g2, médon definidlva (itt ¢ a csupasz

mértékesatolds), illetve a dimenziétlan valtozatat gp = k% g, modon felirva, a futdsra a

- - d—4 - d—4 Zg,kZix/iZc,k
Blg) = kOgr = (d—4)gr + gk™ kO Zys, = (d — 4) g + gk "k, i,
Ak“ck
7 A= Gk 1/2 Ik O
= (d—4)gr + Z 114/,£ZC ) kO(ZynZ 4 1 Zex) — - kOxZ,., 2k kOxZ

(5.9)

kifejezést kapjuk. A kévetkez6kben a koy(Z, 1 Z A/ wlek)s KOk Ze s, és kOxZ ay, kifejezéseket
hatérozzuk meg, hogy megkaphassuk beldliik 5(g)-t. A Feynman—szabalyok (5.7)-b6l le-
olvashatok. Jeloléseink szerint a hullamos, egyenes, szaggatott vonalak rendre a mérték-,
skalar-, és szellem propagatorokra vonatkoznak. El0szor a mérték—antiszellem—szellem ver-
texet hatarozzuk meg, majd ratériink a mérték— és szellem hullamfiiggvény renormalési

faktorokra. Bevezetve a

qn = ¢+ Ri(q) = @+ (K> — )O(K* — ¢°) (5.10)
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jelolést, ehhez segitséglinkre lesz az aldbbi két integral azonossag:

4 2(n — 1)(2dn + d — 2) )
_ k — 9) kd+2n 4 0 kd+2n 6,2 3
/ akzp—i—q d+2on ¢ d(d+2n — 2) d p+ 0w,
(5.11a)
Diq; - / 2pip; 2 d—4 3
ko PP 2 pdt 08, 5.11b
/q “Ga+ )k aer Kg+pg  d PP @) (511b)

ahol ismét Qy = [2917%21'(d/2)]7}, a d-dimenziés egységgdmb felszine elosztva (27)%-vel.

5.3.1. Mérték—antiszellem—szellem vertex
A Feynman-szabalyok szerint

(5.12)

e S

pz’gfabckfﬁk(Zg,kZi/ﬁZC’k) — ;{;gk( A

~ 2 1/2 5 1 m4 1
k( A 9 Lgrsalek | N0k g (1=6)75 (¢ —p)R)?

X(p = @)m(q — p)ipn f° f 1% f2o1

ac — _35
= pif G 78 2 7 Co(A) k! x d+k2>+0(p2), (5.13)

1

373 71/2

- $23.7 chk/k:@k -
GREARTER [N 3 (g — p)R)?

x <5mn PR Ul V11 p)m>

(g —p)?

_ _ (q _p)o(q _p)T fdc raef pbde
X ((507‘ (1 fk) (q — p)2 )f f f qnPr
X <5zm(q - p)g + 5mo(2p - 2(])1 + 51'0((] - p)m)

_ abe 373 r71/2 d—a3(1 — d)&
= pif ng,kZA,ch,kCZ(A)Qdk W

adodik. Megjegyezziik, hogy az (5.13) és (5.14) egyenletek jobb oldaldn a k—szerinti differen-

+ 0% (5.14)

cidlaskor elhanyagoltuk a Z, ., Zay, és Z. faktorok skalafiiggését (ezek magasabb rend
jarulékokat hordoznak), és kihasznaltuk, hogy fe¢fabd = Cy(A)d*, ahol Cy(A) a Casimir
operator, 1,1} értéke az adjungalt abrazoldsban. Felhasznaltuk tovabba a foof ffbe feco —

—3Co(A) f* azonossdgot is. Az (5.13) és (5.14) eredményeit Ssszegezve, (5.12) a

1 -3
koy(Z ngA/chk) Z;kCg(A)Qdkd’A‘igk

- . 5.15
Zg,kZi\{ch k 7 d+2 ( )
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eredményre vezet.

5.3.2. A szellemmez6 hullamfiiggvény renormalasa

A Z., hullamfiiggvény renormalasahoz csak egyetlen diagram kiértékelése szitkséges:

pzéabkaquk = k’ék( [,‘,W\l )

5 1 -1 (¢ —p)ila —p);
_ ZZQ Zc adc rbdc kO, — 52 o o J iD;

= PZUZAC A [ (1 (6 - D - 2) + 06 (5.16)

lgl<k k4

ahol x = p - q a p és q iranyu egységvektorok skalaris szorzata, és ismét elhanyagoltuk az
atskalazasi faktorok k—fiiggését a jobb oldalon. Az integral elvégézése utan a

kOkZ. 1,
Zc k

5

A(d — 1) — 264(d — 2)
d2

= §° 2} Co(A)Qk" : (5.17)

eredményre jutunk.

5.3.3. A mértékmez6 hullamfiiggvény renormalasa

A Z 4 hullamfiiggvény renorméldsi faktor kiszdmitdsa a legbonyolultabb. Osszesen 6t

diagramot kell kiértékelniink, ismét O(p?) rendig:

ZA,k (p25ij - pipj(l - ﬁkl))}éab = kék (*"“@W‘A + “’W“"W"“ +
~O- 0 Q) e

Vegyiik észre, hogy az utolso két tag valdojaban p—fiiggetlen, és veliik egytitt az el6z6ekbol

kO

jové O(p°) jarulékoknak ki kellene esniiik, ami azonban a mértékszimmetria explicit sértése
miatt nem torténik meg. Mar a hagyomanyos szupravezetés esetén is megfigyeltiik, hogy
a fotonnak tomege generalodik, itt ugyanezt latjuk a gluonokra vonatkozdan. Ahogy az
el6z6 fejezetben is, itt is tgy gondolkozunk, hogy mar UV skalan be lehet vezetni egy
megfeleld gluon tomeget, mely k& — 0 esetén pont kompenzalja a (5.18)-bdl jové tomeg

jarulékot, igy vele egyaltalan nem kell foglalkozni, mert formalisan ugy viselkedik, mint
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egy irrelevans operator. Ezért val6jaban csak az els6é harom diagramot kell kiszamitanunk,

melyek p fliggetlen konstansoktol eltekintve az alabbiakra vezetnek:

- 1 ~ 1 1
kf@k‘“@‘”‘ =97, ZAkfadcfbdc*/k‘akfi
phe 2Je an (g +p)k

< (Jn = (1 fk)%;f") (00— (1= ) e igk(z)j p)z)

X (51- (P — Qo+ Omo(2q + p)i + 0io(—2p — Q)m>

X (6]1(2]7 + @)n + O (—2q — p)j + 0n;(q — P)z)

9
= P2 IO [
92y Zasd"Co(A) lal<k k*(q + p)%

8(z% — 1)8i; + (9 — d)pip; + 44:d; — 4x(Pidy + Pjdi) — 42°Gid;

(4(1 — d)giq; — 26(0i56° — Gigy)

+p?

+6(305 = 3pipy — 40 + 40y + 4Pidi) — 8% + 4@@x2)]) +0)

12d(d + 1) — 4 d 11d — d?) — 24
= 92Zgz,kZA,k5abC2<A)Qdkd_4[ d+1) O( %65 — 6+ ) pipj)

&2(d + 2) 6d(d + 1) — 20
40 +2d(5 — 4d) 3(? — 8) ) ;
o B 2 (p i~ qad—5) —20"P)| O,
(5.19)
R Y WYLyl I L s
e R ¢ (a+p)k Y

= 972} 1 Zapd"Cr(A)Qk™ ) (p*0ij + 2pip;) + O(pY),

d(d+2
(5.20)

i . -1 1
k@kaM = —g?Z2, ZaTx T“T”N/k:@ — 5 (P +29)i(p + 29),
g,k ) [ ] f p k’qlz%(q_i_p)%%( )( )]

—4Nj d—2
— 222 7 5abQ kd74 f ( 25@" —— S ) 3 )
9 Ly LAk d d(d + 2) P04 5 pipj | +O(p°)

(5.21)

Ahogy az el6z6 alfejezetekben is, az egyenletek jobb oldaldn a skala szerinti derivalaskor
elhagytuk az atskalazasi faktorokbdl szarmazé k—fiiggést, illetve, ahogy kordbban is, felté-

teleztiik, hogy a skaldrmezd tomege a kritikus pontban & — 0 esetén eltiinik. Osszegytijtve
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(5.19), (5.20) és (5.21) eredményeit, (5.18) az aldbbira vezet:

kO

Z Ak <p25z'j — pip;(1 — £k1>):| = QQZQQ,kZA,kQazk(F4
1242 + 14d — 40 — 26, (Ad®> — 5d — 20))

4N,
p25ij( — f + CQ(A)

. d(d+2) 2+ 2)
ON:(d — 2) —2d + 22 + 8d — 48 — 64 (d? — 8)
_pipj(_ dasa A 2(d + 2) )]
(5.22)

Amennyiben d = 4, azt 1atjuk, hogy (5.22) jobb oldala tranzverzalis, vagyis a mértékrogzité
paraméter az abeli esethez hasonléan &, = konst. x Z, alakt, ahogy azt az egyhurok
perturbativ eredményekbdl vartuk is. Mindazonaltal, ha d # 4, akkor a gluon propagator
longitudinalis Osszetevoje is fut a skalaval. Itt ismét kihasznaljuk azt, hogy &, megfeleld
valasztasaval a szabadenergiara feltett (5.7) ansatz ezzel tokéletesen Osszhangba hozhato.
Az ar, amit ismét fizetlink, hogy a £ paraméter nem tetszoleges. Eldszor a transzverzalis

projekciok Osszevetésébdl azt kapjuk, hogy

kOKZ a
ZAk

4 N¢
d(d + 2)

_ 12d* + 14d — 40 — 2&,(4d* — 5d — 20
:g2Z§7dekd 4(_ 51@( ))7

+Ca(4) d2(d +2)

(5.23)

majd miutan feltessziik, hogy a mértékrogzito paraméter skalafiiggetlen, & = £, a longi-

tudindlis projekcié az aldbbi konzisztenciafeltételt adja:

kOnZan(L =€) = ¢°Z2, ZapQ0ak™*

2N¢(d — 2 —2d3 + 22d? + 8d — 48 — 6£(d? — 8
d(d+2) d*(d+2)
(5.24)
ami kihasznalva (5.23)-at ekvivalens a
AN 1242 + 14d — 40 — 2¢(4d? — 5d — 20) B
- Cy(A 1-
PR d(d+2) ( ¢ )
2N (d — 2) —odP + 224 + 8d — 48 — 6£(d® — 8)
= A : 2
ira TG4 d(d +2) (5:25)

feltétellel. Ez egy masodfoki egyenletre vezet £&—ben, melynek két megoldasa van. Ezen
a ponton nem dontheté el, hogy melyik valaszthato, azt a mértékesatolas skalafutasara

vonatkozo fizikai kovetelmény fogja eldonteni, 1d. lejjebb.
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5.3.4. A mértékcsatolas [ fiiggvénye

Most mar 6ssze tudjuk szedni az Osszes jarulékot, ami a §(g) fiiggvényt meghatarozza.

Behelyettesitve (5.15), (5.17) és (5.23) eredményét (5.9)-be kapjuk, hogy

o) 10d” +11d — 28 + & (=3d* + 5d +28)  2N;
? d2(d + 2) dd+2)|

Blg) = —(4 — d)gr — 5

(5.26)

Lahattéan d = 4 dimenziéban visszakapjuk a szokvany 1-hurok perturbativ eredményt,

B(g)la=a = —éf)?(glzvc — ]gf) : (5.27)

ahol felhasznaltuk, hogy Cy(A) = N, SU(N,) esetén. Ez ismételten annak az ismert tény-
nek az eredménye, hogy d = 4 esetén legalacsonyabb rendben az elméletek dimenziot-
lan csatoldsainak futasa regulatorfiiggetlen. Ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy ha
magasabb rendi perturbativ eredményeket szeretnénk az FRG mddszerrel reprodukalni,
akkor az atskalazasi faktorok k—fliggését a futdasi egyenletek jobb oldaldn minden esetben
figyelembe kell venni. Mi ezeket kovetkezetesen elhagytuk.

Ami igazén érdekes 1j eredmény, hogy (5.26) a minket igazdn érdekl6 d = 3-ban is
kiértékelheto. Ekkor kapjuk, hogy

B(9)a=s = — g — e [(19 " igg) N, _ 2N

—_— 2
272 9 15 |’ (5.28)

ahol £t a fenti, (5.25)-0s konzisztenciafeltétel hatarozza meg. Ennek két megoldasa van,

melyekre N, = 3 esetén d = 3-ban kapjuk, hogy

Ny 1
Eo=1+ Tf + ZWVJ% — 8Ny + 456. (5.29)

Vegyiik észre, hogy - — 2+ O(1/Ny), mig & — N¢/2+ O(1/Ny), ha Ny — oo. Ezen a
ponton megkoveteljiik azt, hogy ha Ny — oo, ahol is a mértékmezdk jarulékai bizonyosan el
vannak nyomva a skalarokéhoz képest, a g fiiggvények az abeli Higgs modellhez hasonléan
tegyék lehet6vé egy nemtrivialis fixpont 1étezését. Ez kizarja a &, valasztasat, és £t irja
el8. Ekkor viszont arra jutunk, hogy ha N; < 55, akkor 3(g)|s=3 < 0 minden g > 0-ra és
igy az elébbi nem teszi lehetévé d = 3—ban egy infravoros fixpont 1étezését.

Vegyiik észre, hogy ezen eredmény eléréséhez ki sem kellett szamitanunk a skalar szek-

tort jellemz6 potencial skalafliggését. Még ha esetleg utobbinak l1étezne is skalazoé fixpont
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megoldasa g = 0 esetére, ez soha sem lehet infravordsen stabil, mivel az el6z6ek szerint
kicsit is eltavolodva g = 0-t6l (g) instabilitast okoz. Ez azt jelenti, hogy ha Ny < 55, a
skalar potencial V' (¢) semmilyen relevancidval nem bir a fazisatalakulds szempontjabdl, az
mindenképpen (feltehetéen) elsérendii. Az igy kapott eredmény szoges ellentétben all az
el6zo fejezetben targyalt hagyomanyos szupravezetd atalakulassal, ahol a mértékesatolas
B figgvényének van nemtrivialis nullhelye, amit behelyettesitve a skalarpotencial futési
egyenleteibe, kaptunk nemtrivialis infravoros fixpontot. A gluonikus fluktuaciok azonban
sokkal robosztusabbnak bizonyulnak a fotonokénal, igy nemabeli mértékelméletekben az

el6zo forgatokonyv nem johet 1étre.

5.4. Vertex regulatorok

Az el6zoekben ismertetett eredmények a kontinuum elmélet egy tokéletesen legitim
regularizacidjanak eredményeként alltak el6. A regularizacié azonban, ahogy azt a dol-
gozatban korabban tobbszor is hangsilyoztuk, nem egyértelmii, és minden alkalmazott
kozelités altalaban regulatortdl vald fiiggést is eredményez. Ahogy a hagyoményos szupra-
vezetés targyalasanal, itt is felmeriil az, hogy bar megtartva a Litim—féle profilfiiggvényt,
van—e mas mod a regularizacidé bevezetésére. Vegylik észre, hogy olyan elméletekben, ahol
impulzusfiiggd vertexeink vannak (ami direkt térbeli derivalt—csatolasokbdl ered), szigori
értelemben inkonzisztens eljards a propagatorok regularizacidja anélkiil, hogy a vertexe-
ket is regulalnank. Ennek az az egyszerii oka, hogy amint egy ¢ hurokimpulzusra q < k,
a hozza kapcsolddd, eredetileg ¢ impulzustu propagatorban k£ impulzus fog haladni, ami a
vertexek reguldlasa nélkiil ahhoz vezet, hogy az impulzus nem marad meg a csomopontban.
Ez nem jelenthet problémat d = 4-ben vezetd rendben, hiszen ekkor barmilyen regulator
azonos eredményre vezet, mas dimenziéban azonban fontos tisztdzni, hogy az eredmények
mennyire érzékenyek a vertexek reguldlasara, és hogy utébbi egyaltalan milyen médon
kivitelezheto. Az alabbiakban erre keressiik a valaszt.

A vertexek regulalasa az FRG formalizmusban egyaltalan nem magatol értet6do, hi-
szen a regulator kvadratikus a mezokben, a vertexekhez pedig legalabb kobos térfiiggés
tartozik. Ez azt jelenti, hogy a hatasban nem lehet a vertexekhez regulatorokat bevezetni,

hiszen azok megsértik a I'y skalafliggd hatas szerkezetét. Vannak specidlis esetek, melyek
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esetén azonban kvadratikus regulatorok vertexek regulalasara hasznalhatok. Képzeljiink el
egy diagramot, amelyben egy kiils6 vonal nulla impulzussal egy impulzusfiiggé harompont
vertexhez csatlakozik. Egy ilyen struktira a funkciondlintegralban egy olyan tag eredmé-
nye, melyben a mez6, ami a nulla impulzus kiilsé vonalhoz tartozik konstans, és pontosan
azt a hattérmez&t jelenti, amin az effektiv hatast (szabadenergiat) éppen kiértékelni szeret-
nénk. Eszerint, ha az el6bbi hattértol explicten fiiggd, a masik két mezében off-diagonalis
elemet adunk a kvadratikus reguldtor matrixhoz, effektive el lehet érni, hogy az el6zo
vertexben az atfoly6é ¢ impulzusra vonatkozéan ¢; — qr,; formalis csere torténjen, ahol
qri = ¢ + (Gik — ¢;)O(k* — ¢*). Felhivjuk a figyelmet, hogy ez csak akkor miikodik, ha a
vertex csakis egyetlen impulzus jellegli valtozotol fiigg, és ha a hattérfiiged off-diagonalis
regulator elem azon két mezohoz van bevezetve, melyeken ez a bizonyos impulzus atfolyik.
Bar az el6z0 részben egyetlen olyan diagramunk sem volt, ahol a vertexeken egyetlen im-
pulzus folyik at, minden esetben a kiilsé impulzusban sorba kellett fejtentink. Ez effektive
azt jelenti, hogy a sorfejtés soran megmaradd diagram struktira valéjaban pont olyan,

mint amit az elébb leirtunk, ezért a vertexeken atfolyé impulzus regulaldsa megengedett.

A mérték—antiszellem—szellem vertexre és a szellem hullamfiiggvény renormalasra vo-
natkozoan az eljaras miikodik. Ezek esetén ugyanis valéban igaz az, hogy amikor a szoban
forgd diagramokat sorbafejtjiik a kiilsé p impulzus szerint, a kialakulé koefficiens egy olyan
kifejezésnek adodik, mely a széban forgd diagram redukalasa egy olyan esetre, ahol csak és
kizarolag egyetlen impulzus folyik 4t a benne 1évé vertexeken. Ami viszont a mértékmezo
hullamfiiggvény renormélasi faktoranak futasat illeti, ez tobbé nem igaz. Ennek oka az,
hogy Za . futdsdnak meghatdrozasakor O(p?) rendben mindig van olyan rész, ami nem a
vertexek sorbafejtésébdl adédik, hanem a regulalt propagator p fiiggésébdl, vagyis mindig
kapunk a sorfejtésben olyan tagot, melyben a vertex két fiiggetlen impulzust (kiils6 és
hurok) is tartalmaz, igy a fenti tritkk nem alkalmazhaté. Ilyen esetekre vonatkozé, altala-
nosan mikodo vertex regularizacié megtalalasa fontos és érdekes irany a jovére nézve, de

jelen dolgozat ennek lehetdségével nem foglalkozik.

Az alabbiakban megvizsgéaljuk, hogy a vertexek regularizaldsaval hogyan mddosulnak
eredményeink a mértékesatolas 5(g) fiiggvényére vonatkozéan. Ehhez a mérték—antiszellem—
szellem vertex és a szellem hullamfiiggvény renormalasi faktoranak megvaltozasat fogjuk

meghatarozni. Ami az el6bbit illeti, amikor a feljebb vazolt eljarasnak megfelelden vég-
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rehajtjuk a ¢; — qpr,; cserét, formalisan az alabbi valtozast érjiikk el a hurokintegralra
vonatkozéan: [, kdi[q?/(qh)®] = [, kOk[1/(q})?]. Ez egy d+2) faktorban mdédositja (5.13)
és (5.14) kifejezését, ami azt jelenti, hogy (5.15) az aldbbiak szerint médosul:

1 —2&,

kO (Zop Z i i Zer) = g2 22, Ca(A) k™ -

(5.30)
Zg kZA ch k

Ahogyan vartuk, d = 4-ben nincs kilonbség, de méas dimenziészam esetén igen. Hasonld
analizis a szellem hulldmfiiggvény renormadldsra vonatkozéan (5.17)—et a kovetkez&képpen
modositja:

kO Z.
Zc,k

3—&
d )

= ¢*Z; ,Ca(A)Qak (5.31)

ami ismét mutatja a d = 4-beli univerzalitast. A Z4; faktort nem valtoztatjuk meg a

fentiek értelmében, igy felhasznalva (5.9), (5.23), (5.30) és (5.31) eredményeit, a médositott

B(g) fiiggvény

9d* — 13d +20 + &(3d* — 7d —20) 2N
d2(d + 2) d(d +2)

B(g) = —(4 = d)g, — g2 | Ne , (5.32)

ahol ismét kihasznédltuk, hogy Cy(A) = N, SU(N.)-re. A d = 4 esetben az univerzalis
(5.27) alakot kapjuk, mig d = 3-ban

Blg) = =g — 297’“ [(20 @) — 21]\5]1 : (5.33)

adodik. Ez az eredmény nyilvanvaléan nem egyezik meg (5.28)—cal, de azt is vegytk észre,
hogy a numerikus faktorok nagyon kézel vannak egyméshoz. Amikor az (5.25) konzisztencia
feltételt oldjuk meg &-re, ismét {_—t valasztva [Id. (5.29)—et]| djra azt talaljuk, hogy ha
g > 0, akkor f(g) < 0, vagyis infravorosen stabil fixpont a rendszerben nem létezik, igy

masodrendii atalakulds nem képzelheté el, hanem az valdszintisithetéen elsérendii.

5.5. Osszegzés

Ebben a fejezetban a hagyomanyos szupravezetés mintajara a szin—szupravezeto fazisat-
alakulas rendjét vizsgaltuk. A kérdés, amit feltettiink, hogy a szin—szupravezetés Ginzburg—

Landau modelljében létezhet—e infravorosen stabil fixpontja a renormalasi csoport futdasok-
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nak, ami egy esetleges masodrendii dtalakulast tudna leirni. A hagyomanyos szupravezetés-
nél latottakkal analog modon az FRG futési egyenleteket kozvetleniil d = 3-ban értékeltiik
ki, az € sorfejtés alkalmazasa nélkiil.

Ramutattunk, hogy a fenti kérdés eldontéséhez pusztdan a mértékesatolas renormalasi
csoport futdsdnak megadésa elegendd, hiszen arrdl kidertlt, hogy (a hagyomanyos szupra-
vezetéssel ellentétben) nem teszi lehetévé infravorosen stabil fixpont 1étezését. Azt talaltuk,
hogy N, = 3 esetén Ny < 55-re a mértékesatolas [ fiiggvénye a skdldval monoton csok-
ken, vagyis nem létezhet nemtrivialis fixpont d = 3-ban. Ez az eredmény pedig indirekt
bizonyitékként szolgal arra vonatkozdan, hogy az atalakulas elsérendii kell legyen, hiszen
masodrendii az el6zoek fényében biztosan nem lehet. Azt is lehet mondani, hogy ez az erés
kolesonhatas aszimptotikus szabadsaganak a kovetkezménye d = 3-ra is kiterjedve, mely
szerint az egyetlen 1étez6 fixpont a rendszerben az ultraibolydban létezik és az trivialis.

A hagyoméanyos szupravezetéssel analdég moédon azt talaltuk, hogy ahhoz, hogy a ra-
diativ korrekciok hatasa és a szabadenergiara feltett ansatz egymassal kompatibilis tudjon
maradni, egy specialis mértékvalasztassal kell élni. Ez egyenes kovetkezménye annak, hogy
az FRG reguladtor megsérti a mértékszimmetriat, és a gluon propagator longitudinalis pro-
jekciojanak is skélafliggést ad.

Megvizsgaltuk az tn. vertex regularizacié kérdését, melyet a renormélasi csoport futé-
sok konzisztencidja vet fel akkor, ha impulzusfiiggd vertexek vannak az elméletben. Ramu-
tattunk arra, hogy bizonyos esetekben létezik mod arra, hogy a vertexekben futé impulzu-
sok is regularizacié ald keriiljenek, amit sikerrel alkalmaztunk a mérték—antiszellem—szellem
vertex és a szellem hullamfliggvény renormalasi faktora futasanak meghatarozasara. Ennek
eredményeképp az tGjraszamolt mértékcsatolas skalafiiggése bar kvantitative kissé megval-
tozik, ugyanazt a végeredményt adja: a szin—szupravezeto atalakulas nem mutathat kritikus

viselkedést, és az igy vélhetoen elsorendii kell, hogy legyen.






Tézispontok

Az aldbbiakban 0Osszefoglalom a dolgozatban elért legfontosabb eredményeket, tézis-
pontok formajaban. A széban forgd eredményeket a tézispontok utan talalhaté publikaciok

tartalmazzik.

1. A kvantumszindinamika harom kvarkiz melletti kiralis szimmetriajanak véges hémér-
sékletli helyreallasarol nulla kvarktomegek mellett megmutattam, hogy az irodalomban
fellelheto, lényegében tankonyvi allitasokkal ellentétben masodrendii atalakuldson keresz-
tiil is végbe mehet. Eredményeim szerint a rendszer Ginzburg-Landau potencidljaban egy
1j, nemperturbativ infravorés renormalasi csoport fixpont létezik, mely arrél is arulkodik,

hogy az axidlis anomaélia feltehetéen helyreall a kritikus pontban.

[1] G. Fejos, Phys. Rev. D105, L071506 (2022) [arXiv:2201.07909)].

2. A harom kvarkizt tartalmazoé linearis szigma modellben kidolgoztam a funkcionalis re-
normalasi csoport egyenleteknek egy, a kirdlis invariansok kifejtésén alapuld kozelito alak-
jat, melyben a csatolasi allandok kondenzatumfiiggd koefficiens fiiggvényekké 1épnek el6.
A formalizmust ezek utén az axidlis Us(1) anomalia hémérséklet—fliggésének meghatéaro-
zasara alkalmaztam. Ramutattam, hogy a kondenzatum elparolgasa nyoman a mezonikus
fluktuaciok erdsiteni igyekeznek az axialis szimmetria sériillésének mértékét a kiralis atala-

kulas homeérséklete felé haladva.

[2a] G. Fejos, Phys. Rev. D90, 096011 (2014) [arXiv:1409.3695].
2b] G. Fejos, Phys. Rev. D92, 036011 (2015) [arXiv:1506.07399].
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3. Az el6z6 pontban targyalt rendszert a csupasz anomalia egyiitthaton at bevezetett ins-
tanton jarulékok figyelembevételével is megvizsgaltam. Eredményeim azt mutatjak, hogy
a varakozasoknak megfelel6en nagyon magas hémérsékleten az U4 (1) szimmetria biztosan
helyredll, de a kirdlis fazisatalakulds (pszeudo)kritikus hémérséklete kornyékén az axialis
anomalia egy atmeneti er6sodést is mutat. A jelenségnek a mezonikus fluktuaciokon alapu-
16 magyarazata elméleti hattérrel szolgal korabbi, az irodalomban rdcs QCD adatok altal

adott hasonld felvetésekre.

[3a] G. Fejos and A. Hosaka, Phys. Rev. D94, 036005 (2016) [arXiv:1604.05982].
[3b] G. Fejos and A. Patkos, Phys. Rev. D105, 096007 (2022) [arXiv:2112.14903].

« sy

leti atalakulasanak a funkcionalis renormélasi csoport médszerén alapuld vizsgalataval ra-
mutattam, hogy kordabbi Monte-Carlo szimulacidkkal 6sszhangban, a fazisdtmenet valoban
els6— és masodrendii is lehet. A masodrendii &tmenetet mutatd szupravezetokhoz tartozd
idaig ismeretlen infravoros fixpont helyére analitikus kifejezést vezettem le, melybdl az on—
és mértékcsatolasok aranyara vonatkozé olyan korlatot allitottam fel, mely megmondja,

hogy milyen esetben létezik elsérendii- illetve folytonos atalakulas.

[4] G. Fejos and T. Hatsuda, Phys. Rev. D93, 121701 (2016) [arXiv:1604.05849].

5. Az el6z6 pont eredményeit olyan esetekre is altalanositottam, melyben a rendparamé-
tert N komponensti komplex skalarok kozé terjesztjik ki. Megmutattam, hogy tetszoleges
komponensszam esetén a rendszert jellemz6 renormalasi csoport trajektoriak analog visel-
kedést mutatnak az N = 1 esettel, a fixpontok szerkezete is azonos, azok pontos helye,
illetve az 6n— és mértékesatolasok aranyara felallitott korlat numerikus értéke csak az, ami

a skalarmez6 komponenseinek konkrét szamértékétdl fiigg.

[5] G. Fejos and T. Hatsuda, Phys. Rev. D96, 056018 (2017) [arXiv:1705.07333].
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6. Ramutattam arra, hogy a funkciondlis renormalasi csoport modszer alapjaul szolga-
16 regulator fiiggvényben fellépo skalaszeparacié hogyan sérti meg az abeli Higgs—modell
mértékszimmetriajat, és javaslatot tettem arra, hogy az igy felmeriilé anomalidkat specia-
lis mértékvalasztassal, illetve az ultraibolya paraméterek hangolasaval hogyan lehet mégis
konzisztenssé tenni. A mértékrogzito paraméter d dimenzidészamtol valo fliggésének feltér-
képezésével egy olyan keretrendszert alakitottam ki, melyet késébb mas elméletek mérték—

anomalidinak vizsgalatara is alkalmazni lehet (1d. pl. a kovetkezé pontot).

[6] G. Fejos and T. Hatsuda, Phys. Rev. D100, 036007 (2019) [arXiv:1905.04272].

7. A szintoltésen alapuld, a kvarkok altal alacsony homérsékleten és magas stiriségen meg-
valosuld szin—szupravezetés effektiv modelljében is megkiséreltem méasodrendii atalakulast
leir6 fixponto(ka)t keresni. A mértékcesatolas futdsinak meghatérozasaval és a mértékszim-
metria megsértésének felolddsara tett javaslatom altalanositasaval ramutattam arra, hogy
a gluonikus fluktudciok sokkal robosztusabbak a fotonokénal, melynek kovetkeztében az
SU(3) mértékszimmetrian alapulé ,nemabeli” Higgs—modellben a mértékcsatolas instabi-
litdsa miatt nincs infravoros fixpont, igy a szin—szupravezeto atalakulas sziikségszeriien

elsOrendil.

[7] G. Fejos and N. Yamamoto, JHEP 12, 069 (2019) [arXiv:1908.03535].
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