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Abstract 
Cylindrical gears having the tooth line shaped by an Archimedean spiral were recently developed in 
the frame of a research contract supported by the Hungarian Academy of Sciences [1]. As well as 
known, most used cylindrical gears are the classical spur gears or helical gears forming an exterior or 
interior gear couple. Theory of these gears was developed and technology perfected longtime ago. 
Despite of this fact it still exist a challenge here. It consists in finding new ways to increase the load 
capacity and the quality of the teeth contact at equivalent dimensions in comparison with the classical 
cylindrical involute gears. Cylindrical gears having the tooth line shaped by an Archimedean spiral 
combine successfully the advantages of shaping using one common rake type tool [2] and those 
offered by the bevel gear cutting technologies regarding the localization of the contact patch. In our 
opinion there exist two basic aspects of the geometry that influence the load capacity: the values of 
curvatures on the tooth surfaces [3] and the shape of the dedendum transition surface situated between 
the enveloped tooth surface and the dedendum circle. This paper presents the geometrical model of the 
tooth dedendum transition surface. It starts from the general concepts of modeling the edge of the 
cutting tool, and continues with the discussion of the surface family generated by the tool’s edge. The 
paper ends with conclusions regarding the further possible developments. 

Keywords: involute, Archimedean spiral, tooth dedendum, modeling. 

Összefoglalás 
Az Arkhimédész-féle spirális fogirányvonalú hengeres fogaskerekeket a Magyar Tudományos Aka-
démia segítségével megvalósult kutatási program keretében fejlesztettük ki [1]. Amint ismeretes, a 
hengeres evolvens fogaskerekek egyenes vagy ferde fogazású, külső vagy belső kapcsolódású fogaske-
rekek. Ezek elmélete és gyártástechnológiája mára már teljes egészében felfedezett és a végletekig 
tökéletesített. Mindezek ellenére a hengeres fogaskerekek területén továbbra is fennáll és egyre erő-
sebb az a kihívás, aminek tétjét a fogak érintkezésének a tökéletesítése, valamint a teherbírás növelése 
képezi, a klasszikus fogaskerekekkel azonos méretek megtartása mellett. Az Arkhimédész-féle spirális 
fogirányvonalú fogakkal rendelkező hengeres fogaskerekek sikeresen ötvözik az egyetlen, fogasléc 
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típusú szerszámmal való lefejthetőség [2] és a kúpfogaskerekek hordkép-lokalizációra irányuló meg-
oldások előnyeit. Nézetünk szerint két geometriai aspektus befolyásolja lényegesen a fogak terhelhető-
ségét és megfelelő kapcsolódását: a fogfelületek érintkezési pontokban felvett görbületeinek viszonya 
[3] és a foglábfelület alakja. Jelen dolgozat részletesen foglalkozik a vizsgált fogaskerékre jellemző 
foglábfelület lefejtésével, alakjának befolyásolhatóságával, valamint a reális származtatófelületekkel. 
Elsőként a szerszámél csatlakoztató részének modellezését tárgyalja, ezt követően a foglábfelületet 
kialakító reális fogfelületsereg egyenleteinek levezetését nyújtja, majd a foglábfelület optimalizálásá-
nak lehetőségeivel zárul. 

Kulcsszavak: evolvens, Arkhimédész-féle spirál, fogláb, modellezés 

  

1. Az Arkhimédész-féle spirális 
fogirányvonalú hengeres fogas-
kerekek lefejtésének elve 
Az Archimédesz-féle spirális fogirány-

vonalú fogaskerékpár lefejtési elvét az 1. 
ábrán szemléltetjük [1, 2]. Az ábra bal ol-
dalán felülnézetben látható a 
lefejtőszerszám elvi vázlata. Amint megfi-
gyelhető, a kúpfogaskerék-marófejekhez 
hasonló felépítés zs számú, Arkhimédész-
féle spirálgörbére tájolt, egyenlő szögbeosz-
tású, fogasléc-profil élvezetésű kést egyesít. 
A forgástengely a bal oldali vázlat síkjára 
merőleges. Amint a szerszámot óramutató 
járásával megegyező irányban forgatni 

kezdjük, ωH szögsebességgel, bármely su-
gár irányában az aωH sebességgel haladó 
fogaslécprofilt találjuk, amelyet matemati-
kai modellként értelmezünk [4,5], és beír-
juk két kapcsolódó fogaskerék közé, amint 
az 1. ábra jobb oldalán szemléltettük. Tud-
ván, hogy az Arkhimédész-féle spirális ve-
zérgörbe paramétere a=0,5m, és így a fo-
gasléc osztóvonalmenti fogosztása p=πm, 
belátható, hogy elvileg a javasolt szerszám 
fogasléccel egyenértékű 
származtatófelületek létrehozására alkal-
mas, így csoportkerekek megmunkálásához 
megfelelő [6]. 
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1. ábra. Az Arkhimédész-féle spirális vezérvonalú fogazat lefejtésének elvi vázlata[1,2] 
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A jobb oldali vázlat kimutatja, hogy a 
javasolt felületszármaztatás lehetővé teszi a 
hagyományosan értelmezett profileltolást és 
a tangenciális eltolás alkalmazását is, ami-
nek következtében az érintkező fogak gör-
bületeit a pontszerű érintkezés megvalósítá-
sa céljából módosítja. Az érintkező fogfelü-

leteket az [1]-ben részletesen kifejtett ma-
tematikai modell alapján kapjuk meg. A 
tökéletesen illeszkedő hordkép kimutatása 
az Inventor szoftver felhasználásával tör-
tént, aminek során a fogoldalak egymásba 
forgatásának elvét alkalmaztuk [3,4]. A 
modellt a 2. ábrán szemléltetjük. 
 

 
2. ábra. A kapcsolódó fogoldalak és a hordkép helyzete [3] 

2. A foglábfelület kialakítása 
2.1. A foglábfelület sajátosságai a gör-

be fogú hengeres kerekek eseté-
ben 

Az egyenes- vagy dőltfogú hengeres ke-
rekek esetében a foglábgörbe a fogaskerék 
tengelyére merőleges síkban pontosan ta-
nulmányozható. Ez a lefejtés azon sajátos-
ságának köszönhető, hogy bármely tengely-
re merőleges szelvényben a burkolás azo-
nos módon történik. Ezekben az esetekben 
jó közelítéssel állítható, hogy a léc típusú 
szerszámmal lefejtett fogazatok fogláb-
görbéje a szerszámél legtávolabbi pontja 
által leírt hurkolt evolvens, a metszőkerék-

kel lefejtett fogazatoknál hurkolt epiciklois 
[4, 6]. A fogaskerékgyártó-szerszámszab-
ványok [7, 8, 9, 10] a lefejtőszerszám fogá-
nak fejszalagéle és oldaléle közötti csatla-
koztatást körívvel, esetleg lecsapással 
(egyenes szakasszal) oldják meg. Ez eset-
ben a burkolt felület tengelyre merőleges 
szelvénye közelítőleg azonos az elméleti 
görbékkel. 

A görbe fogú hengeres fogaskerék ese-
tében evolvensprofil kizárólag a lefejtő-
szerszám azon tengelysíkjában keletkezik, 
mely a fogaskerék tengelyére merőleges. 
Bármely más síkban a klasszikus 
evolvenslefejtéshez képest „csúszás” áll 
elő, így a foglábfelület igen összetett mó-
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don változik. Jelen modellezésnek pontosan 
az a végső célja, hogy elkerüljük azokat a 
beállításokat, amelyek következtében meg-
engedhetetlenül terjedelmes foglábfelület-
zónák jönnének létre, és előállna a 
foglábfelület és a hasznos fogfelület kap-
csolódásának lehetősége is. 

A foglábfelület görbületét lényegesen 
befolyásolja az ezt előállító szerszámélrész 
görbülete. Annak érdekében, hogy a 
foglábfelületet a lehető legfinomabban tud-
juk módosítani, a lefejtőszerszám élcsúcs- 
szakaszát polinomként modellezzük. 

2.2. A szerszám élcsúcsgörbéje 
A szerszám élcsúcsgörbéjét a lábhézag 

kivágásához szükséges, 0.25 m magasságig 
terjedő oldalélszakaszra, illetve a fejél felé-
ig terjesztjük ki elméletileg. A görbe meg-
határozó elemeit a 3. ábrán szemléltetjük. 
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3. ábra. A szerszám élcsúcsgörbéje 

Az élcsúcsgörbe az Owxwywzw koordiná-
ta-rendszerben értelmezett, melynek origója 
a fogprofil szimmetriatengelyének és a 
szerszámléc osztóvonalának metszéspontja. 
A görbe P kezdőpontja az AB, Q végpontja 
pedig az AF szakaszon található, helyzetü-
ket a v1, illetve v2 paraméterek segítségével 

szabályozzuk. A 3. ábra alapján felírható, 
hogy 
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A modellezett csatlakoztatási görbe a 
PAQ háromszög területén belül illeszkedő, 
a P és Q  pontokat összekötő görbe, mely-
nek határhelyzete maga a PQ egyenes. A 
továbbiakban a  PQQ’ és a PAQ háromszö-
gekből 

( )

( )

( )2
1

021
2
2

2
1

021

2
1

021
2
2

2
1

02

2
1

021
2
2

2
1

sin2

sin'cos

sin2

cos'sin

sin2

a

a
β

a

a
β

a

vvvv

vv
PQ
PQ

vvvv

v
PQ
QQ

vvvvPQ

++

+
==

++
==

++=

           (2) 

A következő lépés a görbe harmadik kont-
rollpontjának a felvétele. Ez a T pont, mely 
a PQ határegyenesen illeszkedik, és megha-
tározó paramétere a  

( )1,0,/, 333 ∈= vPQPTvv . A T pont 
koordinátái a következők lesznek: 
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Végül a görbe negyedik kontrollpontját, 
egyben a görbe belső pontját határozzuk 
meg. Az M  pont az AT szakaszon illeszke-
dik, és helyzetét a v4 paraméter határozza 
meg, amely a v3-hoz hasonlóan töredékrészt 
fejez ki, tehát  ( ).1,0,/, 444 ∈= vATAMvv
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A 4. ábra alapján és a (3-as) képletek 

figyelembevételével felírhatók az M pont 
koordinátái: 
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A P, Q és M pontok koordinátái birtokában az élcsúcsgörbét negyedfokú polinomként ír-
juk fel, az alábbi feltételrendszer alapján: 
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Az (5) feltételrendszer a 4,1, ∈ivi   
kontrollparaméterek ismeretében öt isme-
retlenes lineáris egyenletrendszerré alakul, 
amelynek megoldása a negyedfokú élcsúcs-
görbe polinomiális együtthatói. Ha a négy 
kontrollparamétert egyenrangúként kezel-
jük, akkor négyszeres végtelenség görbét 
találhatunk. Az optimális megoldás célratö-
rőbb meghatározása érdekében elfogadjuk, 
hogy a P és Q pontok helyzetét kijelölő v1 
és v2 paraméterek főparaméterek, amelyeket 
először jelölünk ki. A következő lépésben 

kijelöljük a T kontrollpont helyzetét a PQ 
határszakaszon.  
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5. ábra. Az élcsúcsgörbe konkavitását biztosító 
feltételek grafikus ábrázolása 
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A negyedik paraméter számára meg kell 
határoznunk azt az intervallumot, amely 
biztosítja a második derivált szigorú poziti-
vitását, ami szükséges és elégséges feltétele 
az inflexiópontok nemlétezésének és a gör-
be domborúságának a kijelölt pontok kö-
zött. 

A második derivált pozitivitásának a 
feltételét az 5. ábrán szemléltettük. Ha ne-
gyedfokú polinom legnagyobb fokú együtt-
hatója negatív, akkor egyetlen maximuma 
vagy két helyi maximumpontja és egyetlen 
helyi minimumpontja van – értelemszerűen 
a görbe lehetséges felhasználási szakasza a 
P és Q pontok közé eső szakasz; amennyi-
ben 04 >a  (kék görbe) és rendelkezik há-
rom lokális extrémummal, a grafikus képen 
két domború, növekvő szakaszt különíthe-
tünk el. A második derivált előjelére ennek 
függvényében az alábbi kikötéseket tesz-
szük: 

− ha 04 <a , és a másodrendű derivált 
diszkriminánsa 0249 42

2
3 ≤− aaa , a 

negyedfokú polinom grafikus képe 
folytonosan homorú, tehát a görbe 
alkalmtlan; 

− ha 04 <a , és a másodrendű derivált 
diszkriminánsa 0249 42

2
3 >− aaa , a 

negyedfokú polinom grafikus képének 
domborúsága akkor biztosított, ha az 
élcsúcsgörbe szélső pontjainak absz-
cisszái az inflexiópontok abszcisszái 
között illeszkednek; 

− ha 04 >a , és a másodrendű derivált 
diszkriminánsa 0249 42

2
3 ≤− aaa , a ne-

gyedfokú polinom grafikus képe foly-
tonosan domború; 

− ha 04 >a , és a másodrendű derivált 
diszkriminánsa 0249 42

2
3 >− aaa , a 

negyedfokú polinom grafikus képének 
domborúsága akkor biztosított, ha az 
élcsúcsgörbe szélső pontjainak absz-
cisszái által meghatározott intervallum 

az inflexiópontok abszcisszáinak in-
tervallumán kívül esik; 

− A domborúság feltétele mellé elen-
gedhetetlenül be kell iktatni a folyto-
nos növekvés korlátját is, az 
élcsúcsgörbe alakjából kiindulva. 

A fenti feltételek a v3 és v4 paraméterek 
értéktartományát hatékonyan leszűkítik. A 
számítások bonyolultsága elengedhetetlen-
né teszi a számítógépes feldolgozást. Az 
élcsúcsgörbe parametrikus egyenletei a 
domború szerszámoldalon [1] a következők 
lesznek: 
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3. A származtató felületek 
sokasága 

3.1. A foglábfelület generálásának 
feltételei 

A burkolófelületek felírásában és elem-
zésében leghatékonyabbnak bizonyuló 
szakirodalom [4,5] azt az elvet követi, mi-
szerint a burkolófelület a szerszámélek által 
létrehozott felületsereg burkolójaként jön 
létre. A burkolt felület felírásában a legtöbb 
esetben egyszerűsítés áll fenn, mely abból a 
tényből ered, hogy gyakran köszörűszer-
számot használnak modellként. Véges szá-
mú vágóél esetében a burkolt felületet a 
szerszámélek illeszkedő felülete adja, 
amely a szerszám munkadarabhoz viszonyí-
tott relatív mozgása során hozza létre a fe-
lületsereget.  

Jelen dolgozatban egy alternatív modellt 
mutatunk be. Ennek lényege abból áll, hogy 
a burkolt felületet a szerszám éle a munka-
darab rendszerében, a szerszámmunkadarab 
relatív elmozdulása során hozza létre, va-
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gyis a burkolt felületsereg adott elemének a 
vágóél-paramétertől különböző második 
paramétere pontosan a relatív mozgást jel-
lemző kinematikai paraméter. A „léptetés” 
a vágóélek helyzetének pontos felírása, 
illetve az él belépése pillanatának pontos 
ismeretében írható fel. Az így keletkezett 
burkolt felületsereg diszkrét, mivel véges 
számú elemből áll. A legvalósághűbb bur-
kolófelületet az egymást követő burkolt 
felületek metszésgörbéire felírt spline-
felülettel lehet közelíteni. Ha matematikai-
lag szeretnénk pontos eredményt, az így 
kapott diszkrét felületsereget úgy alakítjuk 
át végtelen elemű halmazzá, hogy a burkolt 
élek számát végtelenítjük, azaz az osztást 
folytonos változóként kezeljük. 

3.2. A szerszámél-felületek meghatá-
rozása 

Jelen modellt az [1]-ben részletesen leírt 
szerszámra építjük. Megemlítjük, hogy a 

fogazószerszámnak Rs referenciasugara 
annak a késnek a szerszámtengelytől való 
profil-szimmetriavonal-távolságát jelöli, 
amely nulla tangenciális profileltolás esetén 
a fogárok radiális szelvényének szimmet-
riavonalára esik. Ettől a ponttól számítjuk a 
kések kiosztási szögét. A 6.a. ábra alapján 
azonnal felírható a kések kiosztási szöge 
tudva, hogy a spirális paramétere 0.5m: 

( ) 0
*
0

* 2sin/24 aϕ choas +=Σ
                   (7) 

A késeknek egymáshoz viszonyított 
helyzetét indexszel jelöljük. A „0”-dik kés 
az alaphelyzetben Rs távolságra illeszkedik 
a forgástengelytől. A „j”-edik kés távolsága 

s
sj z

mjRR πττ 2,
2

=+= .                (8) 
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6. ábra. A generálófelületek meghatározása 
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7. ábra. Akések belépésének vázlata 

A szerszám forgásiránya az óramutató járá-
sával megegyező, tehát az alaphelyzetben 
levő lefejtő hajtás esetén a negatív indexű 
kések már elhaladtak, a pozitív indexűek 
pedig érkeznek. A kések számának pontos 
meghatározása az [1] -ben található. 

A késél csak addig generálja a 
foglábfelület anyagi részét, ameddig a foga-
zandó kerék határsíkjai közé illeszkedik. Az 
él különböző pontjainak a szerszám forgás-
tengelyéhez viszonyított távolsága változik, 
ezért a legnagyobb θ szöget az élcsúcsgörbe 
P pontjára kapunk, melynek sugara: 
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( )
1vxR A

wjj −+=ρ  .                (9) 

Jelöljük a továbbiakban a lefejtő hajtás 
áttételét i1s-sel, ahol 111 /1/ zi ss == ωω . 
A lefejtő hajtáshoz tartozó alkalmazott ko-
ordináta-rendszerek helyzete a 8. ábrán 
látható. Az Ox0y0z0 rendszer rögzített. A 
szerszám Osxsyszs rendszere alaphelyzetben 
a rögzített rendszerrel egybeesik. A foga-
zandó kerék O1x1y1z1 rendszere alapállásban 
az álló rendszerrel párhuzamos illeszkedé-
sű. Az alapállás a „0”-dik kés középállásá-
nak felel meg, vagyis az a helyzet, amikor a 
generáló profil síkja az álló rendszer y0z0 
síkjába illeszkedik. A „0”-dik kés belépésé-
nek pillanatában a szerszám rendszere a 
forgásirányához képest ellenkező irányban 
van elfordítva, θ0 szöggel. Ennek a helyzet-
nek megfelelően a fogazandó kerék is for-
gásirányával ellentétesen kell legyen elfor-
dítva, 01 θsi -val. A „j”-edik késnek „0”-dik 
késhez viszonyított helyzetét a τj  közpon-
ti szög határozza meg. A „j”-edik kés belé-
pése akkor kezdődik, amikor az alaphely-
zethez viszonyítva a szerszám rendszere ψj 
szöggel fordult el: 

Z∈−= jj jj ,θτψ .    (10) 

Innen a fogazandó kerék elfordulási szöge 
könnyen számítható, mivel jsj i ψλ 1= . 
A fentebb említett geometriai viszonyokat a 
7. ábrán tüntettük fel. A referencia sugárnál 

nagyobb sugáron illeszkedő K1 kés j1 indexe 
pozitív, míg az ennél kisebb sugáron illesz-
kedő K2 kés negatív indexű. A Kj kések 
belépési pontjai az Aj pontok. Megfigyelhe-
tő, hogy a (10)-es képlet előjeltől függetle-
nül érvényes. 
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8. ábra. Az alkalmazott koordináta-rendszerek 

A fogél által generált felület parametri-
kus egyenleteit a 8. ábra alapján a fogaske-
rék rendszerében írjuk fel: 

ss rMMr 0101 =                   (11) 

ahol a transzformációs mátrixok a kinema-
tikai paraméternek és a helyzetparaméter-
nek a függvényei: 
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 A generálógörbe koordinátáinak homogén oszlopmátrixa ebben az esetben szintén hely-
zetparaméter-függő: 
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7. Következtetések 
Jelen matematikai modell alkalmazása 

úgy történik, hogy rögzítünk egy tetszőle-
ges ( )4321 vvvv  élcsúcsgörbe-
paraméternégyest, a 2.-es szakaszban leírtak 
alapján, majd kiszámítjuk a burkolt 
foglábfelületet. A számítások alapján lehe-
tőség nyílik a pontos, valósághű testmodell 
megépítésére. A végeselemes vizsgálat 
alapján kimutathatóvá válnak a fogtőben 
fellépő feszültségek, melyeknek értékeit 
kapcsolatba hozzuk a generáló szerszám 
élcsúcsgörbéjének megfelelő pontjaival, és 
ezáltal esély nyílik arra, hogy véges számú 
programfuttatással megtaláljuk a lehető 
legkedvezőbb szerszámkialakítást. 

Megemlítjük, hogy a fentebb vázolt 
modell a kapcsolódó fogoldalak valós 
egyenleteinek kiszámítására is alkalmas. 
Ebben az esetben a generálógörbe oszlop-
mátrixának helyzetfüggetlen összetevőit a 
lécprofil parametrikus egyenletei teszik ki. 
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