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Abstract

The model predictive control (MPC) - also called receding horizon control (RHC or RHMPC) — is a
widely used control method, where the control input is obtained by solving a discrete-time optimal
control problem over a finite horizon. According to this control strategy only the first value from the
computed control sequence is applied. At the next sampling instant, a new optimal control problem is
formulated and solved based on the new measurements. While the theory of MPC for linear systems is
well developed, regarding the analysis of stability, feasibility, optimality and robustness, nowadays
research focuses on problems which tipically require significant computation effort- more specifically
the attention in practice is driven by the fact that processes are nonlinear and need to be operated under
restricted conditions. Often these demands can be satisfied when process nonlinearities and constraints
are explicitly considered in the controller algorithm. In this article the nonlinear optimal control is
reviewed, based on the state dependent Riccati equations, MPC and RHC. The most important disad-
vantages and some of the computational aspects are also proven. Furthermore, in order to facilitate the
analysis of stability and dynamic behavior, we have proven that the receding finite horizon LQR and
MPC are similar, but they are considerably different from the infinite horizon SDRE.

Keywords: LOR, receding horizon control, model predictive control, state dependent Riccati

equation

Osszefoglalas

A modell alapu prediktiv szabalyozasok (MPC), amelyeket sok esetben csuszo6 horizontu irdnyitasként
(RHC vagy RHMPC) ismer a szakirodalom, egy széles korben hasznalatos modern iranyitasi modszert
jelentenek, ahol a vezérldjel szekvenciat egy véges horizonton meghatdrozott diszkrét idé-optimum
feladat megoldasaként fogalmazzuk meg. Ez a stratégia a kiszdmitott vezérldjel szekvencia elsd tagjat
hasznalja fel, mig a kovetkez6 1épésekben az 11j mérésekre alapozva ujraszamitjuk a vezérldjelet. Bar a
linearis MPC (RHMPC) elmélete jol kidolgozott, és ez tobb teriiletre is kiterjed, mint a stabilitas,
megvalosithatosag, optimalitas, illetve robusztussag, napjainkban gyakorlatilag a nemlinearis, szigoru
megszoritasokkal miikodé folyamatokra vonatkozd feladatok valtak érdekessé. Ezeket csak akkor
lehet megfeleld modon figyelembe venni, ha a folyamat nemlinearitasait, illetve a megszoritasokat
explicit modon kezeljiik az iranyitasi algoritmus levezetésénél. A cikkben attekintjiik az nemlinearis
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folyamatok iranyitasanak tervezését allapotfiiggd Riccati-egyenletek segitségével, hibaforrasait és
hatranyait, valamint az elméleti szamitasi kérdéseket. Tovabba, mivel erds korlatok esetében a végte-
len horizonti megkdzelités helyett a véges horizontu iranyitast kell alkalmaznunk, ez ujabb hibéakat,
esetleg instabilitast eredményez. Ezek vizsgalatanak megkonnyitése érdekében a diszkrét linearis vé-
ges horizont kvadratikus szabalyozasokat (LQR) osszehasonlitottuk a nem korlatos modell alapt

prediktiv szabalyozasokkal (MPC).

Kulesszavak: LOR, csiuszo horizontu irdnyitas, modell prediktiv iranyitas, adllapotfiiggo

Riccati-egyenlet

1. Bevezetés

Az ipari szabalyozéstechnikéban az el-
mult évtizedekben viharos gyorsasaggal
terjedt el egy olyan modszer, amelynek
elméleti hattere nem tulsagosan bonyolult,
és elegans, tudomanyosan megalapozott
megoldast kinal a gyakorlati iranyitasi fela-
datok tobbségére. Kiindulopontjanak a
klasszikus optimalis iranyitaselméletet te-
kinthetjiik, amelynek gyakorlati alkalmaza-
sat jelentésen korlatozza a bemenetek, az
allapotok, illetve kimenetek pontos korlato-
zasanak lehetdsége, valamint a pontatlan
modell és a zajos kornyezetben elvart ro-
busztus viselkedés. Ezt a modszert modell
alapu prediktiv irdnyitdsnak (MPC) vagy
mas néven csuszO horizontd iranyitdsnak
(RHC vagy RHMPC) nevezziik, amelynek
elmélete jelentés kutatasok témakorét ké-
pezte az elmult két évtizedben. A szabva-
nyos MPC iranyitas olyan optimalis iranyi-
tasi feladatokat old meg, amelyek esetében
minden mintavételre meghatarozzuk a cél-
fliggvény minimumat biztosité in. optima-
lis vezérldjel szekvenciat, majd az igy
szarmaztatott szekvenciabol, mint egy
nyilthurkt optimalis iranyitdsi algoritmus-
bol, ugy szarmaztatjuk az aktualis irdnyi-
tast, hogy csak a szekvencia elsd értékét
hasznaljuk az aktuélis iranyitdshoz. Ezutan
minden Uj mintavételi idopontban az el-
csusztatott horizontra vonatkoztatva ujra-
szamitjuk az optimalis vezérldjel szekven-
ciat. Ezért a véges horizonti MPC tervezése
soran nincs méd a zart rendszer tulajdonsa-
gainak pontos tervezésére, de ugyanakkor,
ha a célfiiggvény paramétereit (sulyzok

értéke, modell, illetve iranyitasi horizont
értéke stb.) probalgatassal valtoztatjuk,
szinte mindig lehetséges elfogadhaté mii-
kodést beallitani. Mindezek alapjan minden
mintavételben sziikségszerlien meg kell
oldanunk egy a horizonttél fiiggd, korlatos
optimumkeresési feladatot.

A modell-prediktiv iranyitasi algoritmu-
sok egy specialis osztalyat jelentik a cstiszo
horizontt iranyitasoknak, amelyek esetében
a perdikcids horizont az id6vel egyiitt mo-
zog. Ezt a technikat talan a legegyszeribb
allapotteres modellre megfogalmazni, ezért
sokszor nem is az MPC, hanem az RHC
roviditéssel utalnak ra, és az alkalmazott
modell sem atviteli fiiggvény alapt. Az
allapotteres megfogalmazas tovabbi elénye,
hogy mind linearis valtozd paraméterd,
mind pedig az alabbi cikkben targyalt nem-
linearis rendszerekre is alkalmazhatd. A
megkozelités tovabbi elénye pedig az, hogy
képes korlatozasokat kezelni mind az alla-
pottérben, mind pedig a kimenetet befolya-
s0l6 zaj tekintetében.

A legnagyobb gondot az jelenti, hogy a
véges horizontra megfogalmazott MPC nem
garantalja mindig a zarthurka irdnyitott
rendszer stabilitasat [1], amint az a végtelen
horizontra megfogalmazott klasszikus LQ
iranyitasnal  kovetkezett, az  algebrai
Riccati-egyenlet megoldasa segitségével
kapott vezérlgjel szekvenciabol.

Dolgozatunkban megvizsgaltuk a nem-
linearis folyamatok szuboptimalis iranyitasi
algoritmusanak hibaforrasait, valamint azt,
hogy a véges csuszo horizontra megfogal-
mazott MPC, illetve DLQR modszerek
mennyiben térnek el a végtelen horizontra
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szamitott iranyitastol. Mindkét modszert
ugyanazon rendszerosztalyra — linearis,
iddinvarians allapotteres modellre és négy-
zetes célfiiggvényre — alkalmaztuk. Egy
kiilon fejezetben a szakaszos szaggatott LQ
kovetd szabalyozasokat hasonlitjuk dssze az
MPC technikéaval. A két modszer 6sszeha-
sonlitasa  kapcsan azok azonossagat-
N =1,2 horizontra 4&ltalanosan, hosszabb

horizontra szimulacidval — bizonyitottuk.

2. Nemlinearis rendszerek LQR-
SDRE iranyitasa

Ismert tény, hogy a Hamilton—Jacobi-
elmélet egyik fontos alkalmazasa a linedris
rendszerek négyzetes célfiiggvény segitsé-
gével vald optimalis szabalyozasa. Bar elso
latasra ez a megszoritas jelentdsen csokken-
ti a tanulmanyozott modszer altalanossagat,
két érvet szokas felsorakoztatni mellette.
Egyfel6l a linedris rendszerek optimalis
iranyitasa kapcsolatot teremt a klasszikus
szabdlyozaselmélet modszerei, valamint a
MIMO rendszerek allapotteres iranyitasi
technikai kozott, igy ezek matematikai ér-
telmezését biztosithatjak az amugy empiri-
kus modszereknek. Masfel6l napjainkban
mindinkabb teret hodit a nemlinearis rend-
szerek Un. szuboptimalis iranyitasa, amelyet
szamos esetben linearis technikék altalano-
sitasaval kapunk meg. Ilyen példaul a
linearizalasi technikdk alkalmazhatosagat
jelentésen kib6vité allapotfiiggd Riccati-
egyenleten alapuld modszer [2] (SDRE —
State Dependent Riccati Equation).

Optimalis  allapotszabalyozason  a
dinamikus rendszert leird (1
allapotegyenleteknek  megfelels, — u"(¢)

optimalis vezérldjel meghatarozasat értjik,
amely biztositja valamely J (g )
célfiiggvény minimumat.

d

22 O=S O, u(1).0)

Y(0)=g(x(1),u(?),1)

)

Altaldnos esetben megjegyezhetjiik,
hogy mivel a szabalyoz6 struktiraja nem
elére rogzitett, ezért eldallhatnak olyan

helyzetek, amikor az u*(¢) optimalis vezér-

16jel gyakorlatilag nem valosithatd meg,
esetleg nem egyértelmii. Altalaban a linea-
ris feladatot az x(r) allapotvektor és u(t)

vezérldjel vektora, az y(t) kimeneti vektor

altal meghatarozott linearis rendszer alla-
potegyenletei:

%E(t):A(l)')_C(t)-I-B(t)~ﬂ(t)
O)=Ce)-u(r)

valamint a véges horizontu négyzetes cél-
fliggvény hatarozzak meg, amelynek a mi-
nimumat keressiik:

@) = S (6@ Fx(t) + ..
i
+ 1 [x(0,00)x(0) + (@), REu(@)]- dr

)

()

ahol <,> a skalaris szorzatot jelképezd
szimbolum, Q(t), F pozitiv szemidefinit
sulyzomatrixok, az R(t) pozitiv salyzomat-
rix és végil 7,1, a kezdeti-, valamint a

végallapothoz rendelt iddpillanat. Felirva a
Hamilton-fiiggvényt és az ennek megfeleld
Hamilton—Jacobi-egyenleteket, meghata-
rozhatd az optimalis szabalyozasi jel, mint:

u'()=-RO"-BO"-PO-x(t) @

ahol a P(?) egy Riccati tipustu matrix diffe-
rencialegyenlet (5) megoldasa:

%p(t) = P(1)- A(1)-AG) - P(e)r ..
+P(¢)- B(c)-R(z)".B(t) - P(c)-Q(¢)

amelynek a peremfeltétele: P(tf ): F.

()
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A (6) optimalis palyat a kiszamitott op-
timalis vezérldjel segitségével kapjuk meg,

i ()=[40)- B} R () B™() PO}x ) (6)
ahol ismert az allapotvektor kezdeti értéke:
alty) = xq- (7)

Végtelen horizont esetén az (5) diffe-
rencialegyenlet az un. algebrai Riccati-
egyenletté alakul.

Természetesen feltevddik az a kérdés,
hogy miként valasszuk meg az R és Q

sulyzomatrixokat, pontosabban milyen 6sz-
szefiiggés feltételezhetd a matrixok elemei
¢és az allapotvektor, valamint a vezérldjel
nagysaga kozott. Bar ezeknek a korlatoza-
soknak a pontos elméleti targyalasat az n.
modell alapu prediktiv szabalyozasoknal
tudjuk elvégezni, jo eredménnyel alkalmaz-
hatdo empirikus Osszefliggéseket mar az
1970-es évektdl megfogalmaztak.

A nemlinearis rendszerek optimalis sza-
balyozasa esetén az a kérdés, hogy kapunk
vagy sem olyan gyors valos ideji algorit-
must, amely az adott nemlinearis folyama-
tot képes irdnyitani, hisz ismert tény, hogy a
nemlinedris algoritmusok sokszor iterativ
szamitasokat igényelnek amelyeket, nem
lehet valos idoben implementalni. Erre je-
lent egy lehetséges megoldast az allapot-
fliggd Riccati-egyenlet, hisz alkalmazza a
linearis gyors szamitasi algoritmusokat.

Tekintsiink egy sajatos nemlinedris
rendszert, mint:
= f(x)+gle)u=
(8

= A(x)-x+B(x)-u

Kozvetleniil is meg lehet probalni a fent
bemutatott, végtelen horizontra vonatkozd
optimalis szabalyozasi eljarast, de ez az
egyszerisitett megkdzelités varhatéan hiba-
forrast jelent.

Amennyiben a vizsgalt rendszer ilyen
(8) formara hozhat6 és iranyithato, akkor a
szabalyozojel az ismert,

u'(x)=—R"'(x)- B (x)- P(x)- x(¢) (9)

egyenletbdl szamithato. Az allapotfiiggének
tekintett Riccati-matrixot az allapotfiiggd
algebrai Riccati egyenletb6l kapjuk meg,
mint:

P(x)- Alx)+ A" (x) P(0) +Q(x) .
- P(x)- B(x)-R"'(x)- B" (x)- P(x) =0

Ebben az esetben az allapotfiiggd tulaj-
donsag azt eredményezi, hogy minden alla-
pot kornyékén ujra kell szamitani a megol-
dast, de jelenleg ez nem jelent gondot, mert
a folytonos esetben (persze ennek igazabol
csak elméleti jelentésége van) gyors algo-
ritmusok allnak rendelkezésiinkre, mint a
Schur-, Potter- vagy Newton-modszer, ame-
lyek akar beagyazott rendszereken is fut-
hatnak. Azt viszont meg kell jegyezniink,
hogy ez az algoritmus csak feliiletes szem-
1€16 szamara jelent optimalis iranyitast, hisz
a sziikséges feltételek szamitasa esetében
elhanyagoltuk a rendszermatrixok allapot-
fliggd tagjainak derivaltjait.

Példaként tekintsiik egy egyszeri altala-
nos masodfoku rendszert [3]:

X :fl(E)
11
P T IR

Vagyis:

d(x 0 fic(f) X + 0 (12)
fadl = u
dt\ x 0 £ |, g(x)
X2
Feltételezziik, hogy az x=0 esetében

, illetve fi—(z) jol meghatarozottak,
2

az (x)
X

pontosabban véges, nullatol kiillonbozd ér-
tékii tortek. Ekkor kdnnyt belatni, hogy az
x, =0,x, =0 pont egyensulyi allapot, mert
ekkor x, =0, x, =0. Valasszuk a kovetke-
70 sulyzokat:
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Q(ﬁ){ql@ ° j,R@:r(z), (13)
0 fh(?_f)

ahol, ¢,(x)>0,¢,(x)>0,7(x)>0.

A szabalyozojel meghatarozasahoz irjuk
fel a rendszerhez rendelt algebrai Riccati-
egyenletet (10). A megfeleld szamitasok
elvégzése utan a kovetkezé egyenletrend-
szerhez jutunk:

p]zg()+ql() 0

r(x)

2
Pu flx(f) + P %ﬁ)_ PraP8 (E) =0
r&)

s P8’ o)

E r(x)

Ay 21722

2p12 x

(14)
Innen meghatarozhatdk a p,,, p,, értékek,
amelyek felhasznalasaval a vezérlgjel:

@ =) pasf ] 019

A visszacsatolt rendszer allapotmatrixa:

£1) (16)
m =0, a,,="—
X5
a2 =ig(§) %
a2 :i\/(@)z + gZ(r{)x + 2 At ) B %%)

Ennek sajatértékei meghatarozzak a zart
kor satbilitasat és dinamikus viselkedését.
Mivel a paraméterfiiggd allapotmatrix tobb
megvalasztasa is lehetséges, ezért ennek
kivalasztasara a rendszer vezérelhetdsége
jelent tampontot. Az eldbbi példank kap-
csan ez a feltétel:

det(b, )= ~g*(x)- L 0, (17)

ahol:

We, =[B(x) Ax)B(x)|=
0 Ag(y) (18)
glx) £g(y)

A vizsgalt példaban egyszeriien elha-
nyagoltuk az allapotfiiggd tagok szerepét a
modszer bizonyitasdban, amit a szakma
gyakorlatdban nagyon sok esetben tapasz-
talhatunk, ezért a kapott eredmény bizonyos
esetben alkalmazhatatlan vagy akar instabil
is lehet. Ezért nézziikk meg a kovetkezok-
ben, hogy miként modosul az ismert opti-
mum, amennyiben a (2) egyenlethez hason-
16 allapotfiiggd dinamikus rendszer kvadra-
tikus optimumat keressiik.

Ennek megoldasa érdekében meghata-
rozzuk a kdvetkez6 Hamilton-fliggvényt:

Hlxu, p,t)=Lx"Q(x)x+Lu’R
+p" (Ax) x+B(x)-u)

ahol B(t): P x,t)'z(t).
A minimum sziikséges feltételei:

@h+a”

w0 (20)

6£ (21)

it)= A(x)-2(0)+ B(x)-u"(t)

%Z =-p=pl)=-Q0)sl)- )
_alee] o olBEa] )

ox — ox
ML)] o[B(x)]

sek egy-egy negyzetes matrixot jelentenek,
a P(x,r) pedig a P(x,t) Riccati-matrix tel-

, lletve kifejezé-

jes differencidlja. Behelyettesitve az X,
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illetve a p kifejezéseit megkapjuk az op-

timalis palya sziikséges feltételét:

P(x) = —P(x)A(x)+ P(x)B(x)R "B (x)P(x) -

—Q—F‘g(")x}r(x)—AT(x)P(x>+a[B( ABlxlp
X

(23)

Ahhoz, hogy ez az egyenlet a (10) for-
maju legyen, sziikséges a (24) Osszefliggés
teljestilése.

P(x) = F‘g( ) }P( )+5[BQ”]P< ) (24)

Mivel ez a feltétel az esetek tobbségé-
ben nem teljesiil, ezért ekkor csak
szuboptimalis  tervezésrdl beszélhetiink.
Ennek érzékeltetésére tekintsiikk az eldbbi
altalanos példa egy sajatos esetét:

xl ZfI()_C):SIlel +x2
X :f2(£>+g(i‘)'” =XpXp tu

Nézziik az Aallapotfiiggd
egyenletek két lehetséges felirasat:

¥ sinx X 0
PR R 1 + L (26)
2 0 x 2

vagy

. sinx
X —1 1 X 0
B el : + ) u (27)
X X
? SR R
Ellendrizziik mindkét esetben a iranyit-
hatosagot. Mindkét rendszer iranyithato,

mert a (28) iranyithatésagi matrixok rangja
2.

0 1 0 1
Wen = 1 x Weirn = 1 1 X (28)
2

A kovetkezokben felirjuk a végtelen ho-
rizontra szamitott, allapotfiiggé Riccati-

(25)

rendszer-

egyenletet az elsé valtozatra. Ennek megol-
dasat a kovetkezo egyenletek segitségével
kapjuk meg:

2p, SiZ,XI _%puz +q,=0

sinx, 29
putppXtpn— _%p12p22 =0 (29
2p, +2pyx, _%p222 +¢,=0.

A hibak érzékeltetésére megoldjuk a fe-
ladatot a Hamilton—Jacobi-modszerrel. A
Hamilton-fiiggvény ebben az esetben:

2 2 2
H(g,y,g,t)z%qlxl +1q,x, +5rut + (30)
+p, (sinx1 +x2)+ D2X, X, + Py,

ahol a p, és p, a p segédvektor elemei.

Az optimum sziikséges (20), (21), (22)
feltételei az SDRE altal meghatarozott 6sz-
szefliggés mellett az alabbi (31) Osszefiig-
gések teljesiilését is megkivanjak:

X, .
p“(cosxl - J"’plzxz +Dpn=

(1)

X

X, )
Prp| COS X, — + DXy + Py =0.

1

A Riccati-matrixegyenletb6l szarmazo
négy egyenlet koziil kettdé megegyezik az
SDRE egyenletekkel, ketté pedig korrekci-
0s tagokat is tartalmaz, és amennyiben a
szuboptimalis megoldasként az SDRE
mobdszert hasznaljuk, akkor szamolnunk
kell a korrekcids tagok elhanyagolasanak
perturbald szerepével. Azt kdnnyen lathat-
juk, hogy az x; =0, x, =0 egyensulyi alla-
potok kdzelében a perturbacié hatasa elha-
nyagolhatd, de az ettdl jelentdsen eltérd
allapotok esetében ez jelentds lehet. Ennek
nagysagat mutatjuk be az alabbi abrakon,
ahol a rendszer kezddallapota x, =10 ¢és

x, =10. Az 1. 4bran az éallapotok valtozasa

a 2.abran pedig az SDRE megoldassal
kapott Riccati-matrix elemei, valamint a
korrekcios tagok valtozasa lathato.
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Fulytonos SDRE

allapotak

L - T~

@

Ido [sec]

1. abra Az dallapotok idébeli valtozasa

Falytonos SDRE
400

300

200 /
100 /
i

-100

Ricoati matrix es korreksios tagak

——— p1. (cos(x1)-sin(x1)x1)+p12.x2+dp1 1/dt []
= p12.(cos(x1)-sin(x1)/x1)+p22, x2+dp1 2/dt
200 —
— 2
—pi2

300 ! : ! !
o 1 2 3 4 & & 7 & 9 10
Ida [sac]

2. abra Az SDRE megoldassal kapott Riccati
matrix elemei, valamint a korrekcios
tagok valtozdsa

Lathatd, hogy a korrekcios tagok nagy-
saga — amelyek idében nullahoz tartanak —
a kezdetben Osszemérhetéek a Riccati-
matrix elemeivel, ami jelentds hibat, ponto-
sabban dinamikaromlast eredményezhet.
Mindezek alapjan konnyen belathatd, hogy
az SDRE nem jelent optimalis megoldast,
sOt sok esetben annak a kérdése is felme-
riilhet, hogy a kapott megoldas stabil vagy
sem. Ezért tobb olyan modszert is kidolgoz-
tak, amelyek segitségével valamilyen mo-
don kompenzalni lehessen a fenti perturba-
ci6s tagok hatasait. Ilyen modszer lehet az
allapotfiiggd sulyzomatrixok bevezetése
(13), de sajnos ennek még nincs egységes
elmélete. Az igy tervezett SDRE iranyitas

stabilitasanak sziikséges €s elégséges feltét-
eleit Cloutier ¢€s tarsai hataroztak meg [4].

3. A csisz6 horizontd DLQR, illetve
a modell alapu prediktiv iranyi-
tas
A fenti iranyitasi algoritmusok gyakor-

lati szamitogépes megvalositasa mindig a
folyamat szakaszos szaggatott modellje
alapjan torténhet ugy, hogy a folytonos
rendszermodellt az ismert munkapont kor-
nyezetében megkdzelitjik ennek diszkrét
modelljével. Ekkor az optimdlis irdnyitasi
technikak esetében feltételeziink egy véges
mozg6 horizontot mint az aktualis allapottol
szamitott iranyitasi horizontot. A diszkrét
dinamikus rendszeregyenlet:

Xpp1 = q)(xk )'J_Ck + r(xk)'ﬂka (32)

ahol ®eR"*", TeR"*? és CeRP*". Illetve
a célfiiggvény:

J(xg,u) = 3(xy, Fxy)+

N-1 (33)
+% <Ek=le€k>+<ﬂk=Rkﬂk>-

k=0

Az egyszeriség kedvéért bevezetjiik a
kovetkezo jeloléseket az allapotfiiggé mat-
rixokra ®(x, )=®, , illetve FQk)z r,.A
Riccati-matrix meghatarozasara a kovetke-
706 diszkrét rekurzi6 alkalmazhato [5]:

P = (I)kTPkH(I)k +0, -

T T T

(I)k })1\'+1F1\'(Rk +Fk Pk+lrk) Fk I)/Hl(Dk’
(34)
ahol a végfeltétel: Py = F .

Kiilonosen fontos az LQ optimalis
iranyitas inkrementalis algoritmusa, ugyanis
a szamitogépes szabalyozo kimenete egy
nulladrendti tartét tartalmaz, ezért minden

mintavételben az uj vezérldjelet tigy kapjuk
mint;

U =Auy +u, (35)
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ahol az u, | a [t;_1,1, ] mintavételi perio-
dusra érvényes vezérlgjel, illetve a Au, , a
[t;,t,,,] mintavételre szamitott korrekcio.

Figyelembe  kell venni, hogy a
tanulmanyozott  iranyitdsi  algoritmusok
esetében nem a vezérldjel abszollt értékét,
hanem ennek valtozasat szokas korlatozni,
mert ez hatarozza meg a rendszer
rangasmentes, sima muikdodését. Felté-
telezziik, hogy a z, el6irt palya adott
kiilonb6z8 ¢, mintavételezési idSpontok-
ban. fgy a véges csusz6 horizontd iranyitas
esetében keressiik azt az optimalis
szabalyoz6 jelet, amely Dbiztositja a
kovetkezd négyzetes célfiiggvény
minimumat:

J(Ek’ﬂ): iy F eyt

Nl N
+ %§k+i'Qk+i'§k+i+ Zo Auyy; Ry Auy;
i=l i=

(36)

ahol ¢, .., a z;,, €l6irt palydanak megfeleld
kovetési hiba, Auy; =uy,; —uy,,  pedig

a vezérlgjel valtozdsa. N a predikcios
horizontot, mig az N, a szabalyozasi

horizontot jeldli.

A szabalyozodjel meghatarozasanak egy-
szerlsitése érdekében feltételezziik, hogy a
két horizont értéke egyenld. Mivel a cél-
fliggvényben nem a vezérlgjel értéke, ha-
nem ennek valtozasa jelenik meg, a folya-
mat szakaszos szaggatott modellje vagy az
optimumot kifejezd egyenlet is ezt kell tar-
talmazza. A kovetkezokben két modszert is
alkalmazhatunk ennek kifejezésére. Egyfe-
161 bevezethetiink egy uj allapotvektort

¢ = [)_ck u ,H]T , amivel a rendszer beme-
neteinek és kimeneteinek a szama nem, de
az allapotvektor dimenzidja n + m -re val-
tozik. Ezutan a folyamatnak megfeleld

rendszert a kovetkezd 0, megndvelt dimen-
zioju egyenletekkel jellemezhetjiik:
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Xpar | _ @, ) ( x + Ty Au

u, 0 I )\u, 1) *=
X

Xk:(ck O)'[gk_]j

S = Purgy + T Auy

R 37
2, =C g,

Amennyiben a ®@,,I',,Q, ¢é R,
matrixok 1d6t6l vagy az allapotoktol
fiiggnek, akkor a vezérlgjel szamitdsa a
folyamat mikodése alatt modosul. A
szabalyozasi feladatnak megfelelé Bellman-
egyenletet természetesen az el6zdkben
megnovelt 0j dimenziora kell felirni, mint:

. AT A ~
J*(§k+i > Z):mln{gkﬂ‘ 'Qi Chpi Too
u

k+i
T ®
+Auy R Auy+J @kﬂ.ﬂ aﬂ)}a

ahola J *({k, g) az x, allapotot tartalmazo

38)

§k allapottdl a végpontig szamitott, illetve
azJ *(gf]m, g) az x,,, allapotot tartalmaz6
& . allapottdl a végpontig szamitott

optimélis koltségfiiggvény. Az ¢, és Qk a
megndvelt dimenzioju kdvetési hibavektor
illetve sulyzomatrix.

Az LQ iranyitas paramétereit rekurzivan
szamolva i=N,N-1,...,0, az optimalis
vezérlgjel inkrementum meghatarozhato,
mint:

. (39)
Ao
"giﬂjl’
ahol a klasszikus modszert kovetve a
Riccati-egyenletet, illetve a palyakdvetést
biztositd segédallapot rekurziv egyenletét is
a megnovelt dimenziora kell felirnunk,
mint:
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horizontu DLOR algoritmusok dsszehasonlitasa

Bl 0Cm
OBy T AR AT B £ B, (1)
"'+(i)z+['i?+l(i)k+i> i’ N:ékTJer? 'ék+N'

illetve

& O LB (R T BT T |

gi+17(4 1)
_2'6‘13;[ Q Zhai
g N =_2‘CAVIZ-+N F Z k+N
Alkamazva az el6z6kben targyalt
példara, az alabbi 4&brakbol konnyen

kovetheté az a dinamikavaltozas, amit a

kiilonboz6é  célfiiggvények  hasznalata
eredményez.
DLOR csak du korlatozassal
18
w1
*2
10 \
g
3 T
g 0
= LT
-5
-10
-15
0a 1 15 2 28 3 38 4 48 ]
Ido [sec]

3. abra A szakaszos szaggatott miikodésii iranyi-
tas esetén a rendszer dllapotainak val-
tozasa Au korlatozassal

DLAR du es u korlatozassal
12
— 1
10 — 2
8
B
r)
E
% 2
= 0 —
s
i
2 \
-4
A
8
o 0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Ido [sec]

4. abra A szakaszos szaggatott miikédésii iranyi-
tas esetén a rendszer allapotainak valto-

zdsa Au és u korlatozdssal

A modszer elénye az, hogy a modell
dimenzidjanak  megndvelését  kdvetden
konnyen alkalmazhatd a klasszikus DLQR
szamitasi eredménye, hatranya viszont pont
a novelt dimenziobdl eredd szamitasi tobb-
let.

Alternativ. moddszerként atirhatjuk az
eredeti modellt, mint:

N T N

Y =Ci X

és keressiik a szakaszos szaggatott rendszer
optimalis vezérldjel-szekvenciajat. Kiinduld
pontnak a ¢ pillanatot tekintjiik. Ekkor a

rendszerhez rendelt Bellman-egyenletet
felirhatjuk, mint:

* . T
J (£k+i/k ,Z):mln{ng'Qi'gk” +..
Upyi
T *
FAuy o RiAuy y +J (£k+i+1/k’2)}
Feltételezziik, hogy a célfiiggvény op-

timalis értéke a kovetkezd alakban irhatd
fel:

43)

* 0 T T
J (xk+i/k’li):Bi< >+§,- Kprife + X ik PrX i
(44)

Hasonlé gondolatmenetet kdvetve, mint
az eclébb, az inkrementalis LQ iranyitas
algoritmusa a kdvetkezo:

*
A2k+i == i

r I
Ri+rk+i'P‘+1'Fk+iT

1
T T
(s Py @y Xp i + E'Fkﬂ"gi“

T
A Py T U]

T T [ T ]‘1
P=Cp;Q;Cppi=®py Py T |R+T Py Ty | -
T T
rk+i' i+1'q)k+i +(Dk+i'Pi+l 'q)k+i
T T T B ol
gi :[®k+i_®k+il)i+lrk+i (Rr + rk+i1,i+1rk+i) Fk+i J

[2Pi+1rk+iﬂk+i4 +8., ]_ 2C,,0:z,.,
“45)
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amelynek megoldasa teljesiti a kovetkezd
veégfeltételeket:

Py :CkTJrN FCpiy (46)

T
gy =" 2C N Fzpy

Meg kell jegyezniink, hogy ez a
szakaszos szaggatott miikodésli optimalis
kovetdszabalyozas konnyen és az esetek
tobbségében valds idoben implementalhatd
algoritmust eredményez. Az algoritmus

sajatossaga az, hogy a kiszamitott
vezérldjel-szekvencia elsé értékét
hasznaljuk, majd a rendszer valaszat

kovetéen ezt a szekvenciat Gjraszamitjuk
ugy, hogy a horizontot elcsusztatjuk.
Hasznalatat csak a kimenetre, a vezérldjelre
és az allapotokra vonatkoztatott erds
korlatok befolyasoljak. Ebben az esetben
hasznaljuk az tn. modell alapu prediktiv
iranyitast (MPC—-Model Predictive
Control).

Ezt a modszert egyébként az optimalis
iranyitas egyik altalanositasanak tekinthet-
jiik, ha az allapotvektorra, a vezérldjel vek-
torara, valamint a kimenetre valamilyen
erds korlatot fogalmazunk meg. Az erds
korlat olyan megszoritast jelent, amelyet
semmi modon nem szabad atlépni, azaz
mindig be kell tartani. Feltételezziik, hogy
az allapotvektor minden elemét mérhetjiik,
tehat a kimenet x,, =x, = y, (azaz

C =1). Tovabba feltételezziik, hogy sem a
kimenetet, sem az igy meghatarozott alla-
potvektort nem terheli zaj. Ekkor természe-
tesen nincs sziikséglink az allapotvektor
becslésére, mert minden az iranyitasi algo-
ritmushoz sziikséges informacid mérhetd.
Felirjuk az N mintavételre elére szamitott
allapotok értékeit, mint:

ey =@ X + 0wy,
Xpwofk = P Xppype + Uty =

:(I)Z'EkJrq)’r'ﬂk/k*r‘ﬂkﬂ/k

YXeone =P Xy Uty =
=@V X +@N! -F-L_tk/k +"'+r'ﬂk+N—1/k
47)
AZ up =y g+ Ay, vezérlgjelet a ¢,

mintavételt kovetden kell az iranyitott
rendszer bemenetére juttatni. Az iranyitas
vezérlGjelét a ¢,,¢,,,,...,t; .y _; mintavéte-

li pillanatokban a vezérlési horizontig fris-
sitjiik, ezutan allando értéken tartjuk, azaz
Ups ik =Upn 1> ha N.<j<N-1. Ez
valdjdban az Un. vezérlési horizont. Az
MPC megoldasa lényegében a Au . érté-
<+JjlJ
kek meghatarozasat jelenti a u, ik helyett.
Ekkor a  Awy . =up, e~y €S
amennyiben a ¢, idépontban ismerjiik az

u,_, , értékét, akkor:

Uppe = Dty +uy

Upijp = Dby gy + Dy + 1y

U, —ifk = Bl g Foe T AU Uy

(48)
Az y kimeneteket megkapjuk, mint:

Viwjin = Zheejlk (49)

ahol j:I,_N. Az optimalis vagy gyenge
korlatos MPC iranyitas célfiiggvényét ha-
sonlé6 modon hatarozzuk meg mint az eld-
zOkben.
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2
J(Mk):HZk —ZkHQ +[au, [, =

T
_ sz: (le/k *Zm/k) 'Q'(Xkﬂ'/k 75k+i/kj+

i=

T
FAuy e RAug

(50)
A kovetkezo jeloléseket hasznaltuk:
XkJr]/k Zk+1/k
Y, = : Ly = : >
Vv 24Nk
Auy
AU, = : (51)
Ay, ik

Az N iteraciora érvényes Q ¢és R sulyzo-
matrixok a kovetkez6 alakban irhatok fel:

(@ 0 .. 0
i
_O 0 Oy
Ry 0 0
s (52)
0 0 Ry i

Amennyiben az y, azonos az N itera-

ciora felirt allapotvektorral, gy a rendszer
miikddését leird egyenlet [6]:

v, =o'} v +|or|u_ +6, a0, . (53)
o r
2 o-r+r
ahol [cb"]= ® -zk,[‘l’if]= :
oV S@ T
i=0

horizontu DLOR algoritmusok dsszehasonlitasa

r
NL,' ;
G, =| 2o Or+T1 | (54)
Y @'T T O
| i=0 i=0 ]

A szamitasok szempontjabol elényds a
J (g,gk) célfiiggvény szamitasara egy E,
hibavektort (55) hasznalni.

R r
@’ ®T+T 55
Ey=Zi—| . "%~ : 'Ek—l( )
: N .
oV SO.T

i=0

Ennek a lényege az, hogy az E, hiba-
vektor nem fiigg az aktualis mintavételek-
t6l, hanem csak az aktualis horizont kezdo-

¢rtékeinek szamitdé x,, illetve wu, , érté-
kektdl. Ezt az E, hibavektort egyébként
ugy is tekinthetjiik mint a kdvetési hibat,
mert ez az elbirt palya, illetve a rendszer
aktualis vezérlgjellel szamitott kimenete
kozti eltérést jelzi.

Jwx,)=20,"[6, 06, + Rl AU, - (5¢)
~2.E,/Q G, AU +E, Q-E,.

Tehat a célfiiggvény négyzetes alakja:

Juwx,)=SAU,TH AU+ f7-AU, 4+ g

(57)
ahol:

H:2~[GyT-Q-G},+RJ, (38)
f=-26G QE,

Ennek a négyzetes kritériumnak a mi-
nimalis értékét kell meghataroznunk a
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AU, fiiggvényében. Ez egy szabvanyos
optimumkeresési feladat, melyet kvadrati-
kus programozasnak is neveziink, amelyhez
kiilonb6z6 egyenléség- és egyenlStlenség-
korlatokat is rendelhetiink. Amennyiben a
fenti célfiiggvény korlat nélkiili, vagy a
szakirodalomban hasznalt gyenge korlatos
minimumat keressiik, ugy ezt konnyen
megkapjuk, mint:

oJ (%Ek) _1

oAU AT AU, 4 f =0
=k

(59)

* 1
AU, :(GyT -0°G, +Rf G,"0E,

A gyenge korlat fogalom itt azt jelenti,
hogy sem az 6hajtott kdvetési hibara sem a
vezérldjel nagysagara, valamint valtozasa-
nak a nagysdgara nem mondhatjuk, hogy
bizonyosan nem halad meg egy adott korla-
tot, de amugy ezek nagysagat a sulyzok
megvalasztasaval befolyasolhatjuk. Minde-
zek alapjan bizonyosan felmeriil annak a
kérdése, hogy amennyiben a célfiiggvényt
hasonlé modon valasztjuk meg, a diszkrét
optimalis irdnyitasi algoritmusnak, valamint
a gyenge korlatos allapotteres MPC-nek
azonos megoldasa kellene legyen, hisz a két
feladat teljesen azonos.

Ugyanakkor megemlitjiik, hogy ezeknek
a megoldasoknak csak azt a részét hasznal-
juk, mely az els6 1épésnek felel meg a reg-

crer

en.

4. A szakaszos szaggatott DLQR és
az MPC algoritmusok eredmé-
nyeinek dsszehasonlitasa

Ebben a paragrafusban kiilonb6z6 hori-
zontok esetén bebizonyitjuk, hogy a diszk-
rét kovetd LQ szabalyozd megegyezik a
megfeleld, erds korlat nélkiili MPC algo-
ritmussal [7]. Elvileg itt a (39) és az (59)
Osszefliggések azonossagat kell bemutat-
nunk. A szamitasok bonyolultsiga miatt a
levezetést csak N=1 és N=2 horizontokra
végezziik el, nagyobb N értékek esetén csak

numerikus szimulaciok eredményeit k6z61-
juk.
4.1. Az algoritmusok ellendrzése N=1
és N=2 horizont értékekre
Az LQ diszkrét szabalyozasi algorit-
musnal is csak a szabalyozdjel szekvencia
elso tagjat kiildjilk a rendszer bemenetére.
Ennek megfeleléen N=1 horizontra kovet-
kezd szabalyozasi algoritmust kapjuk:

. N A A 1
Auy o = _[R0+FZ+0'P1'F1¢+0I 'FIQ-O""

A A 1 .
{Pl'q)/”o' St Egl }

(60)

Felhasznalva az 3. alfejezetben szerepld
képleteket ((44),(45)), illetve a (37) képlet-
ben bevezetett jeloléseket, egylépéses hori-
zont mellett a szabalyoz6 jel valtozédsa a
kovetkezd Osszefliggéssel adhatd meg:

Au, =—(Ry+T7.C".Q,-c-)"-1".C" Q-
(C'q)'l‘k +C-Touy, _Zk+1)
(61)

Az MPC algoritmusnal meghatarozzuk
az egylépéses horizontnak megfeleld matri-
xokat:

@ =[C-®] I'=[C-T] G,=[C-T] (62)
Ei=2,-C®-x, -C-T-u,,

Behelyettesitve ezeket az (59) Osszeflig-
gésbe, (60)-nal azonos Osszefliggést hata-
rozhatunk meg.

Ha a horizont N=2, akkor az LQ szaba-
lyozasi  algoritmus  meghatarozasdhoz
ugyancsak a (44) Osszefiiggést hasznaljuk,
itt viszont a visszaszamlalas a masodik 1é-
péstol kezdddik. Ennek megfeleléen elvé-
gezve a rekurziv szamitasokat a kovetkezo
szabalyozasi algoritmust kapjuk:

-1
Au, =8 ‘(Sl XSy Uy +83-2,,+8, 'Ek+z)

(63)
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ahol

S=R,+I".c".Q,.c.T+r" . (@+1) .c".Q,-
-(I—C-F~M‘1~1"T~CT-Qz)-C~(<I>+I)-l"

S, =r".c’.Q,-C-o+r"-(®@+1y -C".Q,-...
(l—C-F‘M'l-FT‘CT-QZ)-C-Q)z
s,=r".cT.Q,.c.r+r’ - (®+1).c”-Q,-..
(C-F-M’I-FT~CT-Q2—I)-C-((I)+I)-F
S,=1r".c".Q,

S, :FTv(<I)+I)T-CT-QZ—FT~((I>T+I)-CT-...
~Q2~C~F-M’1~FT~CT~Q2

M=R,+I".C".Q,-C-T (64)

Az MPC algoritmusnal meghatarozzuk
a két lépéses horizontnak megfeleld matri-
xokat:

. {C«D} . {c.r }
D = ,| =
C-® C-(®+1)-T

[ cr 0
»7lc.@+I)-T C-T

(63)
] (66)

E - z-C®-x, -C-T-uy
kT z,-C- @ x, —C-(®+1)-T-u,

A szabalyoz6 jel kiszamitasdhoz sziik-
séglink van a H=(G!-Q-G,+R) illetve az
T
L=6GyQEe atrixok kiszémitésihoz.
Jeloljiik ezeknek a matrixoknak megfeleld
almatrix elemeit Hi.j, illetve Li -vel. Ebben

az esetben felirhatjuk:

[Hn lej.[ Auy J:(Ll]
Hy Hy ) \Auyy, L, (67)
Megoldva a kapott egyenletrendszert az

elsd 1épésnek megfeleld szabdlyozasi jel
novekménye:

-1 -1
Auy=(Hy —H,; -Hy, -Hy))

(L, ~Hy, H3) Ly (68)

Meghatarozva a H és L matrixokat és
behelyettesitve a (68) dsszefliggésbe a (63)
és (64) képletekkel azonos Osszefiig-
gésekhez jutunk.

4.2. Alkalmazasi példak

Legyen a kovetkezd egyszeri diszkrét
rendszer:

Xpp1 = X Ty

=X
Yie = Xk (69)
¢és adott egy linearis kvadratikus kritérium-
fliggvény, ahol N=15, a stulyozok RO=R1
=1és Q1=Q2 =10.

Szabalyozott kimenet

Amplitudo

Lepes szam

5.abra Az LOR és MPC szabadlyozasi eredmé-
nye N=10 horizontra

A feladat LQR és MPC szabalyozasi al-
goritmusat a fenti modszerekkel meghata-
rozva az 5. és 6. abrakon megjelenitett szi-
muléciés eredményeket kapjuk. Mivel a két
moddszer eredménye nagyon hasonld, ezért a
7. abran kinagyitva abrazoltuk a kiilonb6zd
modon szamitott szabalyozo jelek kozotti
eltérést.
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Szabalyozo jel
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6. abra Az LOR és MPC modszerekkel szamitott
szabalyozo jelek

x 10°  yLQR-yMPC

50
Lepes szam

50
Lepes szam

7. abra Az LOR és MPC mddszerekkel szamitott
szabalyozo jelek és szabalyozott jelek
kozétti eltérés

3. Kovetkeztetések

A dolgozat az allapotfiiggd Riccati-
egyenleteken alapuld iranyitasi modszerek
felhasznalasanak kérdését targyalja nemli-
nearis rendszerek esetében, ramutatva az
igy kapott szuboptimalis eljaras hibaforra-
saira. A tanulmany része a csuszd horizonta
DLQR inkrementalis szabalyozasi algorit-
musok kiilonb6z6é valtozatainak a targyala-
sa, illetve a diszkrét linearis, véges horizon-

tu szabalyozas Osszehasonlitdsa a nem kor-
latos modell alapt prediktiv szabalyozassal.
Az altalanos kovetkeztetéseket szamitési €s
Matlab® szimulacios példak tamasztjak al.
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