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Abstract	
During engineering measurement and calculations parametric uncertainty can be seen that can be 
modeled and is described by appropriate mathematical methods and tools. One of the aims of material 
testing is the surface’s micro-hardness determination. This study describes the main mathematical 
methods for describing the parametric model uncertainties and they are illustrated through an example 
of material testing. 
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Összefoglalás	
A mérnöki mérések és számítások során parametrikus bizonytalanság tapasztalható, mely megfelelő 
matematikai módszerekkel modellezhető és leírható. Az anyagvizsgálati eljárások egyik célja lehet a 
fémek, fémfelületek mikro-keménységének megfelelő pontosságú meghatározása. A tanulmány a pa-
rametrikus modellbizonytalanságot leíró főbb matematikai módszereket mutatja be és szemlélteti azo-
kat egy anyagvizsgálati példán keresztül. 

Kulcsszavak: modell bizonytalanság, paraméter-eltérés, anyagvizsgálat 

 

1.	Bevezetés	

A bizonytalanság vizsgálata során, an-
nak forrása alapján, megkülönböztetünk 
ismereti (angol nevén: „epistemic”), és pa-
rametrikus („parameter uncertainty”) bi-
zonytalanságot. 

Az ismereti bizonytalanság szubjektív 

bizonytalanságként szemlélhető. Ezek az 
okok magukba foglalhatják például a meg-
felelő információk, fizikai ismeretek hiá-
nyát, melyek megakadályozhatják a helyes 
modell felállítását. 

A parametrikus bizonytalanság elsődle-
gesen az objektivitáshoz kapcsolható, és 
megfelelő módszerekkel modellezhető, 
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feldolgozható.  
Tanulmányunk célja az alapvető para-

metrikus bizonytalanságelemzési módok 
anyagvizsgálati példával történő szemlélte-
tése.  

A tanulmány az alábbi részekből áll: A 
2. fejezet a parametrikus modell bizonyta-
lanságelemzési módszereket írja le röviden. 
A 3. fejezet egy mikro-keménységmérési 
példán szemlélteti az elemző eljárásokat. A 
4. fejezet összegzi a tanulmány elkészítése-
kor szerzett tapasztalatokat.  

2.	A	modellek	parametrikus	bi‐
zonytalansága		

A parametrikus bizonytalanság tudomá-
nyos szintű elemzése alapvetően két eltérő 
módon oldható meg [4]. Ezeket szemlélteti 
az 1. ábra „második sora”. 

 

1. ábra. Bizonytalanságelemzési módszerek 

Az első mód a gerjesztések bizonytalan-
sága következtében fellépő lehetséges rend-
szerválaszok meghatározása intervallum 
értékekkel. Ezen eljárási mód annak figye-
lembevétele, hogy néhány, vagy az összes 
független paraméter nem egy adott értékkel 
rendelkezik, hanem bizonyos intervallumon 
belül található. Általános megfogalmazásuk 
esetén az intervallumokhoz nem kapcsolunk 
valószínűségi eloszlásokat, csak a lényegi 
eredmények lehetséges jövőbeli szélső érté-
keit határozzuk meg. 

A valószínűségi módszere a környezet 
gerjesztéseinek minden lehetséges elemé-
hez valamilyen valószínűségi eloszlást ren-
del. A lehetséges rendszerválaszokhoz tör-

ténő valószínűségek rendelése egy általáno-
san alkalmazott gyakorlat. Ilyenkor az sem 
ritka, hogy úgynevezett szubjektív valószí-
nűségekkel találkozunk, ami szakértők 
(vagy bizonyos esetekben laikusok) által 
becsült valószínűségi értéket jelent. 

Általában, ha az adatok valószínűségi 
eloszlásai ismertek, elméletileg mindegyik 
alternatíva következményeinek eloszlását 
megtudhatjuk. Ez egy egyszerű kritérium 
esetén a vizsgált rendszer vagy folyamat 
kvalitatív tulajdonságának valószínűségi 
eloszlását jelenti. 

Például egy determinisztikus matemati-
kai modell esetén, amikor a modell bemenő 
és belső jellemzői valamilyen bizonytalan-
sággal bírnak a kalkuláció során használt 
valós értékű mennyiségekkel kapcsolatban, 
a bizonytalanságelemzés intervallumelem-
zéshez vezethet. 

A valószínűségi módszerek egyik legel-
terjedtebb formája a Monte-Carlo-szimu-
láció, mellyel részletesebben Pokorádi és 
Molnár [4] publikációjukban foglalkoznak. 

3.	A		szemléltető	példa	

A fentiekben elvben leírt parametrikus 
bizonytalanságelemzési eljárásokat – terje-
delmi okok miatt röviden – Kovács-Coskun 
[1] és [2] publikációiban ismertetett vizsgá-
latai során végzett méréseinek eredményeit 
használtuk fel. A mérési eredményeket az 1. 
táblázat szemlélteti. 

Vickers-keménység (HV) keménység-
mérést 136°-os csúcsszögű négyzet alapú 
gyémántgúlának F terheléssel a tárgy felü-
letébe való benyomása útján végzik úgy, 
hogy a közel négyzetes lenyomat két átlóját 
mérik és azok középértékébő1 (d) számítják 
a lenyomat felületét. 

Mivel a gyémánt gúla csúcs fél szöge  α 
= 68°, azaz sin α = 0,9272, ekkor a 

2

854,1

d

F
HV                    (1) 

egyszerű modellt tudjuk alkalmazni, ahol: 
F – a terhelő erő, kp-ban; 
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d – a négyszög lenyomat két átlójának 
számtani közepe µm-ben [3]. 

1. táblázat. Mérési eredmények  

Sorszám 
Mért átló 
d [µm] 

Statisztikai 
adatok 
[µm] 

1 114,0 

Átlag: 107,9 
 

Szórás: 
4,34 

 
Maximum: 

114 
 

Minimum: 
102 

2 111,0 
3 102,6 
4 106,3 
5 102,0 
6 105,3 
7 108,3 
8 112,6 
9 112,0 

10 112,3 
11 103,3 
12 105,0 

 
Ha az 1. táblázat átlagát (107,9 µm) 

számoljuk, akkor a vizsgált munkadarab 
Vikers-keménysége egészszámra kerekítve: 

32 . 
Intervallumelemzés esetén viszont a 

maximális (114 µm) és minimális (102 µm) 
értékeket kell vizsgálnunk a keménység 
lehetséges értékei intervallumának megha-
tározásához.  Ekkor  azt tudjuk mondani, 
hogy a vizsgált munkadarab Vikers-
keménysége a 

29  ~ 36  
intervallumba esik. 

A valószínűségi megközelítés esetén az 
1. táblázat adatainak elemzésével megálla-
pított átlag és szórás felhasználásával – a 
kis mintaszám miatt – normál eloszlást fel-
tételezve, például Monte-Carlo-
szimulációval határozzuk meg a vizsgált 
munkadarab Vickers-keménységének elosz-
lását. 

A szimulációhoz használt átmérők hisz-
togramját a 2., az így kapott Vickers-
keménységek hisztogramját pedig a 3. ábra 
szemlélteti. 

A valószínűségi megközelítés hibája, 
hogy a felhasznált valószínűségi eloszlások 

nem veszik figyelembe a valós mérnöki 
lehetőségeket. Például, tisztán matematikai 
megközelítéssel – bizonyos valószínűséggel 
– lehetséges a negatív átmérőjű tengely is. 
Ezt a hiányosságot küszöbölhetjük ki a va-
lószínűségi korlátelemzés alkalmazásával. 
Esetünkben a Monte-Carlo-szimulációhoz a 
mért adatok minimum és maximum értékei 
alapján – a „közkedvelt” 3σ szabályt alkal-
mazva határozzuk meg az alkalmazandó 
normál eloszlás várható értékét (a mini-
mum–maximum intervallum közepe) és 
szórását (az intervallum „hosszának” hato-
da). 
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2. ábra. Valószínűségi megközelítés gerjesztése-

inek hisztogramja 
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3. ábra. Valószínűségi megközelítés válaszainak 

hisztogramja 

A valószínűségi korlátelemzéssel elvég-
zett szimulációhoz használt átmérők hisz-
togramját a 4. ábra, az így kapott Vickers-
ke-ménységek hisztogramját pedig az 
5. ábra szemlélteti. 
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4. ábra. Valószínűségi korlát megközelítés ger-

jesztéseinek hisztogramja 
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5. ábra. Valószínűségi korlát megközelítés vála-

szainak hisztogramja 

Vessük össze a kapott eredményeket! 
Ha „csak” a mérési eredmények átlagá-

val határoztuk meg a munkadarab kemény-
ségét, egyetlen értéket kaptunk. Az ered-
mény bizonytalanságától nem szereztünk 
információt. Ne feledjük, hogy a értékeit 
mindig egész számmal fejezzük ki. Ese-
tünkben pont fel is tehetjük Mátyás király 
híres kérdését: Hány még a harminckettő? 

Az intervallumbecslés alkalmazása ese-
tén már tudjuk, hogy a 32 akár, 29 vagy 36 
is lehet. 

A valószínűségi megközelítés alapján 
már egy eloszlást is tudhatunk arról, hogy 
mennyi a 32. Viszont azt is beláthatjuk, 
hogy a matematikailag lehetséges értékek 
mérnöki lehetetlenségeket is takarhatnak 
(lásd 2. és 3. ábrákat). 

Ezért alkalmaztuk a valószínűségi kor-
látelemzést. Figyelembe vettük azt, hogy a 
mért paraméterek valamilyen valószínűségi 
eloszlással bírnak. De azt is figyelembe 
vettük, hogy ezen eloszlásoknak valós, fizi-
kai korlátai vannak. Ez utóbbi megközelítés 
eredményeit szemlélteti a 4. és az 5. ábra. 

A két utóbbi elemzés eredményeinek 
összehasonlításakor látható, hogy a valószí-
nűségi korlát elemzés Vickers-keménység 
eloszlása egy szűkebb, a mérnöki valóságot 
jobban tükröző intervallumra koncentráló-
dik. 

4.	Következtetések	

Dolgozatunk röviden leírta, és egy 
anyagvizsgálati (mikro-keménységmérési) 
példán keresztül szemléltette az alapvető 
parametrikus modell bizonytalanságelemző 
módszereket. A másodrendű valószínűségi 
megközelítés bemutatásától – terjedelmi 
okok miatt – jelen munkánkban eltekintet-
tünk. 

Célunk a néha csak elméleti fejtegetés-
nek tűnő kérdéskör gyakorlati, nem csak 
anyagvizsgálati, mérnöki példával való be-
mutatása, értelmezése. 
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