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Abstract

The present paper deals with the cases of undercut when not only the linear but the curved segment of the
generatrix curve is also taken in consideration. The literature admits the approximation of the root fillet with
a circular arc with a radius of 0,38 m. In this paper, instead of this approximation, the real envelope realized
by the rounded rack-head is computed. In analyzing the undercut there are two classical synthetic geometri-
cal models supporting Litvin’s general equations that describe the condition of avoiding the undercut: one for
the linear and one for the rounded part of the generatrix. The scope of exact computing of the root fillet curve
consists in optimizing the cutting toll tooth topland geometry to obtain the best rigidity. The numerically
evaluated models allow us to conclude that profile shifting can be pushed below the undercut limits stated in
the classical literature, without the appearance of the well-known fracture point on the meshed tooth profile.

Keywords: rack, profile parameters, meshing, root fillet, undercut.

Osszefoglalas

Jelen kozlemény az aldmetszés sajatos eseteit vizsgdlja akkor, amikor a lécprofilnak nemcsak az egyenes,
hanem a lekerekitett szakaszat is generdlé profilnak tekinti. A szakirodalomban elterjedt 0,38 m sugaru
csatlakoztatasi koriv helyett a fogfej lekerekitett része altal burkolt valés foglabgorbét tekinti. A Litvin 4ltal
megfogalmazott alametszési dltaldnos analitikus feltételek helyett két alternativ, egyszeriibb matematikai ki-
fejezéseket kinald szintetikus geometriai modellt mutat be, kiilon az egyenes és kiilon a lekerekitett generalo
gorbe szakaszra. A fogldb pontos alakmeghatdrozdsanak az a célja, hogy a szerszadm fogfejének megfelel6
kialakitdsdval a fogt6szilardsagot, és ennek kovetkeztében a terhelhetfséget névelhessiik. A numerikusan
kiértékelt modellek arra engednek kovetkeztetni, hogy a klasszikus irodalomban fellelhetd aldmetszés hatara
ald is lehet fogazni, anélkil, hogy a teljes burkoldn létrejénne a jellegzetes téréspont.

Kulcsszavak: léc, profilparaméterek, burkolds, fogldbgorbe, aldmetszés.

1. A foglébgﬁrbe jelent('isége korivvel kozelitik [4, 5, 6], és szimuldcios vizsga-
latok sorén sem tekintenek el ettdl. A foglabgorbe
o e i alakja, kialakitdsdnak pontossaga, a feliilet finom-
analitikus és szintetikus, numerikus vagy vegyes sdga hatdrozott befolyast gyakorol a fogazat élet-
vizsgélati modszereit sokan kutattdk-alkalmaztak tartaméra’ a teherbirasdra és nem utolsdsorban a

[1, 2, 3, 4]. A fogaskerék fogt6gorbéjét a legtobben hajtas rezgésképére.

A kapcsolddo fogazatok pontos geometridjanak
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A fogaskerék foglabfeliiletének és miikodé fog-
feliiletének kapcsolodasat viszonylag egyszertien
targyalja a szakirodalom. A talpkor pontos defini-
ciojat és sugaranak szamitasat el6szor Szeniczei
publikélja [7], arra az esetre, amikor a lécprofil
aktiv fejvonala hatdrozza meg a talpkor sugarat.
A foglabgorbét arra az esetre irja fel, amikor azt a
generalo szerszameél és a fejszalagél metszéspont-
ja irja le: hurkolt evolvens gyartéléc, hurkolt epi-
ciklois metsz6kerék esetében.

Litvin [2] ennél pontosabban hatdrozza meg a
foglabgorbét, allitvan, hogy a lekerekitési iv ko-
zéppontja &ltal a relativ mozgas soran leirt hur-
kolt evolvenstdl vagy cikloistdl lekerekitési sugar-
nyi tdvolsagra illeszkedd gorbe.

Az eddig elért eredmények alapjan tobb kér-
dés fogalmazhaté meg. Az elsé a foglabgorbe és
a hasznos fogprofil kapcsolodasi helyének val-
tozésa a profileltolassal. Lényeges az aldmetszés
geometridjanak Osszehasonlitdsa a klasszikus
atmetszési geometridval. Végil, hogy a szerszam
éllekerekitésének alakja miként befolyasolja a ki-
alakul6 foglabgorbét, és ennek milyen hatdsa van
a fogtd szildardsagara és merevségére.

A kovetkez6kben a koriv lekerekitésti gyartoléc
és a kialakitott teljes fogoldalprofil 6sszefiiggéseit
vizsgaljuk.

2. A gyartdléc paraméterei

Jelen tanulmdnyban a DIN 867-1986-o0s alap-
profilbél szarmaztatott gyartdlécet tekintjik.
Aszabvany afogldbmagassagot h, € (1,1+1,4) mko-
zott definidlja. A gyartoléc vizsgélatat a h,=1,25m
értékre végezzik el.

1. abra. A generdld fogasléc lekerekitett profilja

Tekintsiik az 1. abran definidlt fogaslécprofilt.
A lekerekitési sugarat két feltételbdl lehet kisza-
mitani: az els6 az, hogy a fogfej éle a két koriv ta-
14lkozasabol alakuljon ki; a mésik pedig az, hogy
a koriv a fog magassagabol legtdbb részt
foglaljon le. Kiindulvan ebbél a feltételezéshdl, az
1.abra alapjan felirhatjuk, hogy

1)

Ezzel az értékkel kiszamitjuk az EB szakasz hosz-
Szat:

@)

Ezt az értéket Osszehasonlitjuk az elméleti le-
kerekitetlen fogfejérték felével, és kiszamitjuk a
kiilonbséget:

3)

A szabvanyos fogasléc paraméterértékekre §>0,
tehat a fejél két szimmetrikus korivbél és az eze-
ket 0sszekotd vizszintes érint6bél all. A fejél foly-
tonos, nincs atmetszés.

Az (1) képlettel kiszamitott sugar a legnagyobb
lehetséges érték, bevezetjik az i redukalo ténye-
z6t, Y €0, 1], ezzel pedig a lekerekitési sugar érté-
két a kovetkez6képpen szamitjuk:

@

Ha az r sugdr értékét kijeloltiik, akkor kiszamit-
hatdk a C kozpont koordinatdi (1. abra):

)

3. Az alkalmazott koordinata-rendsze-
rek

A szerszdm-fogaskerék relativ kinematikajat a
2. abran feltlintetett harom koordinata-rendszer
relativ helyzete segitségével irjuk fel.

A kapcsolodas fépontjaban ered az allvanyhoz
rogzitett Ox,y, koordindta-rendszer. A gyartoléc-
hez kotott az O,x,y, koordinata-rendszer, mely-
nek x, tengelye a fogasléc osztévonalara illeszke-
dik. A kerék centroidaja az x, tengelyre illeszke-
dik. Végil, a fogazand6 kerékhez kotott koordi-
nata-rendszer az O,x,y, melynek ¢ elfordulési
szoge hatarozza meg a léc r,¢ x-tengely menti
elmozdulasat [1].

A 2. abra alapjan, az [1, 2, 4, 8]-ben is alkal-
mazott modszerrel felirhatok a transzforma-
ci6-egyenletek:
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2. abra. Az alkalmazott koordindta-rendszerek

(6)

A 2. abran lathato beallitdsnak megfelel6en

)

4. A kapcsolodasi egyenlet

A kapcsolddasi egyenletet a [2] alapjan irjuk fel.
Az 1-es elem (gyarto6léc) és a 2-es elem (fogazott
kerék) kozos pontjdra mutato r, és r, helyvekto-
rok, az 1-es rendszer origdjabol a 2-es rendszer
origdjara mutaté A helyvektor segitségével, az
1-es koordindta-rendszerben felirhatd:

)]

Az w,=1rad/s szogsebességvektor-érték mellett,
a szamitasok elvégzése utan kapjuk:

9

5. A teljes general6 gorbe

A teljes generdlo gorbe az egyenes, illetve a le-
kerekitett szakaszbdl all. Az egyenes szakaszt a
fogmagassag mentén, a korivet pedig a kdzponti
szoggel parametrizaljuk:

(10)

(11)

A normalvektorok felirdsa azonnali, az 1. abra
alapjan:

(12)

6. A kapcsol6dasi egyenlet megoldasa

A kapcsolodasi egyenlet megoldasat kizardlag a
generalogorbe korivszakaszara irjuk fel — ismert
tény, hogy az egyenes szakasz evolvenst fog bur-
kolni. Ennek az evolvensnek a helyzetét a 2. ab-
ran lathato beallitds betartdsa mellett — kiinduld,
vagyis ¢ =0 helyzetben a f6pont a generald profil
kozépvonaldn illeszkedik — egyszer(i geometriai
levezetéssel [1, 7] megkaphatjuk:

(13)

Megjegyezziik, hogy a lefejtés ¢ és a geometriai
feliras ¢, paramétere kozott linedris kapcsolat all
fenn.

Az (5), (9) és (12) kifejezések segitségével a kap-
csoldédasi egyenlet a kdvetkezd alakot olti:

(14)

A trigonometriai egyenlet teljes megoldasa

(15)

A kapcsolddasi egyenlet megolddsa a lekereki-
tési ivhez tartozé teljes kor pontjaira vonatkozik;
ezek koziil ki kell emelni azokat a megoldasokat,
amelyek a valds fogldbgorbét jelentik. Jeloljik
g(p)-vel az ivtangens argumentumat. Eszre lehet
venni, hogy a

értékre a fiiggvénynek fliggbleges aszimptotdja
van. A valos burkol6gorbe, azaz a 1dbgorbe az
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(16)

paraméter-osszefliggésre valésul meg.

7. Numerikus szimulacié

A foglabgorbe-egyenletek analitikus alakjat a
(6) matrixegyenlet kifejtésébdl kapjuk, ha az r,
helyvektor koordindtdiban az u paramétert a
(16) fuggvénnyel helyettesitjiik. Az egyenleteket,
tekintettel bonyolult alakjukra, nem irjuk fel.
Az analitikus eredményeket a Mathcad kdrnye-
zetben ellendriztik, z,=18 fogd, m=5mm modulu
fogaskerékre.

A 3. abran a burkolt korsereg és a burkolo fog-
ldbgorbe lathato, arra az esetre, amikor a relativ
sugartényez6 ¥ =0,79, ami r=1,5 mm értékl su-
garnak felel meg. A gorbék geometriai viszonya
és relativ helyzete arra enged kovetkeztetni, hogy
minél kisebb a lekerekitési sugdr, annal mere-
dekebb, hegyesebb a foglabgorbe. Ezt kiildnbo-
z8 bedllitdsokkal elkészitett fogazatok grafikus
Osszehasonlitdsdval igazoljuk. Bar a klasszikus
aldmetszési elmélet szerint [7] az aldmetszés ha-
tara £=-0,053, a generalast a £€{-0,15;-0,2;-0,25;-
0,3;-0,35;-0,4} értékekre és =0,79, illetve 1=0,1
relativ lekerekitési sugaru szerszammal végeztiik
el. Az eredményeket a 4., 5., 6., 7. és 8. abrakon
szemléltetjik.

33

4. abra. A fogldbgorbe és az evolvens csatlakozdsa
r=1,5 mm lekerekitési sugaru szerszdm hasz-
ndlata esetén

3. abra. A fogldbgérbe és a burkolt korsereg

5. abra. A foglabgérbe és az evolvens csatlakozdsa
r=0,2 mm lekerekitési sugart szerszam hasz-
ndlata esetén
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6. abra. A foglabgorbe alakjdnak fiiggése a lekereki-
tési sugartol — a klasszikus profileltolds hatd-
ran

7. abra. A fogldbgorbe alakjanak fiiggése a lekereki-
tési sugdrtol: &=-0,25

8. abra. A fogldbgérbe alakjanak fiiggése a lekereki-
tési sugartol: £&=-0,40

A 4. abran jol lathato, hogy megfeleld nagysagu
lekerekitési sugdr esetében az aldmetszés nem je-
lentkezik olyan élesen, mint azt a szakirodalom
[7]1 targyalja. Az is tény, hogy az evolvens szakasz,
ami a mozgastorvény betartasdért felel, lénye-
gesen rovidil, ami a kapcsoldszamot jelentdsen
csokkenti. Viszont a fogt6ben fesziiltségkoncent-
rator nem keletkezik. Osszehasonlitasképpen
vizsgaljuk meg az 5. dbran szemléltetett profilo-
kat, ahol a klasszikus szamitdsnak megfeleld ala-
metszés-hatdri profileltolds is csupan egy enyhe
aldmetszéshez vezet.

A 6., 7. és 8. abran jol észrevehetd, hogy a le-
kerekitési sugar lényeges befolyast gyakorol a
foglabgorbe alakjara. Nagyobb lekerekitési su-
gar esetében az aldmetszés sokkal tompdabban,
elfogadhat6 maédon jelentkezik. Bar az evolvens
profil rovidiilése a kapcsolédds rovasara megy,
bizonyos esetekben eléfordulhat, hogy az aldmet-
szés klasszikus hatara ald kell fogazni; ez esetben
a lekerekitési sugdr értékét 1ényeges meghataroz-
ni. A kovetkez6kben egy alternativ szintetikus
geometriai mddszert mutatunk be a szinguldris
pontok azonositasara.
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8. Az alametszés geometriai modelle-
zése

A fogaskerék-kapcsolds elméletében lényeges
attorést Litvin hozott [2], aki az aldmetszés ha-
tarat a szinguldris pontoknak a burkol6 profilon
val6 megjelenése pillanataval azonositotta. Elkép-
zelése nagyszerii geometriai-kinematikai észre-
vétel, hiszen ez esetben a parametrikus alakban
felirt gorbének X, y derivaltjai nulldk, azaz a profil
mentén vald elmozdulési sebesség is nulla, ami
a kapcsolodds torvényének ellentmond. Ennek
alapjan az abszolut sebességek kiegyenlitésének
feltételét kiakndazva felirhatd, hogy

(17)

A (17) egyenlet megengedi a szerszamprofil kor-
latozasat, a , feltételb6l, anélkiil, hogy a
burkoldprofil egyenleteit kiszdmitsuk.

A jelen kozleményben javasolt szintetikus geo-
metriai modszer lehet§vé teszi az egyenletek
felirdsat, anélkil, hogy a [2]-ben leirt médszer
egyenletrendszerét kellene haszndlni.

A teljes generdlo gorbe egyenes és gorbe szaka-
szara kulon szemléltetjiik a geometriai 6sszefiig-
géseket.

Tekintsiik a 9. abrat, ahol az egyenes profil tet-
sz6leges pontjdban megadott sebességeket dbra-
zoltuk.

Az alaphelyzethdl r,, p-vel eltolt 1écprofil M pont-
jalesz a kapcsoldddsi pont, mivel a rajta keresztiil
haladé profilnormalis tartéegyenese megy at a P
féponton. A léc v,, haladasi sebességét felvessziik.
Tudva azt, hogy az M kapcsolddasi pont palydja a
kapcsoléegyenes, igy az M-ben definidlt abszolut

sebességvektor is a kapcsoldegyenesre illeszke-
dik, valamint azt is, hogy a relativ sebességvek-
tor a profilt kell érintse, a relativ sebesség értékét
konnyen ki lehet szdmitani. Az all6 koordina-
ta-rendszerhez fel lehet irni, hogy

(18)

A kifejtés és a szamitasok utan kapjuk, hogy
(19)

Ezzel a v ,+v_ =0 feltétel, figyelembe véve a (9)
és (10) kifejezéseket, a kdvetkezd alakot olti:

(20)

A (20) egyenletrendszer els6 egyenletébdl, adott
profileltolas értékre, megkapjuk azt az u para-
méterértéket, amelyre az aldmetszés hataresete
fenndll. Ha ezt az egyenletet a £=0,
értékekre sajatositjuk, az elemi fogazat aldmet-
szési fogszamhatdrat kapjuk [7]. A maésodik
egyenlet megadja azt a legdrdilési szogértéket,
amire a szinguldris pont a burkoldprofilon meg-
jelenik.

A korivszakasz pontjainak sebességviszonyait a
10. abran tiintettiik fel.

A lécprofild szerszamon az el6bbiekben is rog-
zitett balrdl jobbra irdnyu pozitiv legordiilési ¢
szognek megfeleléen a C, pont abszcisszaja

21)

9. dbra. A sebességvektorok a generdlo lécprofil
egyenes szakaszdn, a pillanatnyi kapcsolédd-
si pontban

10. &bra. A sebességvektorok a generdldléc gorbe
szakaszdn
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Ezzel, az PFC, hdromszoghdl

22)

Ezzel, az O, M, sugar és a tengelyvonal kozotti &
szog értéke

23)

Innen, az O, M, sugér értéke, a H(¢) szog fiiggvé-
nyében:

24

A 2-es elem szallitésebessége a (23) és (24) kifeje-
zések segitségével

(25)

A kovetkez6kben fol kell irnunk a v,; relativ
sebesség értékét. A profil mentén a pontnak a
helyzetét a 1, szog valtozdsa hatdrozza meg.
Az iv elemi véltozasa adja a relativ sebesség
abszolut értékét:

(26)

Ezzel a 2-es kerék fogprofiljdn az érintkezési
pont relativ sebessége

27)

Végiil vegylk észre, hogy a koriv u paramétere
és a legordiilési ¢ paramétertdl fligg6 v, paramé-
ter kozott az alabbi reldcié 4ll fenn:

28)

Ezzel, a (27) kifejezés els6 két elemét nulldva
téve, megkapjuk a szingularitast el6idéz6 u ér-
téket, és azt a ¢ legordiilési szogértéket, amire a
szinguldris pont megjelenik.

9. Kovetkeztetések

A lefejt6szerszam lekerekitett része, ha a leke-
rekitési sugar megfeleld, sokkal el6nytsebb fog-
labgorbét alakit ki, mint a hegyes elméleti szer-
szam.

A szimulédciékbdl észre lehet venni, hogy a fo-
gaskereket kisebb profileltoldsra lehet fogazni,
mint a klasszikus elmélet altal eldirt aldmetszési
hatér.

A szinguldris pontok kialakuldsdnak geometri-
ai feltételei arra engednek kovetkeztetni, hogy a
lekerekitési iv alakja 1ényegesen meghatdrozza a
foglabgorbe alakjat és a szinguldris pontok kiala-
kuldsanak pillanatat.

Koszonetnyilvanitas
A szerz6k ezuttal fejezik ki koszonetiiket az Erdélyi
Muzeum-Egyestletnek a kutatdsban nyujtott segitsé-
gért, melynek részeredményeit jelen kozleményben
hozzuk nyilvanosséagra.
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