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OSSZEFOGLALAS: A szilard testek termodinamikai targyalasanak egyik alappillére a szilard ko-
zeg mozgasainak leirasa. Az irodalomban hagyomanyosan elterjedt kézegkinematika szamos problé-
majat nemrég sikerlt (kutatdcsoportunknak) kikiszobolni. Erre az alapra Ujra fel kell épiteni a ter-
modinamikat, és ennek a munkanak az eddig elért eredményeirél szamolunk itt be. A rugalmas,
hétagulasi és  képlékeny folyamatokat egyiittesen leir6 termodinamikai egyenletrendszert
kisdeforméacios kdzelitésben ismertetjik, oldjuk meg egy numerikus példan, majd az egyes viselkedé-
seket egy kisérlet eredményein keresztul mutatjuk be.

Kulcsszavak: rugalmassag, hotagulas, képlékenyedés, termodinamika

ABSTRACT: The description of the motion of a solid continuum is a basic ingredient of the
thermodynamics of solid bodies. The several problems of the widespread traditional approach to the
kinematic quantities of continua has been recently successfully eliminated (by our research group).
Thermodynamics has to be rebuilt upon this basis, and, here, we report on the results of this work that
have been reached so far. We present the thermodynamical system of equations describing elastic,
thermal expansion and plastic processes together, shown in the small deformation approximation, then
we solve the equations in a numerical example, and illustrate the various types of behaviour via the
results of an experiment.

keywords: elasticity, thermal expansion, plasticity, thermodynamics

1 BEVEZETES

Jelen sorokban a szilard testek kdzdnseges es kontinuum-termodinamikéja tertiletén folytatott tevé-
kenysegiink [Fulop & Véan (2012), Fulop (2011), Van & Fildp (2012), Van & Fildp (2013)] nemrég
elért eredményeir6l kivanunk egy révid ismertet6t nyQjtani.

Az elméleti leirasunk altal jelenleg lefedett jelenségkdrok a kovetkezoek:
- rugalmasséag, melynek soran a mechanikai energia megmarad,

- reoldgia, mely a mechanikai terhelésekre adott késleltetett valaszt jelenti — pl. viszk6zus csilla-
pitas —, melynek soran a mechanikai energia részben disszipalodik,

- képlékenyedés, mely a szilard szerkezet mechanikai terhelésre bekdvetkezo tartds valtozasa, és
szintén energiadisszipécidval tarsul,

- hétagulds, és a kovetkezményeként kialakuld héfesziiltség,

- hévezetés, akar a Fourier-torvénynek megfeleld, akar valamely altalanosabb konstitcids tor-
vényszeriiség altal vezérelt.
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Bizonyos mas jelenségek kapcsan egyelore csak bizonyos kezdeti eredményeket értiink el:

- szemcsés anyagok (kontinuum-leirast alkalmazunk) (bar a szemcsésség egyes aspektusai tar-
gyalhatok gradiens-elmélettel, azaz térderivéltakat is tartalmazé anyagtorvényekkel),

- porozitas, viztartalom, kémiai jelenségek,

- karosodas és tonkremenetel (mely azonban eddigi eredményeink szerint a jovOben megérthetd
lehet a termodinamikai stabilitas elvesztéseként).

Néhany jellemz6 momentum, amely megkozelitésiinket megkiilonbozteti mas kontinuum-leirdsoktol:

- szabalyos tenzori targyalas, mely lehet6vé tesz a klasszikus egytengelyii, egyszer(i nyirasi stb.
terheléseknél joval komplexebb terheléstipusat is,

- nemcsak kis, hanem nagy (rugalmas, hotagulasi, képlékeny) deformaciok is,

- nemcsak kvéazisztatikus folyamatok, hanem dinamikai egyenletrendszer diktalta pontos idéfej-
16dés, melynek segitségével gyors folyamatok és erds irreverzibilitas is kezelhetdek,

- mindennemi segéd-elemek (vonatkoztatasi rendszer, referenciaidd, referenciakonfiguracio, re-
ferenciaallapot, referenciahdmérséklet stb.) mellézése, melyek kényelmesebbé teszik a leirast de
mesterségesen és fizikailag eltorzitjak — igy az objektivitasi elvnek automatikusan eleget te-
sziink, €és biztositjuk, hogy az elmélet 1ényeghordozd, fizikai mennyiségekbdl épiil fel (kénye-
lemsegit6 specialis mennyiségek pedig az egyes konkrét problémakhoz illeszkedve, megoldas-
segitd céllal engedhetdek meg és célszeriiek),

- minden fizikai fogalmat matematikai fogalommal modelleziink (noha a modell mindig megk-
16nboztetendd a valdsagtol), mégpedig nemcsak egy-egy konkrét elrendezés kap matematikai
modellt, hanem az egész altalanos elmélet maga egy matematikai modell [Matolcsi (1984), Ma-
tolcsi (1986), Matolcsi (1993)], melynek kovetkezményeként a matematika szabalyai be lesznek
tartva és a hallgatolagos feltételezések el lesznek kerulve.

2 A KINEMATIKAI ALAPOK

Szilard és folyékony kontinuumok esetén egyarant igaz, hogy a kdzeg mozgasa meghatarozza barmely
két anyagi pont pillanatnyi tavolsagat. Ez egy un. pillanatnyi metrikat (metrikus tenzormezét) definidl
az anyagi sokasagon [Filop & Van (2012), Filop (2011)]. E pillanatnyi metrika valtozésa az L
sebességgradiens segitségével szamolhaté. Szilard testekre az ujszerii és fontos fogalom a & relaxélt
(nyugalmi, sajat-) metrika, mely olyan allapotban adja meg az anyagi pontok paronkénti tavolsagait,
amikor a test egy fesziiltségmentes és relaxalt allapotban van. Egy ilyen allapotban tehat h =&. A
relaxalt metrika a test relaxalt alakjat jellemzi. A rugalmas &llapotjellemzé céljara bevezethetd kine-
matikai mennyiség a két metrika eltérését mérd

L1 —
D=-In§*h

278 (1)
rugalmas deformaltsag, és a & rugalmas fesziiltséget e mennyiség fiiggvényének varjuk (Hooke-
modell esetén lineéris fliggvénye, mas esetben nemlineéris tenzor-tenzor-fliggvény). Ezzel a logarit-

mikus definicidval a rugalmas deforméltsdg a Hencky-deformacio referenciaobjektum-mentes, téridé-
kompatibilis, objektiv altaldnositasanak bizonyul.

Rugalmas folyamatok soran a relaxalt metrika &llando, de ismeriink jelensegeket, melyek sorén a
relaxalt metrika valtozik. A hétagulas nem mas, mint hogy a testek fesziiltségmentes, relaxalt mérete
hémérsékletfiiggd. Kinematikai targyalasunkban ez egy hémérsékletfiiggd relaxalt metrikaval fogal-
mazhat6 meg: .

Ha a kodzeg izotrop (amit a tovabbiakban fel fogunk tételezni, a képletek egyszeriibb, atlathatébb mi-
volta érdekében), akkor ez a hdmérsékletfliggés egyszerli skalar atskalazas,
T = 1i NT,T+AT)-1
&(T2) = MTy. T2 ) 8(Ty) R AT )

crer

pont helyén a hdmérséklet idében valtozik, akkor
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. d .. .
5 (—g)T = 2a(T)Tg
dlr (3)

teljesiil a relaxalt metrika egyiittmozg6 iddderivaltjara.

A képlékenyedés (melynek egy hagyomanyos dsszefoglaldjat Id. a Rusinko & Rusinko (2011) konyv-
ben) megkdzelitésinkben szintén a & relaxalt szerkezet egyfajta valtozasaként foghaté fel: elegendéen
erés mechanikai fesziiltség hatasara a szilard test relaxalt alakja — és metrikaja — tartos valtozast szen-

ved. Ez a valtozas kinematikai oldalrdl egy szimmetrikus tenzor, a £ képlékenyedési sebesség révén
fejezhet6 ki. Osszességében, az egyszerliség kedvéért a kisdeformacios kozelitésre szoritkozva, ami-
koris IDI<<1 g

L™ =D+all+2 (4)

kinematikai fejlédési egyenlet vezethet6 le a szobanforgd tenzorok (az L sebességgradiens szimmetri-
kus része, a rugalmas valtozasi gyorsasig, a h6tagulas sebessége és a képlékenyedési sebesséq) térids-
(avagy laboratoriumirendszer-beli) alakja kozott. Ehhez az attéréshez a tenzorok anyagi és téridé-
alakja kozotti kapcsolatot a deforméciogradiens altalanositasaként felfoghaté J vildgvonal-gradiens
szolgaltatja, a vilagvonalak idéderivaltja pedig a sebességmez6t nytjtja. A (4) egyenlet véges defor-
maécids valtozata egy ennél kissé bonyolultabb, D-t nemlineérisan tartalmazo képlet. Megjegyezziik,
hogy kisdeformacids kdzelitésben a p stirtiség allando.

A megnyulasok, a deformaciok referenciaidd-fliggd fogalmak, ezért konsitutiv és mas alapegyenletben
nem szerepelhetnek, ezek a (4) egyenlet egyes tagjainak idGintegraljaiként értelmezhetéek: a teljes
megnyulas a baloldal integralja, a rugalmas megnyulas a jobboldal elsé tagjaé, a hétagulasi deforma-
ci6 a masodik tagé, a képlékeny nyulas pedig a harmadike.

3 MECHANIKA ES TERMODINAMIKA

Dinamikai elméletiink felépitését azzal kezdjik, hogy mit varunk a mechanikai oldalon: a rugalmas
konstitutiv egyenletiink legyen pl. az egyszerii linearis (Hooke-) eset:

T = Udevﬂdev 4 Uspl’lnsph ’ (5)

ahol

1
pseh — E{tl‘D}l pdev — o _ p=pk ’ [fsph — 3 ’ [jdev — 21 . (6)

Innen kdénnyen megmutathatd, hogy a termorugalmassag klasszikus Duhamel-Neumann-képlete
[Lubarda (2004)] egy specidlis esetként adodik: egyszeriien csak at kell térniink a rugalmas deformalt-
sag valtozorol a teljes deformaciora, €s feltételezniink, hogy egy kezdeti id6pillanatban a rugalmas de-
formaltsag nulla, tovabba hogy képlékeny valtozas nem torténik.

A termodinamika felé tett els6 1épésként az els6 fétételt, a belsé energia mérlegét irjuk elé:
o8 =-jg -V + trol™™ (7)

ahol €(D.TY 5 fajlagos bels6 energia, §= az arama (azaz a héaram), alabb mindkettejiiket konstitutive
meg fogjuk adni.

Ezutan egy olyan s(D.T) fajlagos entropiafliggvenyt keresiink, mely termodinamikailag konzisztens
jz: =le

€ -vel,ahol T  -ttesziink fel als entropiaaramra, tovabba a

pE=-j:-V+o; (8)

entropiamérlegben szereplé entropiaprodukcié pozitiv definitségét, = = 0 -t (a masodik fotétel ko-
vetkezményét) is konstitutive kell majd biztositanunk.

Abban a specialis esetben, amikor a bels6energia-fliggvény hémérsékletfiiggése egy allando ¢ fajhot
kifejez0 tagban jelentkezik csak, a (4) egyenlet felhasznalasaval a kivant bels6 energia és entropia
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dew Uspl‘l Uspl‘l

e=cT + tr(Ddev)2 4 tr(D=eh)2 4 TatrD*PE

2 : (9)
T Uspl‘l
s=cln—+ atrD=eh 4 5,
. P (10)
egy tetsz6leges T- hémérsékletértékkel és 5+ konstanssal. A megfelel entropiaprodukcié pedig
1 1 1 dev Uspl‘l

— T . _ . - dev sph

O 'i'T ]H+Ttraz ‘FT is + T trD9sVE 4+ T trDPHZ (11)

-nek adodik, ez arra utal, hogy rugalmas és hétagulasi folyamat soran nem termelédik irreverzibilitas,
csak képlékenyedés soran (illetve a hdvezetési tag révén).

Egy egyszerti konstitutiv valasztas, mely biztositja eme entropiaprodukcid pozitiv definitségét, az,
amikor hévezetésre a standard

_— 1
Je =4V (12)
Fourier-modellt tekintjik, pl. egy allando 4 hvezetési egyiitthatoval, a képlékenyedést pedig
Z =rpds I = yH(tr(D9v)2 — B)H (tr(D9:v)2) (13)

irja le, ahol y és B pozitiv konstansok, H pedig a Heaviside-féle egységugrasfuggveny.
(13) egy természetes és jol ismert képlékenyedéselméletet ir le:
- a képlékenyedési sebesség aranyos a rugalmas valtozasi gyorsasaggal,

- a képlekenységi hatérfeltétel a von Mises-féle (vegylk észre, hogy most a feszlltség linearis
flggvénye),

- a képlékenyedés tehermentesités soran ki van kapcsolddva (ezt az entropiaprodukcié pozitiv
definitasa, azaz végeredmeényben a termodinamika masodik feltétele kdveteli meg).

Hoémérsékletfiiggd U™, U™ | q, ¢ egyiitthatokra, &ltalanosabb rugalmas energiara, nagy deformaciok-
ra és anizotrop anyagokra hasonlo, csak némileg bonyolultabb képletek vezethetoek le.

A reoldgia a belsé valtozok (dinamikai szabadsagi fokok [Verhas (1997)]) mddszertanaval adhatd
hozz4 az elmélethez. A levezetés részleteit [Van & Filop (2013)] mellézve, csak roviden megemlitjuk,
hogy az eljards hasonl6 a Van & Filop (2012)-ben kovetetthez: feltételezziik egy tovéabbi &lla-
potjellemz6, egy & szimmetrikus tenzormezd 1étét, és el6bbi entropiafiiggvényiinket egy kvadratikus
konkav taggal bévitjiik ki:

& = Sprevious _Etrfz (14)
Ezzel parhuzamosan a fesziiltségben is megengediink egy extra, nemrugalmas eredetii tagot. Ha elte-
kintiink a képlékenyedéstdl és a hétagulastol, az entropiaprodukeio pozitiv definitségét linedris onsa-
geri keretben biztositva, allando hémérséklet esetén a belsé valtozot kikiiszobolve egy lineéris reolo-

giai modellt kapunk, melyben @ | & D, D, D szerepelnek. Vagyis a Poynting—Thomson-Zener- és a
Jeffreys-modell kdzos altaldnositasara jutunk, melyet a levezetés megalapozoja utan Verhas-modell-
nek nevezhetink.

4 EGY KISERLETI ILLUSZTRACIO

Fenti konstitutiv és mérlegegyenleteinkhez hozzatéve a V=¥ -@ mechanikai mozgasegyenletet
vagy annak V=@ =0 ergegyensulyi kozelitését, egy zarulé dinamikai egyenletrendszer all elsttiink.
fgy barmely konkrét folyamatot meghatarozhatunk, elegendd kezdeti és peremfeltétel megadasa ese-
tén. Az 1.a abra egy id6ben egyenletesen novelt erével egytengelylien terhelt, hengerszerii probatest
megnyulasait és hémérsékletét mutatja, az id6 fiiggvényében. Ezeket az eredményeket kisérletileg az
1.b abran vazolt, miianyag probatesten végzett hizokisérletében illusztraltuk. Az 6t f6 folyamatsza-
kaszt a 2. dbran lathatd pillanatfelvételek mutatjak be.
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1. dbra. a: megnyulasok és hdmérséklet az id6 fliggvényében, egy fiktiv egytengelyii huzokisérletben
(numerikus szamitas). A homérséklet (pont-szaggatott vonal) elészor csokken — egy adiabatikusan ta-
gulé gazhoz hasonléan —, majd ndvekszik — a képlékeny disszipacionak készonhetéen —, a rugalmas
megnyUlas (pontozott vonal) a novekvo fesziiltségnek megfelelden novekszik, a képlékeny megnyulas
(szaggatott vonal) csak a kritikus fesziiltség f616tt indul meg, innent6l kezdve a teljes megnyulas (foly-
tonos vonal) nagyobb meredekséggel né. b: a kisérlet vazlata. A minta kozépsé része vékonyabb, és
egy hokamera filmezte. Két megjeldlt pontban a mért hémérsékletértékek szamszertileg is ki voltak je-
lezve (1d. 2. abra), a megfigyelt téglalapbeli maximalis hdmérsékletértékkel egyetemben. (a: Strains
and temperature as a function of time, for a (fictious) uniaxially stretched rod (numerical calculation).
Temperature (dash-dotted line) first decreases — like for an adiabatically expanding gas — and then
increases — due to plastic dissipation — , elastic strain (dotted line) increases as it follows the in-
creased stress, plastic strain (dashed line) appears only above the critical stress, causing that the total
strain (solid line) starts to increase faster. b: The outline of the experiment. The middle part of the
sample was thinner, and was monitored by a thermal camera. Temperature values at the two dis-
played spots were numerically displayed (see Fig. 2), together with the maximal temperature in the
rectangular observing area.)

2. dbra. A hékamera pillanatfelvételei. Az els6 mutatja a kezdeti allapotot, aztan a kvazi-adiabatikus
lehtilés figyelheté meg, majd hddisszipacio jelenik meg a képlékeny valtozds kovetkezményeként,
kés6ébb a képlékeny valtozas kiterjed az egész kikdnnyitett mintaszakaszra, vegul a probatest elszakad.
(Snapshots taken by the thermal camera. The first one shows the initial state, then the quasi-adiabatic
cooling is observable, then heat dissipation appears due to plastic change, then the plastic change ex-
tends to the whole thinner part of the sample, and finally failure occurs.)

5 OSSZEFOGLALAS
Azt kivantuk illusztralni, hogy a nemrég javasolt 0j kdzegkinematikai megkdzelitésiinkre valoban ala-

pozhatunk mechanikai és termodinamikai elméleteket, melyekben a hdtagulas és képlékenyedés ter-
mészetesen ¢és realisztikusan figyelembe vehetok, mar egyszerii konstitutiv valasztasok és kis defor-
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maciok esetén is. Megkozelitésiinkkel olyan elméletet nyerlink, mely mentes a nemfizikai segéd-
elemektOl és kisérleti tapasztalatokkal 6sszhangban alléan tud folyamatokat leirni. El6ttiink allo fel-
adat a reoldgia képlékenyedéssel vald csatolodasanak vizsgalata, a tonkremenetel leirasa, és még sza-
mos tovabbi jelenségkdrre valo Kiterjesztes.
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