PAvL.OVITS "TAMAS

Mathesis universalis és végtelen
A matematika mint a megismerés normaja
a kora tjkorban”

A 17. szizadban a matematika forradalmi viltozdsokon ment keresztiil, és rob-
bandsszerf(i fejlddésnek indult. Ez a szazad fedezi fel a valdsziniség-szamitast,
a projektiv geometridt, a koordindta-, azaz analitikus geometridt, az integral- és
differencidlszamitast, majd ezek 6sszevondsdval az infinitezimdlis kalkulust; va-
lamint ugyanebben a szdzadban keriil sor a geometria, az aritmetika és az algebra
egyesitésére. Ezzel pirhuzamosan a matematikdnak a filozéfidhoz valé viszonya
is gyokeresen dtalakul. Galilei és Descartes meghirdetik a fizika matematiza-
lasdnak a programjit, melynek sordn a matematika a természetben lejitsz6do
folyamatok értelmezésének kulcsdva védlik. A matematika ugyanakkor fontos
szerepre tesz szert a megismerés elméletében is. A 17. szdzad gondolkod6i mély
csodalattal tekintenek a gordg matematika teljesitményeire. Am nemcsak a go-
rog matematikai médszerek tovabbfejlesztésén dolgoznak, hanem komolyan
elgondolkodtatja 6ket e mddszerek hatékonysiga is. A kora tjkor a gérog mate-
matikai miiveken keresztiil felfedez egy olyan tudomanyos médszert, amelyet
szigora, koherencidja, evidencidja és verifikdlhat6sdga alkalmassa tesz arra, hogy
az igazsig kutatdsdnak idedlis médjava valjék. A matematikdban igy sokan az
egzakt tudomany modelljét ismerik fel. J61 mutatja ezt Descartes arra irdnyulé
torekvése, hogy a matematikai médszert dltalidnositsa, és kidolgozza az egye-
temes tudomdny mddszertandt, amelyet mathesis universalisnak nevez. Ennek
segitségével a tudis legkiilonboz6bb teriileteire igyekszik kiterjeszteni a mate-
matikdban feltdrt megismerési eljardsok érvényességét. E torekvések folytin a
matematika, vagy legaldbbis a matematikai médszer, a megismerés normdajava
vélik. Ez a folyamat elvalaszthatatlanul hozzédtartozik a tudomany modern fogal-
manak kialakuldsdhoz, hiszen ennek kdszonhetden jelentek meg az evidencia, a
verifikalhatésdg, az egzaktsag kritériumai a tudomanyos megismerésben.

* A tanulmdny a K 125012 szami O'TKA-pélydzat tdimogatdsival késziilt. Koszonetet sze-
retnék mondani Nagy Gédbor Péternek, az SZTE és a BME matematikaprofesszorinak, aki
szakmai tanicsaival sokat segitett ¢ tanulmdny matematikai vonatkozdsainak pontositdsiban.
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Ez a folyamat a 17. szizadban nem volt fesziiltségmentes, és problémakhoz
vezetett a matematikan beliil. A mathesis universalis kartezianus eszméje ugyanis
a gorog matematikai gondolkodasban gyokerezett, amelyet Eukleidész Elemek
cimi miive foglalt 6ssze. Tudomanytorténeti tény, hogy a gérég matematikdnak
csoddlatos teljesitményei mellett voltak gyengéi és hidnyossdgai is. Egyik ilyen
a végtelennel valé szamolds: a gorog matematikdbdl hidnyoztak azok a médsze-
rek, amelyek a végtelennel kapcsolatos mennyiségek kalkuldcidjat tették vol-
na lehet6vé.! Nem tilzds azt dllitani, hogy a goérog matematika, és f6ként az
euklideszi geometria, nem vett tudomdst a végtelenrdl, és hatdrozottan finalis-
ta szemléletmdd jellemezte. Ez a végességet el6térbe helyezd szemléletmdéd
ugyanakkor dtszivargott azokba a kora tijkori megismerési modellekbe, amelyek
a gorog matematikai médszereket tekintették mintanak. A problémat az okozta,
hogy nehéz volt 6sszeegyeztetni egymdssal a gorég matematikdbdl megorokole
finalista szemléletmédot azokkal a végtelennel kapcsolatos matematikai eljara-
sokkal, amelyeket a kora djkori matematikusok dolgoztak ki. A 17. szdzad fo-
lyamién felfedezett matematikai eljirdsokban ugyanis egyre nagyobb szerepet
jatszottak a végtelennel végzett matematikai miveletek és szamoldsok. A sza-
zad végére ez oda vezetett, hogy bizonyos esetekben éppen a matematika nem
felelt meg annak a normédnak, ami bel6le eredt. Jelen tanulményban arra a fe-
sziiltségre szeretnék raimutatni, amely a megismerés matematikai modellje és a
végtelennel kapcsolatos matematikai eljarasok kozote fesziilt a 17. szdzad végén.
El8szor azt kell szemiigyre venniink, milyen médon valt a matematikai modszer
a megismerés modelljévé, majd a végtelennel kapcsolatos matematikai eljaraso-
kat mutatom be, hogy viligossa tegyem a matematikai megismerés és a végtelen
matematikdja kozotti fesziiltséget a korban.

. AMATHESIS UNIVERSALIS

A kora tjkorban a matematika jelentGsége messze meghaladta a geometriai,
aritmetikai és algebrai eljarasok, technikdk és médszerek kereteit. A kor egyik
fontos torekvése arra irdnyult, hogy a matematikai tudomanyokat a szigoridan
megalapozott, egzakt tudomédny modelljeként értelmezzék. Mivel a 17. szdzadi
gondolkododk tigy tekintettek a matematikara, mint arra a tudoményra, amely a
leginkabb alkalmazkodik az ész helyes hasznélatdhoz, ezért joggal vartak, hogy
a matematikai gondolkodds vizsgilata elvezet az elme kognitiv képességeinek

I"Természetesen Arkhimédész kivétel, hiszen 6 mar a Kr. e. 3. szdzadban kidolgozott olyan
moédszereket gorbe oldali alakzatok (pl. kor vagy a parabola egy része) teriiletének kiszdmi-
tdsdra, amelyek az infinitezimdlis kalkulus el6futdrinak tekinthetdek.
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megismeréséhez. Ily médon a matematika 4ltaldnos szerepre tett szert a tudo-
manyelméletben, az ismeretelméletben és a logikdban egyardnt.?

A Kkora tjkori filoz6fia szimos meghataroz6 alakja nagy matematikus is volt
egyben, és jelentGs hatdst gyakorolt a matematika fejlddésére. Galilei, Des-
cartes, Pascal, Leibniz, Newton nevéhez jelentds matematikai felfedezések
kotddnek, ezért nem csoda, ha filozofidjukat is mélyen dchatja a matematikai
gondolkodas. Ez a hatds legf6képpen annak a médszernek a meghatdrozasiban
nyilvanult meg, amelyet szerintiik a tudomanynak kévetnie kell ahhoz, hogy bi-
zonyossaggal ismerje meg az igazsagot. Ldssunk erre néhdny példat!

Descartes a Szabdlyok az értelem vezetésére cimd miivének méasodik szabalya-
ban kimondja, hogy ,,Csak azokkal a targyakkal szabad foglalkozni, amelyeknek
bizonyos és kétségtelen megismeréséhez elménk elégségesnek latszik” (AT X,
362; mk. 98). Ez az elv Descartes szerint a kovetkezd konkliziéhoz vezet: ,,ha
helyes a szamitdsunk, akkor a mar feltaldlt tudomédnyok koziil az aritmetika és a
geometria az egyediiliek, amelyekhez e szabély kovetése visszavezet benniin-
ket” (AT X, 363; mk. 99). Egyediil tehat az aritmetika és a geometria tudoma-
nya eredményez olyan bizonyos és kétségbevonhatatlan ismereteket, amelyek
az emberi megismerés hat6korébe esnek. Ennek az az oka, hogy egyediil az
aritmetika és a geometria ,,foglalkoznak olyan tiszta és egyszer targgyal, hogy
egyiltalin semmi olyant nem tételeznek fel, amit a tapasztalat bizonytalanna
tehetne, hanem teljesen az ésszertien levezethet§ kovetkeztetésekben allnak”
(AT X, 365; mk. 100-101). Ez a kartezidnus szemléletmdd erds hatdst gyako-
rolt Pascalra, aki a geometriat a legkivalébb tudomédnynak tekinti, mert szerinte
»egyediil ez a tudomény ismeri az érvelés valodi szabdlyait”, és mert ,,csak ez
koveti az igazi médszert, mig az 0sszes tobbire természetes sziikségszeriiséggel
telepszik rd egyfajta homdly, amelyet teljességgel eloszlatni egyediil a geomet-
ridhoz értSk tudnak” (A geometriai gondolkoddsrol, OC 111, 391-392; mk. 39-40).
Leibniz véleménye nagyon hasonlit Pascaléhoz: ,,A tudomény a bizonyitastdl,
a bizonyitasok feltaldldsa pedig egy olyan Médszertdl fiigg, amelyet nem min-
denki ismer [...]. Az igazi mddszer teljes terjedelmében szerintem mindeddig
teljesen ismeretlen maradt, és csak a matematikidban gyakoroltik.” (Couturat
1966. 153.) Leibniz szerint a matematika kival6sdga annak koszonhetd, hogy ,,a
matematika magaban hordja sajat probajat [les Mathématiques portent leur épreuve
avec elles]” (Couturat 1966. 154).

2 A 17. szdzadban a matematika mis jelleg(f filozéfiai alkalmazdsa a természetfilozofia te-
riiletén a legnyilvanval6bb, ahol a fizika matematizdldsdnak vagyunk a tandi. A kozépkori
arisztotelidnus-skolasztikus hagyomdny nem torekedett a matematika integraldsara a filozofi-
dba. Ez f6ként a platonikus gondolkodds tdjrafelfedezésével és egyes hermetista tanok elter-
jedésével kapott erdre a késd reneszanszban. Fehér Mdrta The 17th Century Crossroads of the
Mathematization of Nature cim{i tanulmanya nagyszerd 0sszefoglaldsit adja ennck a folyamat-

nak (Fehér 1995. 1-26).
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Nemcsak a matematikai tudomanyokhoz kreativan hozzdjarulé gondolko-
dok értelmezték a matematikat az igaz tudomany modelljeként, hanem azok is,
akik nem alkottak eredetit a matematikdban, mint példdul Malebranche vagy
Spinoza. Malebranche Az igazsdg keresésérdl cim(i miive hatodik kdonyvében azt
irja, hogy a geometria ,,egyfajta egyetemes tudomany, amely megnyitja, figyel-
messé teszi az elmét, és amely megmutatja, miként szabdlyozzuk a képzele-
tiinket” (Malebranche 1979. 619), majd az 6rok és valtozhatatlan igazsigokrol
sz6lva kijelenti, hogy ,,az aritmetikdban, az algebrdban és a geometridban azért
csak ilyen igazsigokat vesziink szemiigyre, mert ezek az altalinos tudoményok
magukba zarnak és szabidlyoznak minden partikularis tudomanyt” (Malebran-
che 1979. 626). L.udovicus Mayer Spinoza egy korai mtivéhez® irt el§szaviban a
kovetkez8képpen jellemzi a matematikai médszer jelentGségét a filozofidban:
»2Mindazok véleménye, akik tuddsban felette akarnak 4llni a nagy tomegnek,
megegyezik abban, hogy a matematikai médszer, amellyel tudniillik meghaté-
rozasokbdl, posztulatumokbdl és sarktételekbdl kovetkeztetéseket vonnak le, a
tudoményok kutatdsdban és elGaddsiban a legjobb és legbiztosabb ttja az igaz-
sdg keresésének és tanitdsinak. Mégpedig teljes joggal.” (Spinoza 1981. 137.)*
Az angolszdsz hagyomdnyban a matematikdt nem értékelték oly nagyra, mint
a kontinentdlis gondolkodédsban. Bacon a matematikdnak csak igen lefokozott
szerepet szant a tudomédnyok rendszerében, hiszen a filozéfiat az érzéki ta-
pasztalatokra és a kisérletekre szindékozott alapozni.®> Hobbes azonban a ma-
tematika egyetemességét hangsiilyozza mondvén, hogy minden tudomanynak
,matematikainak kellene lennie, ha szerzd6ik csak annyit dllitandnak, amennyit
bizonyitani is tudnak [...]. A fizika és az etika szerzGinek tudatlansdga miatt van
az, hogy a geometria és az aritmetika szdmitanak az egyediili matematikai tudo-
manyoknak” (Hobbes: Anzi-Wiite, 1. fejezet, 1. §. Idézi Medina 1985. 177). Ezek
a példak jol mutatjak, hogy a matematika milyen kitiintetett szerepet jatszott a
kora tjkori tudomanyelmélet kontextusiban.

Az értelmezésekben mutatkozo kiilonbségek ellenére a gondolkoddk t6bb-
nyire egyetértenek abban, mi az oka a matematika kitiintetett stituszanak a
tobbi tudomédnyhoz viszonyitva. A megismerésnek az a teriilete, ahol a mate-
matikai kutatdsok folynak, tisztan intelligibilis, és nem vet rd arnyékot az érzéki
megismerés. A matematika targyai, a szamok, a geometriai elemek és alakza-
tok egyszeriick és egyetemesek. A bizonyitasokat példamutaté szigor jellemzi,
az igazsagukat konnyt ellendrizni, és apodiktikus jellegiik folytdn a bizonyitott

3 Renati Descartes Principia Philosophiae, magyarul: Spinoza 1981.

4 Spinoza ezen miivét még életében, 1663-ban, kiadtik, ezért Ludovicus Mayer vélemé-
nye nagy valdszintiséggel 6sszhangban dll Spinozaéval.

5 Lisd azonban Gontier 2006, ahol a szerz8 amellett érvel, hogy a matematikdval szembeni
kritikdja ellenére Bacon maga is felhaszndlja a matematikai médszer bizonyos elemeit egy
egyetemes logika kidolgozasihoz, és ezért Descartes és Bacon viszonya a matematikdhoz nem
all oly mértékben szemben egymadssal, mint ahogyan azt dltaliban feltételezik.
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tételek igazsdga nem hagy helyet sem a kételynek, sem az céfolatnak. A mate-
matikai diskurzus alapvetd jellemz6i a vildgossag, az evidencia és a kétségbe-
vonhatatlan bizonyossidg. A matematika latvanyos fejlédése a reneszansz végén
és a kora tjkor elején ahhoz a felismeréshez vezetett tehdt, hogy a matematika
egy olyan médszert zar magéba, amely alkalmas az igazsidg evidens megismeré-
sére és masokkal valé megismertetésére. E felfedezés legf6bb kovetkezménye-
ként a gondolkodok megprobaltdk ezt a mdédszert dltaldnositani és kidolgozni
egy egyetemes maodszert, egy mathesis universalist, amely az igazi tudomany esz-
méjével azonos (ldsd Rabouin 2009 és Boros 1989. 79 skk.). E kisérletek sordn
megprébaltdk a matematikai médszer alkalmazasi korée kiszélesitve alkalmaz-
hatéva tenni a filoz6fidban, annak érdekében, hogy az igazsidg megismerése mas
teriileteken is a matematikdhoz hasonlé evidencidval parosuljon. Ily médon a
matematikai gondolkodds felviltja a logikét, avagy, pontosabban szélva, a mate-
matika logikai funkcidkat is betolt a 17. szdzadban.

Noha a matematika egy olyan médszert miikddtet, amely minden egzakt tu-
domédny mintdjaul szolgilhat, ez nem jelenti azt, hogy e médszer kifejtett mo-
don volt jelen a geometridban, az aritmetikdban vagy az algebridban. Az imént
idézett szerz6knél nemcsak a matematika dicséretével taldlkozunk, hanem an-
nak kritikdjaval is. A matematikusoknak gyakran a szemére vetik, hogy nem
elég modszeresek és hogy miiveikben nem kovetik a megfelel§ rendet. Descar-
tes azzal vddolja az antik matematikusokat, hogy féltékenyen titokban tartottdk
az igaz modszert, amit hasznéltak.® Az, hogy a matematikusok nem tették nyil-
vanval6va a médszeriiket és csupédn gyakorlati eljarasaikbél lehetett azt kikovet-
keztetni, sziikségessé tette a modszer miikodésének vizsgilatit a matematikdn
beliil, hogy ezéltal dltaldnosithatéva és a filozéfidban is alkalmazhatéva tegyék,
és egyuttal a matematikai médszert logikai funkciéval ruhazzak fel.

A régi matematikusok miiveiben ez a mddszer két formaban fejez6dik ki: az
analizisben és a szintézisben. Az analizis és a szintézis meghatdrozasa Descartes
megfogalmazdsiban igy hangzik:

A bizonyitas elve pedig kétféle; az egyik tudniillik az analizis, a mdsik a szintézis ttjan
torténd bizonyitds. Az analizis azt az igaz utat mutatja meg, amely dltal mddszeresen
és mintegy a kordbban ismertbdl kiindulva jutunk el a dologhoz. [...] A szintézis ezzel
szemben az ellentétes, mintegy a késébbi alapjan nyert titon bizonyitja [...] igen vila-
gosan azt, amit kovetkeztetésként levontak, mégpedig tigy, hogy a definiciok, posztu-
laitumok, axiomdk, teorémdk és problémdak hosszu sorit alkalmazza. (Vdlasz a mdsodik
ellenvetésre, AT VII, 155-156; mk. 120-121).7

¢ ,Nem nehéz észrevenni ugyanis, hogy a régi geométerek valamilyen analizist hasznaltak,
amelyet kiterjesztettek minden probléma megoldasara, noha az utédoktdl irigyelték annak
ismeretét” (IV. szabély, A'T" X, 373; mk. 105).

7 Az analizis és a szintézis kozotti kiilonbségtétel bevett volt a korban. Frangois Viete, a
modern algebra atyja igy definidlja ezen eljirdsokat: az analizis ,annak feltételezése, amit ke-
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Az analizis és a szintézis kiegészitik egymast: az analizis a felfedezés miivésze-
tét jelenti (ars inveniendi), amely az elrejtett igazsigok megtaldldsira szolgil,
a szintézis pedig ezen igazsigok meggydzs bizonyitdsinak az eszkoze. E két
modszer sokkal jobban megfelelt a modern tudomédnyos kutatdsoknak, mint a
skolasztikusok formadlis logikdja. Nemcsak azért, mert egyszertibb és viligosabb
volt, hanem mert képesnek tartottdk arra (elsGsorban az analizist), hogy isme-
retlen igazsigokhoz elvezessen. A skolasztikus logikat, amely a 17. szdzad ele-
jén bevett és elterjedt volt, formdlis jellege megakadilyozta abban, hogy olyan
igazsdgok megtaldlasinak eszkoze legyen, amelyek nincsenek el§zetesen adva a
kovetkeztetések premisszdiban.® A matematikai médszer Kitiintetettségét tehit
az adta, hogy, tgy tlint, kozvetlen kapcsolatban 4ll az igazsdggal és képes az el-
mét szigori médon, kordbban ismeretlen igazsdgok felismeréséhez vezetni. Az
az igény, hogy e mddszert a filozofidban is alkalmazhat6va tegyék, sziikséges-
sé tette annak megértését, hogy milyen viszonyban 4ll a matematikai médszer
hasznalata az elme kognitiv miikodésével.

A matematikai médszer kognitiv feltételeinek elemzése egy olyan eredendd
észleléshez vezet el, amely kozvetlen kapcesolatban all az evidencidval, és amely
a miiveletek bizonyossdgat garantdlja. Ez a percepcié a matematikai médszer
kognitiv alapjat képezi és biztositja az észleléselmélet és a matematika kapcso-
latdat. A kora Gjkori szerz6k kiilonféle médokon nevezik ezt az észlelési aktust:
intuitusnak, lumen naturalének (természetes vildgossagnak) vagy visio clara et
distinctanak (tiszta és elkiiloniile 1atdsnak). Egy olyan mentélis 14tdsrél van szo,
amely a mentélis tirgyak és viszonyaik kozvetlen észlelését jelenti. Ha ezek a
targyak és viszonyaik eléggé egyszeriiek, akkor e kozvetlen észleléssel eviden-
cia jar egyiitt, amely lehetévé teszi az itéletet a targy igaz vagy hamis voltarél. Iy
modon a targyak és viszonyaik kozvetlen észlelése garantilja az axiomak igaz-

resiink, mintha megelGlegeznénk annak érdekében, hogy eljussunk egy keresett igazsighoz,
mégpedig a kovetkezmények dltal; a szintézis, ezzel szemben, egy megel§legezett dolog
feltételezése, annak érdekében, hogy a kdvetkezmények ttjan eljussunk annak megisme-
réséhez, amit keresiink” (Viete 1630. 1-2). Lasd még a Port-Royal logika (Antoine Arnauld
— Pierre Nicole: La logique ou l'art de penser) 4. konyvének 2. fejezetét, amelynek cime: Deux
sortes de méthodes: analyse et synthése. Exemple de Ianalyse (Arnauld-Nicole 2014. 519-533).

8 A Szabdlyokban Descartes kritikdval illeti a skolasztikus logika formalizmusit: ,,a
dialektikusok minden miivészete nem képes olyan szillogizmust formélni, amely kovetkez-
tetéssel taldlja meg az igazat, ha el6bb nem rendelkeznek ennek anyagaval, azaz ha mar el6bb
nem ismerték azt az igazsigot, amelyet ez a szillogizmus levezet. Nyilvdnvalé ebbdl, hogy 6k
maguk az ilyen formuldbél semmi djat nem tanulnak, s ezért a k6zonséges dialektika teljesen
haszon nélkiil val6 azok szempontjabdl, akik a dolgok igazsagat akarjik kutatni” (X. szabdly,
AT X, 406; mk. 125). E kritika kontextusdban Arnauld és Nicole miive, a Port-Royal logika
sajatos poziciét foglal el. Ez a md nem gyakorol explicit kritikédt a logikdval szemben. Epp
ellenkezdleg, Arnauld a matematikusokat kritizdlja mondvén, hogy nem kovetik a megfeleld
rendet a bizonyitdsaikban, és megprébélja Euklidész hibdit kijavitani. Mindazondltal a Porz-
Royal logita egy olyan logikatankonyv, amely Descartes és Pascal miivei alapjan akarja meg-
reformdlni a skolasztikus logikédt (Arnauld—Nicole 2014. 69). Descartes-nél és Pascalndl pedig
egyértelm( a matematikai médszer dominancidja a logikdval szemben.
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sdgat éppugy, mint a bizonyitdsok bizonyossdgit. Ez a garancia az axiémaktdl
egészen a tételekig terjed, feltéve, hogy a bizonyitds minden egyes 1épése egy-
szerii és evidens médon beldathaté. Ahhoz, hogy a matematikai médszer menté-
lis feltételei vilagossd valjanak, ennek az elemi percepcionak a természetée kell
megérteni, hiszen ez garantilja a kapcsolatot az igazsag és a megismerés kozott.
Ime igy fest a matematikai médszer kognitiv séméja.

Ez a médszer az euklidészi geometrian alapult. Az euklidészi geometridban
a természetes intuicié nagyon fontos szerepet jatszik. Az cuklidészi axiémak
egyenlGségi és kiilonbozségi viszonyokat rogzitenek (,,amik ugyanazzal egyen-
16k, egymadssal is egyenlSk”), a rész és az egész kozotti viszonyokra vonatkoznak
(,,az egész nagyobb a résznél”), valamint geometriai alakzatok viszonyait irjak le
(,,két egyenes vonal nem fog kozre teriiletet”). Ezen axiomak evidens jellege
— éppiigy, mint a definici6ké és a posztulitumoké — egy olyan természetes in-
tuiciébol ered, amely a tér végességén alapuld szemléletéhez kotott. Ez a mod-
szer éppen a természetes intuicié miatt nem ad helyet a végtelennel kapcsolatos
matematikai eljirdsoknak. A gorog matematikusok feltehetGen azére zartak ki a
végtelent a matematikai gondolkodds teriiletérdl, mert a gérég geometriai szem-
1életmdd a tér végességén alapult. Ez nem azt jelenti, hogy a végtelen semmilyen
moédon nem jelenik meg Eukleidész Elemet cim miivében,” hanem csak azt,
hogy semmilyen pozitiv szerepet nem jatszik a bizonyitdsokban, és hogy a ma-
tematikai miiveletek nem Iépik til a végesség kereteit. Kéztudott, hogy a gorog
matematikusok szdmara komoly gondot okozott a folytonos mennyiségeknek,
azaz a kontinuumnak a matematikai értelmezése. A kontinuum kozvetlen kap-
csolatban 4ll a végtelennel, hiszen a folytonos mennyiségek a végtelenig osztha-
téak anélkiil, hogy valaha elérnénk egy oszthatatlan mennyiséghez. A folytonos
mennyiségek Osszetételének matematikai lefrdsa éppigy gondot okozott, mint
a gorbe oldalt geometriai alakzatok teriiletének kiszdmitdsa. A kontinuummal
kapcsolatos legf6bb problémat a gorogok szdmdéra az okozta, hogy nem tudtak
osszefiiggést 1étesiteni a természetes szamok diszkrét sorozata és a kontinuum
kozott. Eppen ezért Eukleidész Elemet cimi mive két, egymdstdl fiiggetlen
aranyelméletet tartalmaz; az egyik (az 6t6dik konyvben) a folytonos mennyisé-
gekre, a masik (a hetedik konyvben) a diszkrét mennyiségekre vonatkozik. Az
euklidészi geometridra jellemzd természetes intuici6 és a 17. szdzadi matemati-
kai médszer mélyén feltdrt elemi percepci6 Osszefiiggenek egymadssal. Amikor
Descartes a matematikai médszer mélyén egy olyan mentilis miiveletet fedez
fel, amely szerinte kapcsolatot [étesit az evidens beldtds és az igazsig kozote, ak-
kor egytittal abszolutizélja az evidens médon beldtott axiomatikus igazsigokat.
Descartes értelmezésében az axiomak (vagy, ahogy § nevezi, a kozos fogalmak:

¥ Az els6 konyv misodik posztulituma megkoveteli, hogy minden egyenes vonal tetszés
szerint meghosszabbithaté legyen, a 9. konyv hires 20. tétele azt bizonyitja, hogy primszam-
bél primszdmok barmely adott sokasdganél tobb van, stb.
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communes notiones) sziikségszertien igazak. Ebbgl a szempontb6l meglepd folya-
matnak lehetiink tanti a matematika 17. szdzadi fejlédése soran. Azok az elja-
rasok ugyanis, amelyek a végtelent integraltdk a matematikdba, gyakran olyan
eredményekhez vezettek, amelyek megkérddjelezték az euklidészi matemati-
kak egyetemes érvényességét és sziikségszeriiségét.

II. A VEGTELEN A KORA UJKORI MATEMATIKABAN
(PROJEKTIV GEOMETRIA ES INFINITEZIMALIS KALKULUS)

A matematika azon 4j dgaiban, amelyeket a 17. szdzadban dolgoztak ki vagy ta-
laltak fel, a végtelen gyakran paradoxonokhoz vezetett. Ezek a paradoxonok el-
lentmondtak azoknak a jegyeknek (a vildgossdgnak, az evidencidnak, az egzakt-
sdgnak stb.), amelyek a matematikai mdédszert kitiintetetté tették, és amelyek
fokozatosan a tudomédnyos megismerés normdjava viltak. Azt kell megérteniink,
hogy a végtelen matematizalasara irdinyul6 térekvések milyen viszonyban dllnak
azokkal a természetes intuiciokkal, amelyek az euklidészi axiomdk érvényessé-
gét garantaljak, és amelyek, bizonyos értelemben, a mathesis universalis eszméje
révén normativva valtak. Két 4j matematikai eljarast hozunk fel példaként: a
projektiv geometridt és az infinitezimalis kalkulust.

A projektiv geometriat Girard Desargues és Blaise Pascal dolgozta ki az 1630-
as és 1640-es években.!” A szintetikus geometria ezen dga azt vizsgilja, miként
viselkednek geometriai alakzatok centrélis vetitések sordn, és azokat a tulajdon-
sdgokat igyekszik meghatdrozni, amelyek viltozatlanok maradnak a perspektivi-
kus transzformaciok esetében. Ez a médszer lehet6vé teszi, hogy a kiipszeletek
kozote kozvetlen megfeleltetéseket hozzanak 1étre. A kipszeletek problémdja
a gorog matematikara, egészen pontosan Apollénioszra megy vissza, aki észre-
vette, hogy ha egy kupot egy sikkal elvagunk, akkor attdl fiiggSen, hogy a sik
milyen szoget zar be a kiip tengelyével, valamint az alkotdival, a kipszelet kor,
ellipszis, parabola vagy hiperbola lesz.

A gorog matematikusok nem alkalmaztak projektiv médszert ezen alakzatok
egymishoz valé viszonyainak vizsgilatakor. A projektiv transzformaciék kovet-
keztében a kipszeletek mindegyike a kiip alapkorének a képeként értelmez-
hetd, és a perspektivikus transzformécio lehet6vé teszi e kiillonboz§ alakzatok
ko6z6s tulajdonsagainak a meghatdrozasit. E transzforméciok azonban egy fontos
véaltoztatds bevezetését feltételezik, amelynek az a 1ényege, hogy ne tegyiink
kiilonbséget egymadssal pairhuzamos és egymast metszd egyenesek kozott. A pro-

10 Girard Desargues : Brouillon project d’une Atteinte aux événements des rencontres du cone avec
un plan. Paris, 1638. Pascalnak a kipszeletekrdl sz616 nagy értekezése elveszett. Csak két
rovid irdsa maradt fenn a témadval kapcsolatban Essais pour les coniques (1640, magyarul: Esszé a
kiipszeletekrdl, Pascal 2013a) és Generatio conisectionum (Kiipszeletek szdrmaztatdsa, Pascal 2013b)
cimmel.
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A kudpszeletek: kor, parabola, ellipszis, hiperbola

jektiv geometria egyik legfontosabb jellemzgje, hogy az egymassal parhuzamos
egyeneseket is egymast metsz§ egyeneseknek tekinti. Hogy ez lehetévé valjon,
Desargues bevezeti a ,,végtelenben 1évd pont” fogalmat: ez az a pont, amelyben
a parhuzamos egyenesck metszik egymast.!! A végtelen e ponton keresztiil 1ép
be a geometridba, és pontos meghatirozasa lehetvé teszi a végtelen mddszeres
kezelését.!? A parhuzamos és metszd egyenesek kiilonbségének kiiktatdsa azért
lényeges, mert ez biztositja a perspektivikus transzformaciok kivitelezését, és ez
teszi nyilvanvalova a vetitett alakzatok valtozatlan tulajdonségait.

A végtelen tavoli pont bevezetésének és a parhuzamossig dtértelmezésének
fontos kovetkezményei vannak. Ennek szemléltetésére idézziik fel a projektiv
geometria egyik legfontosabb tételét, az Gn. Pascal-tételt. Ez a tétel, Desargues
involicids tételéhez hasonldan, a kiipszeletek egy olyan tulajdonsiagat hatdarozza
meg, amely a projektiv transzformacidk sordn véltozatlan marad. Pascal tétele
azt mondja ki, hogy egy kipszeletbe rajzolt hatszog szemkozti oldalegyenesei-
nek metszéspontja mindig egy egyenesre esik.

Misként megfogalmazva: ha egy hatszog szemkozti oldalegyeneseinek met-
széspontja egy egyenesre esik, akkor a hatszog beleirhaté egy kipszeletbe.
A hatszog e tulajdonsédga valtozatlan marad a centrélis vetités sordn: igaz tehat a
kor, az ellipszis, a parabola és a hiperbola esetén is. Vegyiink egy specidlis ese-

"' Az azonos rendbéli egyenesek (ordonnance de droites) meghatirozisa a legels§ defini-
cié a Brouillon projer-ban. Az ugyanazon a sikon fekvd egyenesek azonos rendbéliek, ami-
kor ,,mindegyik egyfelé tart”. Desargues definicidja szerint a parhuzamos egyenesek épp-
ugy azonos rendbéliek, mint az egymdst metszdk: ,,Két azonos sikon fekvd egyenes azonos
rendbéli, fiiggetleniil attél, hogy a [k6z6s] céljuk véges vagy végtelen tdvolsigban van”
(Desargues 1950. 100). Pascal ugyanezt a definiciét viligosabban fogalmazza meg: ,Egy
egyenest akkor mondunk egy pont felé tarténak, ha sziikséges mértékben meghosszabbitva
eléri ezt a pontot. Egy egyenest akkor mondunk egy mésik egyenesen végtelen tivolsigban
1év6 pont felé tarténak, ha parhuzamos ezzel a masik egyenessel” (Kapszeletek szdrmazratisa,
Pascal 2013b. 20).

12 ]. V. Field megillapitja, hogy ,,Desargues az els§ matematikus, aki a végtelen fogalmit
megfelel§ kontroll ald helyezte” (Field 1997. 196). E vélemény j6l mutatja Desargues eljara-
sdnak jelentgségét a végtelen matematizdldsinak a folyamatiban.
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NG

A Pascal-tétel: az ABCDEF hatszog esetén az AF és CD metszéspontja:
N, BA és DE metszéspontja: M, BC és EF metszéspontja:
P. MNP egy egyenesre esnek

tet: egy szabdlyos hatszoget, amelyet egy korbe irunk. Mivel minden kor kip-
szelet, ezért a bele irt szabalyos hatszog kipszeletbe irt hatszog. E hatszognek
a szemkozti oldalegyenesei nyilvinval6an parhuzamosak. A parhuzamosokra
vonatkoz6 definiciéval 6sszhangban ezeket az egyeneseket olyanoknak kell te-
kinteniink, mint amelyek egymast metszik a végtelenben. A Pascal-tétel szerint
ezen egyenesck metszéspontjai egy egyenesre esnek. Mivel a metszéspontok
a végtelenben vannak, az 6ket 6sszekotd egyenes is a végtelenben van. Ezt az
egyenest azonban, amelyet ma idedlis egyenesnek vagy Pascal-egyenesnek ne-
veznek, lehetetlen elképzelni. A Pascal-tétel feltételezi tehat, hogy a parhuza-
mos egyeneseket egymast metszd egyenesekként definidljuk, ez azonban olyan
kovetkezményhez vezet, amely ellentmond a természetes intuiciénak, vagy leg-
aldbbis messze meghaladja annak hatékorée.”® Jollehet a végtelen bevezetése a

13 Hangstilyozni kell, hogy ebben az esetben val6jiban két természetes intuicié szemben-
allasarol van sz6. A tisztdn értelmi intuicié, amely 6sszhangban dll a parhuzamosok euklidészi
meghatdrozasaval, egyértelm(ivé teszi, hogy a piarhuzamosok soha nem taldlkoznak. Ezzel
szemben az érzéEki intuicié szimdra a tdvolodé parhuzamosok azt a benyomadst keltik, mintha
egymds felé tartandnak, és valahol metszenék egymadst. Ez utébbi egy érzéki illizié, amely
azonban a centrélis perspektiva alapjat képezi: a tdvolod6 parhuzamosok az enyészpontban
metszik egymdst. A projektiv geometria ezt az intuiciét integrilja a geometridba.
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projektiv geometridba elkeriilhetetlen, olyan beldtisokhoz vezet, amelyek meg-
haladjik a geometria szokvanyos kereteit.

A projektiv geometridban a végtelen a kontinuum jellemzdjeként is megje-
lenik. Mivel minden kiipszelet az alapkor képe, ezért a centrilis vetités képes
az un. korldtos (véges) alakzatokat, mint amilyen az alapkor vagy az ellipszis,
nem korlatos (végtelen) alakzatokkd, mint amilyen a parabola, vagy a hiperbo-
la, formélni és viszont, mégpedig szigordan mddszeres eljarisok segitségével.
Magitol értetddik, hogy azok a tulajdonsdgok, amelyeket a projektiv geomet-
ria alapvetd tételei, vagyis Desargues involicids tétele és a Pascal-tétel, meg-
hatdroznak, véltozatlanok maradnak a vetitések sordn, attdl fiiggetleniil, hogy
az eredmény véges (korldtos) vagy végtelen (nem korldtos) alakzat lesz. Pascal
a paraboldt a kovetkez6képpen definidlja: ,,ha a vdszon sikja egy vertikalissal,
azaz egy sugirral parhuzamos, tehit paraboldt hatdroz meg, nyilvinvald, hogy az
alapkor keriiletének minden pontja ravetiti képét véges tavolsdgban a kiupszelet
vasznanak sikjara, kivéve egy pontot, amelynek nem lesz képe, hacsak végte-
len tavolsagban nem” (Kipszeletek szdarmaztatisa, Pascal 2013b. 21). Az alapkor,
amely folytonos mennyiség, végtelen pontbdl ill, amelyek a kipszelet sikjara
vetitik képiiket, egy pontot kivéve, amelynek képe nem taldlhat6 a sikon. Ez a
végtelen tiavoli pont, amely a metsz§ sik és az adott pontnak megfeleld alkot
metszéspontja, amelyek egymadssal parhuzamosak. E meghatdrozast kovetGen
Pascal e megjegyzést teszi: ,,Ebbsl kovetkezik, hogy a parabola a végtelenbe
tart és végtelen teret hatdroz meg (infinitum spatium suscipiat), noha az alapkor
keriiletének a képe, amely véges, és amely véges teret fog korbe” (uo.). E meg-
jegyzésnek nincsen kozvetlen szerepe az argumenticiéban. Inkdbb csak Pascal
meglepddését fejezi ki afolote, hogy a centrilis vetités atjarast hoz létre a véges
és a végtelen kozote oly médon, hogy véges alakzatokat végtelen alakzatokba
alakitja dt, mikozben egyértelm megfeleltetést 1étesit kozottiik. ™

A projektiv geometridban két dolgot tapasztalunk tehét: egyrészt azt, hogy
a végtelen bevezetése elkeriilhetetlen annak érdekében, hogy szigorian meg-
hatdrozhat6va viljanak azok a tulajdonsagok, amelyek a centrélis vetitések sordn
véaltozatlanok maradnak, masrészt azt, hogy a végtelen bevezetése, médszeres
kezelése ellenére, olyan eredményekhez vezet, amelyek a természetes intui-
ci6 szamira elérhetetlenek. Ezek az eredmények vagy azért mondanak ellent
a természetes intuicionak, mert elképzelhetetlenek, vagy azért, mert parado-
xonokat zadrnak magukba. A végtelen megjelenése a geometria reflexié-terében

4 A mai matematikai nyelvben ,,véges” és ,,végtelen” alakzatok helyett korldtos és nem
korldtos alakzatokrdl beszéliink (a kor vagy az ellipszis korldtos, a parabola vagy a hiperbola
nem korldtos alakzat). Ez a sz6hasznalat kikiiszoboli azt a problémadt, amelynek a projekt-
iv megoldédsa Pascalt csodalkozédsra késztette, hiszen a korldtossdg nem zérja ki azt, hogy az
alakzatot végtelen szdmid pont halmazaként értelmezziik. Ez azonban a 17. szdzadban még
nem volt annyira magatdl értet6dd, mint ma. Ezt mutatja Pascal fogalomhaszndlata is (véges/
végtelen).
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megingatja egyes euklidészi axiomédk érvényességét. Koztudott, hogy a parhu-
zamossag, amelynek Desargues és Pascal 4j meghatarozdsat adja, mar az euk-
lidészi axiémarendszerben is problémakat okozott. A projektiv geometridban
alkalmazott parhuzamossig-definiciok nyilvinvaléan ellentmondanak az Elemek
I. konyvének parhuzamos egyenesekre vonatkoz6é meghatdrozasinak, amely igy
sz0l: ,Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a sikban vannak,
és amelyek végteleniil meghosszabbitva egyiken sem taldlkoznak” (23. defini-
ci6, Eukleidész 1983. 46). A projektiv geometriai definiciék, mint lattuk, ezzel
szemben tgy hatirozzdk meg a parhuzamos egyeneseket, mint amelyek a vég-
telenben metszik egymdst. E definici6 moédositisa azonban még nem jelenti
kozvetleniil egy axioma modositasat. A parallelizmus axiomatikus stdtusza azért
okozott problémat Euklidész Elemeiben, mert nem volt egyértelmi, vajon a hi-
res 6todik posztulitum, amely szintén a parhuzamos egyenesek meghatarozasat
tartalmazza, vajon axiéma-e vagy pedig egy bizonyitist igényld tétel.” Desargu-
es és Pascal nem beszélnek 1] axiomarél ezzel kapcsolatban, hanem megkeriilik
a problémait egy olyan definicié segitségével, amely szerint a parhuzamosok a
végtelenben talilkoznak. Ezzel azonban egy olyan 14j térszemléletet hatdroznak
meg, amely kiilonbozik az euklidészi térfelfogastdl.

Az infinitezimdlis kalkulus esetében hasonlé problémdékkal taldlkozunk,
mégpedig a kontinuum matematizdlasiaval Osszefiiggésben. Az infinitezimalis
kalkulus kialakuldsa hosszt folyamat volt, amelyet Arkhimédész miiveinek 16.
szazadi Gjrakiaddsa motivalt, majd Cavalieri munkdassdga inditott el. Az integral
és a differencidlszamités kiilonbozd 1épésekben fejlddott, majd Leibniz és New-
ton koriilbeliil egy id6ben, a 17. szdzad masodik felében egyesitették ezeket
(LLasd Cléro — L.e Rest 1980; Broyer 1949). Az integralszamitas sordn ahhoz, hogy
kiszamithatova tegyék a gorbe oldald alakzatok felszinét vagy teriiletét, ,,osztha-
tatlanjaikbol” vagy ,,differencidlisaikb6l” kellett 1étrehozni Sket. Azonban egy
folytonos nagysag létrehozasa végteleniil kicsi mennyiségekbdl nem magatdl ér-
tetdd6 miivelet. Ez az eljards ugyanis nem all maradéktalanul 6sszhangban Euk-
leidész elsG axiomajaval, amely kiillonb6z6 mennyiségek egyenlGségét hatdrozza
meg kijelentvén, hogy ,,amik ugyanazzal egyenl6k, egymassal is egyenl6k” (1.
konyv, 1. axioma, Euklidész 1983, 47). Amikor példaul egy negyedkor teriiletét
akarjuk kiszamolni gy, hogy végteleniil kicsi alapu téglalapokra bontjuk fel,
akkor ezen téglalapok teriiletének 6sszege és a negyedkor teriilete soha nem
lesz tokéletesen egyenld egymadssal. A kettd kiilonbsége egy olyan mennyiség,
amely a nulldhoz konvergil, és amelyet Leibniz ,,elhalé mennyiségnek” (quan-
11 Goanouissante) nevezett.

15 Ismeretes, hogy a nem-cuklideszi geometridk felfedezdi, Bélyai és Lobacsevszkij e
posztuldtum tagaddsabdl indultak ki és jutottak el egy dj axiomarendszer kidolgozasahoz.
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[

A sotéteel jelolt részek teriilete soha nem lesz nulla, barmilyen Kicsire
vegyiik is a negyedkor teriiletét lefedd téglalapok alapjat

Ez a mennyiség a differencidlis amely kisebb, mint barmely véges mennyiség,
és amely a szdmolds végén, jelentéktelensége folytdn elhanyagolhatva valik.
A két mennyiség soha nem lesz tokéletesen egyenld, j6llehet a szimitds ered-
ménye helyes lesz. E probléma kikiiszobolésére Leibniz kovetdje, Guillaume
de L Hospital az Analyse des infiniment petits (1696) cimti miivében a kovetkezd
posztuldtumot vezeti be: ,,Engedtessék meg, hogy két mennyiség, amely egy-
mastél csak végteleniil kis mennyiséggel kiillonbozik, tetszés szerint felcserél-
hetd legyen, avagy (ami ugyanaz) hogy egy mennyiséget, amelyet csak egy ma-
sik végteleniil kicsi mennyiséggel csokkentiink vagy noveliink, tgy tekintsiink,
mint ami ugyanaz marad” (I.’Hospital 1969. 2-3). Itt, Leibniz gondolkodasaval
0sszhangban, az egyenlGség tjradefinidlasinak vagyunk a tanii, mégpedig oly
modon, hogy az ,,elhal6” kiilonbség ne sértse meg az egyenlGség-elvet, j6llehet
a természetes evidencia ennek ellenkezgjét sugallja. Valami hasonl6t latunk it
is, mint a projektiv geometridban. A végtelennel végzett miiveltek ellentmon-
danak a természetes intuicion alapul6 axiomédknak, és ez az ellentmondds nem
all 6sszhangban a matematikéra jellemzd szigorral. A végtelen megbontja a ma-
tematikai racionalitds zartsdgat, mikdzben nyilvanvalé, hogy bizonyos miivele-
teknél nem lehet eltekinteni a végtelen matematizalasacdl.

Ha tehdt a matematika és a megismerés viszonyat elemezziik a kora tijkorban,
akkor két dolgot figyelhetiink meg. Egyrészt az igazsag feltdrdsa sordn tant-
sitott szigora és evidens jellege folytdn a matematika az egyetemes tudomany
modelljévé valik, és a matematikira jellemz§ szemléletméd, amellyel az egy-
szer(i 6sszefiiggéseket belitja, a tudomanyos megismerés kognitiv alapjat képe-
zi. Masrészt olyan 1j eljarasok jelennek meg a matematikdban, amelyeknek az
értelmezése nem problémamentes az euklideszi geometria biztositotta kerete-
ken beliil. A végtelennel kapcsolatos transzformacios és kalkulativ médszerek
nem felelnek meg maradéktalanul az evidencia és az ellentmondds-mentesség
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igényeinek, hiszen visszavezethetetlenek egy olyan elemi észlelésre, amely a
1épésck vagy eredmények evidens jellegét biztositand. A 17. szdzad mdsodik
felében a matematika nem all 6sszhangban minden esetben ama episztemolo-
giai norma eléirdsaival, amely a matematikdbol eredt. Ezt a diszharméniét sokan
felismerték a korban, és hangot is adtak az () mddszerekkel kapcsolatos ellen-
érzéseiknek.

II1. MATHESLS UNIVERSALIS VS. MATEMATIKAI ELJARASOK

A végtelen matematikai alkalmazasaval kapcsolatos vitik éppen azért érdeke-
sek, mert ravildgitanak arra a fesziiltségre, amely a mathesis universalis normativ
jellege és az alkalmazott matematikai eljardsok kozote jote 1étre. A kritikdk f6-
ként az infinitezimdlis kalkulussal szemben fogalmazédtak meg, mivel a projek-
tiv geometria nem annyira a matematikdban, mint inkdbb az ismeretelméletben
gyakorolt komolyabb hatdst. A projektiv geometria a korban egyre elterjedtebb
perspektivikus szemléletmdd matematikai hétterét rogzitette, és a Desargues
altal kialakitott perspektivikus térszemlélet fontos alkalmazésai jelentek meg
zott kézvetleniil problémat, mert e szerz6k egész gondolkoddsmdédjiaban a vég-
telen konstitutiv szerepet jatszott.

Az infinitezimalis kalkulus viszont mindvégig az érdeklddés kozéppontja-
ban allt. Nem sokkal az utdn, hogy Leibniz és Newton kidolgoztik, birdléik
szemiikre vetették a matematikai szigor hidnyat, és ellenvetéseikben éppen a
matematikai médszer normativ jellegére hivatkoztak. Az 4j leibnizi kalkulust
Franciaorszdgban Jacques és Jean Bernoulli, Guillaume de 1.’Hospital és Pierre
Varignon kezdték népszerisiteni az 1690-e¢s években,'” 4m nagyon hamar ko-
moly védekezésre kényszeriiltek. Egy neves korabeli matematikus, Michel Rol-
le ugyanis a Kirdlyi Tudomanyos Akadémidn stlyos kritikdkat fogalmazott meg
Leibniz médszerével szemben. Rolle azt kifogasolta, hogy a kalkulus fogalmi
szempontbol nem jol megalapozott, nélkiil6zi a szigort és hibds eredményekhez

10 Lasd errél Judith V. Field elemzéseit (Field 1997) és Michel Serres Le systeme de Leibniz
et ses modeles mathématiques (Serres 1968) cim konyvét, amelyben 6ndll6 fejezet foglalkozik
Pascal gondolkoddsinak matematikai hdtterével (Serres 1968, 647-713). L.isd még Schmal
Diniel és Pavlovits Tamds: ,,A perspektiva filozofiai értelmezései a 17. szdzadban” (Schmal-
Pavlovits 2015. 11-39). Am ha szigorian a matematika torténetét nézziik, akkor ott a projektiv
geometria més hatdst mutat. Desargues miivei, f6leg nehézkes nyelvezetiik miatt, nem val-
tak népszer(ivé, Pascal kipszeletekrdl irt miivei pedig nem is jelentek meg nyomtatdsban.
Leibniz még végigtanulmédnyozta Gket, am hidba siirgette kiaddsukat, a kéziratok a 17. szdzad
midsodik felében elvesztek. A projektiv geometridt a 18. szdzad végéig nem mivelték, egysé-
ges rendszerét csak Jean-Victor Poncelet alkotta meg a 19. szdzadban. A projektiv geometria
fejlddésérdl lasd Sain 1986. 541-559.

17 A leibnizi differencidlissal kapcsolatos ismeretelméleti és metafizikai problémakkal kap-
csolatosan ldsd Schmal 2013.
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vezet.!® Az alapelvek és az alapvetd fogalmak kapcsin rdmutatott az egyenld-
ség-elv megséreésére, valamint kifogdsolta az ,,elhal6 mennyiségek” fogalmi ho-
malyossigit. Ezeket szerinte a kalkulus alkalmazaéi hol végteleniil kicsinek, hol
nulldnak tekintik. Hasonl6 kritikdval taldlkozunk harminc évvel késébb Anglia-
ban George Berkeley részér6l, aki 7he Analyst (1734) cimi@ mivében elsGsorban
Newton moddszerét ostorozza, de Leibniz is timaddsai kereszttiizébe keriil. Rol-
le-hoz hasonléan az egyenl@ség-elv megséreését és az infinitezimalisok fogalmi
tisztazatlansagat kifogasolja: ,,Bevallom, meghaladja képességeimet a végtele-
niil kis mennyiség felfogasa, amely végteleniil kisebb barmely érzékelhet§ vagy
elképzelhetd mennyiségnél, vagy maga az utols6 nagysag. Gyanitom, hogy bérki
szamdra végtelen nehézséget jelent felfogni egy ilyen végteleniil kis mennyi-
ség egy részét, amelynek még ennél is végteleniil kisebbnek kell lennie” (7ke
Analyst, V.§).

Rolle és Berkeley a mathesis universalis megismerési elveit kérik szamon az in-
finitezimalis kalkulus kidolgozéin, amelyek a matematikdbdl erednek, és ame-
lyek szerintiik, kitiintetetté teszik a matematika tudomédnyat a tébbi tudomany
kozote. Rolle a Démonstration d’une méthode pour résoudre les égalités de tous les degrés

sz

(1691) cimii miivében igy fogalmaz:

Ahhoz, hogy megismerjiink egy tirgyat oly evidencidval, amelyre csak képesek va-
gyunk, sziikséges, hogy ardnyban dlljon elménk hatéerejével. Minél kevésbé ardnyos
vele, a megszerzett ismeret anndl tokéletlenebb; van pedig egy hatir, amelyen tdl
vagy a kétely, vagy a tévedés dldozataivd vilunk. A matematikai mddszerek abban
allnak, hogy szabdlyozzdk az elme miveleteit, és a kijelentéseket oly egyszeriivé te-
szik, hogy az a kevés nehézség, amelyeket magukba zarnak, megoldhaté legyen egye-
diil a természetes vilagossag révén [puissent étre résolues par les seules lumieres naturelles)
[...]. Van mindazondltal szdmos olyan matematikus, akik nem veszik figyelembe ezt
a viszonyt; és ma is vannak olyanok, akiknél ennek gyakori elhanyagoldsa azt a be-
nyomadst kelti, mintha a végtelen idedjaval kapcsolatos tévedés szokdssd vilt volna
benniik. (Rolle 1691. i-ii.)

Berkeley ellenvetése nagymértékben hasonlit Rolle-ééra:

Régi bolesesség, hogy a geometria kivals logika. Es el kell ismerni, hogy amikor a
definiciék vildgosak, a posztulitumok visszautasithatatlanok, és az axiomakat sem le-
hetséges tagadni, amikor az alakzatok megkiilonboztetett szemlélésébdl és egymdssal
val6 6sszehasonlitdsdbdl tulajdonsdgaikat a kovetkezmények jol illeszkedd és foly-
tonos ldncolata dltal vezetjiik le, és amikor a tdrgyakat szemmel tartjuk és a figyel-

18 Blay 1986 részletesen elemzi ezt a vitdt. Lasd még ezzel kapcsolatban Blay 1993, 145—
175, valamint Broyer konyvének ,, The Period of Indecision” cimi fejezetét (Broyer 1949.
224-266).
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met mindvégig rajuk irinyitjuk, akkor egy olyan gondolkoddsi szokdsra tesziink szert,
amely zart, pontos és mddszeres: ez a szokds megerdsiti és élesiti az elmét, és miutdn
ezt mds targyakra is dtvissziik, dltalinossdgban haszndlhatjuk az igazsig kutatdsidban.
De hogy mily messzire esik ettdl a mi geometriai analizisiink esete [#e case of our Geo-
metrical Analyst], érdemes kozelebbr6l is szemiigyre venni. (7%e Analyst, 2. §.)

E két gondolkodé a descartes-i mathesis universalisszal 6sszhangban a matemati-
kaban nem csak egy egzakt tudoményt lat, hanem egy olyan médszer hordozojat
is, amely rogziti a helyes gondolkodés alapelveit. Mindketten kiemelik az egy-
szer(iség és atlathatosag fontossdgat a matematikai targyak és viszonyaik kozote,
ami egy tiszta észlelési aktus szdmdra nyit utat, és ami az evidens megismerést
biztositja. Ez az evidencia kizarja a kétely és tévedés lehetdségét a megisme-
rés korébdl, és megalapozza a matematikai ismeretek igazsagtartalmat. Ennek
koszonhetGen a matematika alkalmas arra, hogy ,,szabdlyozza az elme mivele-
teit”, és hogy ,,megerdsitse és élesitse az elmét”. Az infinitezimalis kalkulusban
alkalmazott fogalmak és eljardsok viszont ennek a kritériumnak nem felelnek
meg. Az elhalé mennyiség, vagy végteleniil sok, végteleniil kis rész 6sszege nem
ragadhatéak meg egy egyszer(i szemléleti evidencia révén. Az elme elemi ész-
lelési aktusai nem biztositjdk tehdt a kalkulus evidencidjat. Ugy tiinik, a végte-
len matematikai alkalmazasa lehetetlen anélkiil, hogy a matematikara jellemzd
médszertani szigort és szemléleti evidenciat fel ne fiiggesztenénk. A médszer-
tan és a matematikai logika szintjén az okozza a problémat, hogy a végességen
alapul6 természetes intuicié ellentétbe keriil a végtelen médszertani alkalmaza-
sdval, amennyiben a végtelen kiviil marad a természetes evidencia hatékorén."

A végtelen matematizdldsa a kontinuum esetén sziikségessé tette a matema-
tikdra jellemz§ fogalmi szigor felfiiggesztését. Ez a veszteséget potolja azonban
a szamitds hatékonysidga. Matematikatorténészek megjegyzik, hogy az infinite-
zimdlis kalkulus kidolgozdsat éppen az tette lehet6vé, hogy feltaldléi lemond-
tak a matematikara jellemz§ szigorrdl: ,,az tt akkor nyilik meg a modern analizis
el6tt, amikor Newton és Leibniz, hatat forditva a miltnak, megelégszenek azzal,
hogy az ) médszerek igazolasit ne a szigord bizonyitdsokban, hanem az eredmé-
nyek koherencidjiban és gyiimolesozd voltaban keressék” (Bourbaki 1960. 188).
A végtelennel kapcsolatos matematikai eljarisok elfogaddsinak nehézségei arra

19 Vannak mds példik is a végtelennel végzett matematikai miiveletek korabeli kritikd-
jara. Ldsd ennek kapcesdn Pierre Bayle megjegyzését a Dictionnaire historique et critique (1697)
,»szidoni Zénén” (Zénon de Sidon) szécikkében: ,,[Gassendi] felhoz egy példat az & [ti. a ma-
tematikusok] dllitélagos bizonyitdsaik hivsdgos voltdra: két kifinomult matematikus bebizo-
nyitotta, hogy egy véges és egy végtelen mennyiség egyenld egymadssal. [...] Masok bebi-
zonyitjak, hogy vannak olyan végtelen mennyiségek, amelyek minden oldalr6l hatdroltak.
Ha 6k evidensnek is taldlnak effajta bizonyitdsokat, nem kellene-e mégis gyantt fogniuk,
hiszen mindent egybevetve nem haladja meg az evidencidt, amivel a j6zan ész vildgossa teszi
a szimunkra, hogy a véges soha nem lehet egyenld a végtelennel, és hogy a végtelen mint
végtelen soha nem lehet hatdrolt?” (rem. ,,D”, p. 917).
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az ellentmondasra vezethetGek vissza, amely a természetes intuicié és az j ma-
tematikai eljardsok hipotézisei vagy eredményei kozott fesziil. Ezek a médszerek
ily médon meghaladni latszanak azokat az elméleti kereteket, amelyeket az euk-
lidészi axiomarendszer jelolt ki a matematika teriiletén. A kora tjkori matema-
tikusok még nem vették észre, hogy az altaluk kidolgozott médszerek olykor 1]
axiomak bevezetését igénylik. Jean-Louis Gardies hangsilyozza, hogy a projektiv
geometria felfedezbi, Desargues és Pascal, ,,nem tudtdk megitélni, hogy egy ilyen
geometria milyen axiémakat feltételez, igy tehdt az dltalinos geometria axiéma-
rendszere a kora Gjkorban csak alig-alig fejl6dote Eukleidészhez képest” (Gardies
1984. 60). Ugyanakkor meghaladni az euklidészi axiomakat a 17. szdzadban egyet
jelentett a logikai keretek meghaladédsaval. Jean-Toussaint Desanti rimutat, mi-
lyen komoly fesziiltség alakult ki a korban az infinitezimalis kalkulus fogalmai és
a bevett logika kozott: ,,Innen ered a logikai alapelvek tjragondoldsdnak kévetel-
ménye: kiilonosképpen fontossa valt a kizart harmadik elve érvényességi korének
meghatarozdsa, amennyiben raciondlis stdtusszal akartdk felruhdzni az »elhal6«
mennyiség fogalmat” (Desanti 1990. 287). A végtelennel valé szimolds azonban
nem csak a matematika teriiletén volt érdekes. A fizikai mozgdsok, a nyugalom
és a mozgas viszonya, a gyorsulds szamitdsa szintén sziikségessé tettek infinite-
zimilis médszerek alkalmazdsat. Ugy tiint tehdt, hogy hidba nem feleltek meg a
matematikai moédszerek a mathesis universalisban rogzitett normiknak, maga a ter-
mészet sem tdmogatta a véges szemléletmdd uralmat.

Ez a probléma nem maradt meg tehdt a matematika keretei kozote, s6t valo-
jaban nem a matematikdban, hanem a természetfilozé6fidban és a filozofia mas
dgaiban éreztette inkdbb a hatdsit. A matematikat ugyanis jobban érdekelte sajat
fejlédése, mint a belSle levont ismeretelméleti elvek problematikussiaga. Azok-
ban a 17. szdzadi filozéfidkban azonban, amelyek szoros kapcsolatban alltak a ma-
tematikaval, a matematikai médszer és a modern matematikai eljardsok kozotti
0sszhang hidnya komolyabb kovetkezményekkel jart. A végtelenhez valé kogni-
tiv viszony kiilonb6z6 médozatait figyelhetjiik meg annak alapjin, hogy egy-egy
szerz6 melyik alternativat részesitette el6nyben: az evidens megmerés krité-
riumdt, vagy a végtelennel kapcsolatos matematikai eljarisok hatékonysagit.?
A Kkartezidnus gondolkoddk, mint Descartes, Malebranche, Arnauld, Spinoza az
el6z6hoz, Pascal és Leibniz, akiknek komoly érdemeik voltak az infinitezimalis
kalkulus kidolgozdsdban, a mdsodikhoz ragaszkodtak inkdbb.?!

¥* % %

20 Lasd err6l kordbbi tanulményainkat, amelyek a végtelen 17. szdzadi észlelésével foglal-
koznak ismeretelméleti kontextusban: Pavlovits 2013, 2015a, 2015b, 2015c.

2 Ennek kapcsdn csak két, mara mdr klasszikussd vilt elemzésre utalunk, amelyek meg-
mutatjak, hogy a szerz6k ismeretelméleti nézeteinek kiilonbsége milyen jelentGs mértékben
fiigg a matematikdjuktdl: Brunschvicg 1912 és Belaval 1960.
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A fenti elemzésekben arra a fesziiltségre szerettiink volna raimutatni, amely a
kora tijkori matematika fejlédését jellemezte. E fesziiltség oka egyrészt az volt,
hogy a matematikai médszer ismeretelméleti funkcidkra tett szert és episztemo-
l6giai értelemben normativva valt. Masrészt az, hogy a matematikdban megje-
lentek olyan médszerek, amelyek a végtelent kiilonbo6z§ kalkulativ vagy transz-
formativ eljardsokba integraltdk. Mivel a matematikai médszer az elme elemi
percepcidja kapesin szorosan kotddott az evidencidhoz, és mivel a végtelennel
végzett miiveletek ellendlltak az evidens észlelésnek, a matematika vélaszut elé
keriilt: vagy ragaszkodik a raciondlis szigorhoz és evidencidhoz, vagy a végtelen-
nel végzett miiveleteket részesiti eldnyben. Nem vitds, hogy a masodik véilasztas
volt az el6remutatd, és ez jarult hozza a matematika fejlédéséhez. Ez a fejl6dés
ugyanakkor nemcsak a projektiv geometria, valamint a kontinuum matemati-
kai megalapozisat eredményezte két évszdazaddal késébb, hanem elvezetett a
nem-cuklideszi geometridk kidolgozasihoz is. Ez utébbi pedig nyilvinvalova
tette, hogy nem érdemes az euklideszi axiomak megismerését biztosité kogni-
tiv aktusokat a tudomanyos megismerés normativ feltételévé tenni. Ugy tiinik
tehat, hogy a matematika mar a kora tjkorban ricéfolt arra az igényre, amely
bel6le szairmazott. Mindazondltal a matematikdbdl kivont ismeretelméleti elvek
elengedhetetlenek voltak ahhoz, hogy megsziilessen a tudomany egzakt fogal-
ma abban a formédban, ahogyan azt ma is értjiik.
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