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A Lee—Carter-modell régdta a legnépszeriibb halandosag-elorejelz6 modell, azonban az utobbi
években az aktuariustudomany teriiletén is egyre gyakrabban késziilnek elérejelzések gépi tanuldsi
modszerekkel. Tanulmanyunkban visszacsatolt neuralis haloézatokkal modellezziik a magyar férfi-
¢s n6i halandosagi adatokat az 1950-es évektdl 2020-ig, 0 és 99 éves életkorok kozott. A neurdlis
haldzatokkal kapott elorejelzéseket Gsszevetjiik a klasszikus Lee—Carter-modell eldrejelzéseivel,
majd elemezziik, hogy az egyes életkorok és naptari évek mentén melyik modell teljesit jobban.
Eredményeink azt mutatjak, hogy jelentdsen javithatok a Lee—Carter-modell elérejelzései neuralis
halézatok felhasznalasaval. A pontosabb eldrejelzéseket alkalmazva tjra lehet gondolni egyes
aktuariusi és nyugdijszamitasokat.

Targyszavak: halandésagi ratak, gépi tanulas, neuralis halozat

The Lee—Carter model is one of the most popular models for mortality forecasting, but machine
learning solutions are increasingly popular in actuarial science. In recent years, authors have tried
to forecast mortality rates with different types of neural networks. This paper introduces these
neural network approaches on Hungarian mortality rates between age 0 and 99 from 1950 to 2020.
We use the classical Lee—Carter model and LSTM neural networks for mortality modeling. Our
paper analyses the residuals by age group and calendar year on the test set (from 2005 to 2020) and
compares the results of the Lee—Carter and LSTM models. Our results show that LSTM networks
give more accurate forecasts on Hungarian mortality data. With these forecasts, one can reconsider
the expectations about the pension system or improve the accuracy of actuarial calculations.

Keywords: mortality rates, machine learning, neural network
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906 SZENTKERESZTI GABOR — VEKAS PETER

Az utobbi évtizedekben a legtobb orszagban folyamatosan javulnak a halando-

sagi mutatok. fgy van ez Magyarorszag esetében is. Nagyon izgalmas kérdés,
hogy a trend miképpen folytatédhat. igy aztan nem csoda, hogy a mortalitasi
ratak elemzése, modellezése és eldrejelzése kdzponti témava valt az aktuariusok
és a demografusok korében. Azonkiviil, hogy halandé mivoltunk az egyént mé-
lyen foglalkoztatd kérdés, az életbiztositasokat kinald vallalatok szamara is fon-
tos bizonyos populdciok halanddsagénak az alakulésa, illetve az allami folyd
finanszirozast nyugdijrendszerben is kdzponti szerepet jatszik a népesség sza-
manak és életkor szerinti dsszetételének jovobeli alakulasa.

1. abra
A magyar mortalitasi rata logaritmusa nemek szerinti bontasban
Logarithms of Hungarian mortality rates by sex
Férfi Né
Mortalitasi rata logaritmusa
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életkor

Az életbiztositasok tobbnyire hosszi tava szerzodések, nem ritkan tobb évti-
zedre szdlnak, ezért a dijkalkulacido és a pénzaram-modellezés szempontjabol
kiemelt jelentéségii a megfeleld halandosagi feltételezések kialakitasa. Az élet-
biztositasi szamitasokat sok esetben egy un. ,,periddus” halandésagi tabla haszna-
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lataval végezziik, tehat feltételezziik, hogy az adott korokhoz tartozo halalozasi
valoszinliségek a kovetkezd években valtozatlanok maradnak (Veékas, 2017).
A valdsag ezzel szemben azt mutatja, hogy az egyes korokhoz tartoz6 haldlozasi
valoszintiségek a naptari évek elérehaladtaval folyamatosan javulnak. Ezt szem-
1¢lteti az 1. &bra.

Szembetiind, hogy a kdzépkoru népesség halandosagi mutatdinak javulod ten-
denciaja megtorpan egy atmeneti idészakban, a férfiaknal egyértelmiien latszik,
hogy romlik a korabbi évekhez képest, mig a ndknél stagnal. Az 1960—1990-es
évek kozott Magyarorszagon az elhizas, az alkoholfogyasztas, a dohanyzas és
a kevés mozgas igen erdteljesen befolyasolta a kozépkoru népesség egészségi
allapotat, és a halandésagi mutatok atmeneti javulisa megallt (Ori-Spéder,
2020).

A biztositasi dijkalkulacioban statikus €s dinamikus dijszamitast kiilonbozte-
tiink meg. A statikus dijszamitas esetében rogzitett halandosagi tablaval szamo-
lunk, sok esetben a legfrissebbel. A dinamikus dijszamitasnal viszont elérejelzé-
sekre van sziikséglink a halalozasi valdszinliségekrol, s ezeket hasznaljuk a kal-
kulaciohoz. A statikus megkdzelités azoknal az életbiztositasoknal okozhat gon-
dot, amelyeknél a biztositdé szamara kedvezotlen, ha a biztositott sokdig él. Ebbdl
a szempontbol a legnagyobb kockazattal az elérési életbiztositasok és a kiilonbo-
z6 jaradékkonstrukciok rendelkeznek. Ezt a veszélyt a hazai szakirodalom élet-
tartam-kockazatnak nevezi (Mdjer—Kovacs, 2011).

A halanddsag modellezése és elorejelzése mellett tanulmanyunk masik nagy
témakdre a gépi tanulasi (machine learning — ML) eszk6zok aktuariustudomanyi
alkalmazasa. A mesterséges intelligencia (artificial intelligence — Al) és a gépi
tanulas, csaktigy, mint sok mas teriileten, a biztositoknal is kdzponti témava valt
az utobbi években. Egy biztositotarsasag sokféleképpen hasznalhatja a mestersé-
ges intelligencia altal ny0jtott megoldasokat. Tanulmanyunk kifejezetten az ak-
tuariusi alkalmazasokat allitja a kdzéppontba. Richman (2018) atfogo6 tanulmanyt
készitett az Al és az ML aktuariusi felhasznalhatésagarol. Lehetoségként emliti
tobbek kozott a halandosag-elorejelzést, a kartartalékok becslését, a torlésmodel-
lezést és a nem ¢életbiztositasi dijkalkulaciot. Mivel a biztositoknal altalaban sok
adat all rendelkezésre, €s a kiilonbozo gépi tanulasi modszerek elsddleges alkal-
mazasi feltétele egy megbizhato és nagy méretii adathalmaz, az aktuariusi teriile-
ten ezek a megoldasok széleskoriien alkalmazhatok.

Az elébb emlitett alkalmazasi lehetéségek koziil a tovabbiakban a halando-
sag-elorejelzésre fogunk koncentralni, bemutatjuk az eddigi kutatasokat, vala-
mint ML-eszkdzzel modellezziik a magyar halandosagi adatokat.
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1. Szakirodalmi attekintés

A legelterjedtebb halandosag-elorejelz6é modell a Lee—Carter (1992) szerzOparos
nevéhez kotddik. A kozponti mortalitasi rata logaritmusara javasolnak egy log-
bilinearis modellt naptari évek és korcsoportok szerint. Az informaciot két élet-
kortol és egy naptari évtol fliggd paramétervektorba tomoritik, majd a naptari
évtdl fliggd paraméterre egy ARIMA-' (autoregressziv integralt mozgoatlagola-
su) folyamatot illesztenek a jovébeli mortalitasi ratak eldrejelzése céljabol. Lee
és Carter a paramétereket a legkisebb négyzetek modszerével becsiilték, de mivel
tényleges megfigyelhetd magyarazéd valtozok nincsenek a logaritmikus halando-
sagi ratakat leir6 egyenlet jobb oldalan, ezért az altalanos regresszios becslések
nem miikodnek. Igy szingularisérték-felbontassal kapjak meg a paraméterek leg-
kisebb négyzetes becslését.

Brouhns—Denuit—Vermunt (2002) emlitik, hogy a Lee—Carter- (LC-) modell-
ben a hibatagok normalis eloszlasa és homoszkedaszticitasa irredlis feltevés, igy
a szerz6k egy masik megkozelitést javasolnak. Feltételezésiik szerint az egyes
naptari évekhez és korcsoportokhoz tartozé haldlozasok szdma Poisson-eloszlast
kovet. A modell paramétereit maximum likelihood becsléssel hatdrozzak meg.
Ezt nevezziik Poisson-féle Lee—Carter-modellnek.

Richman—Wiitrich (2019) visszacsatolt neuralis halozatokkal modellezik a ha-
landosagot. Tanulmanyuk kodzéppontjaban a hossz( rovid tavii memoria (long
short-term memory — LSTM) és a kapuval rendelkez6 visszacsatolt egység (gated
recurrent unit — GRU) all. Kimeneti adatként — a Lee—Carter-modellhez hasonlo-
an — Ok is a kozponti halanddésagi rata logaritmusat alkalmazzak. Bemeneti adat-
nak pedig a kimeneti adat naptari évek szerinti késleltetett értékeit hasznaljak,
valamint a szomszédos életkorok azonos naptari évhez tartoz6 adatait, igy elér-
nek egy simitast is az életkorok szerint. Empirikusan elemzik kiilon-kiilon a svéj-
ci nokre ¢s férfiakra vonatkozo adatokat, majd egy kozds, mindkét nemet tartal-
mazd modellt épitenek. 1950 és 2016 kozotti adatokat hasznalnak, a 0 évest6l 99
évesig terjedd életkorokra. Eredményeik azt mutatjak, hogy az LSTM- és a
GRU-modellek jobban teljesitenek a Lee—Carter-modellnél mindkét nem, illetve
a teljes népesség esetében is. Kiemelik, hogy a neuralis halozatok nem stabilak
(més és mas eredményeket adnak) a kiilonbdz0 tanitasok soran, ezért ensemble
modszerek hasznalatat javasoljak.

Richman—Wiitrich (2021) a korabbi visszacsatolt neuralis hal6zatos megkdze-
litéssel ellentétben egyszerli eldrecsatolt neuralis halozatokat alkalmaznak multi-
populacids halandosagi modellezés céljara. Bemeneti adatnak a naptari évet, az

! Az ARIMA-modell részletes leirdsa megtalalhatd példaul Asteriou—Hall (2015) konyvében.
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¢életkort, a régiot, illetve a nemet hasznaljak. A naptari évet leszamitva minden
valtozot kategorikusként kezelnek, és beagyazoréteget (embedding layer) alkal-
maznak ra. Az ehhez tartoz6 kimeneti adat a kozponti mortalitasi rata logaritmu-
sa az adott naptari évben és életkorban. A modellezéshez 41 orszag férfi- és noi
halando6sagi adatait hasznaljak, és tobb neuralis haldzatot épitenek kiilonb6zo
hiperparaméter’-beéllitisokkal. A multipopulacios neuralis halozatos halandosagi
modelleket klasszikus modellekkel vetik 6ssze. Li €s Lee (2005) a Lee—Carter-
modellt kiterjesztik tobb populéciora, és ezeket ,,k6z0s faktor” modellnek (com-
mon factor model — CFM), illetve ,kiterjesztett kozos faktor” modellnek
(augmented common factor model — aCFM) nevezik. Ezenkiviil Kleinow (2015)
bevezeti a ,kozos korhatas” modellt (common age effect — CAE). Richman—
Wiitrich (2021) ezeket a modelleket hasznaljak a neuralis haldzatokkal valo 6sz-
szevetésben. Eredményeik azt mutatjak, hogy a neuralis halozatok teljesitenck a
legjobban a mintan kiviili elérejelzéseknél.

Nigri et al. (2019) mas megkozelitést alkalmaznak, mint Richman és Wiitrich.
Eloszor felépitik a Lee—Carter-modellt, majd a naptari évtol fiiggd paramétert
modellezik LSTM-halozatokkal, és ezekkel a neuralis halézatos modellekkel
készitik el az eldrejelzéseket. A neuralis halézatoknal a kimeneti adat az adott
naptari évhez tartozd paraméter, a bemeneti adatok pedig ennek a paramé-
terértéknek a késleltetettjei. A szerzok kiemelik, hogy az LSTM az ARIMA-val
ellentétben képes nemlinearis trendeket is megragadni, ezért megfelelébb valasz-
tas lehet a modellezésre. Empirikus vizsgalatokat végeznek hat orszag halandé-
sagi adatai alapjan, és eredményeik azt mutatjak, hogy az LC-LSTM-modell
kisebb hibaju elérejelzéseket ad, mint a tradicionalis ARIMA-megkdzelités.

Perla et al. (2021) szintén neuralis halozatokkal modellezik tobb orszag mor-
talitasi ratait. Munkajukban a mar emlitett LSTM-modellen til konvoluciés neu-
ralis halézatokat (convolutional neural network — CNN) is alkalmaznak. Fontos
kiemelni, hogy az orszag és a nem valtozokra nem dummy valtozokat készitenek,
hanem beagyazoréteget alkalmaznak. CNN- és LSTM-modelljeik egyarant sza-
mottevé eredményeket érnek el a mortalitasi ratak elorejelzésében.

Schniirch—Korn (2022) szintén adnak egy CNN-halozatos megkozelitést mul-
tipopulacios mortalitaismodellezésre. Modelljiiket Lee—Carter-, aCFM-, elérecsa-
tolt neuralis halozatos és LSTM-modellekkel mérik &ssze. Eredményeik alapjan
az altaluk Iétrehozott CNN-modell bizonyult a legjobbnak.

Richman—Wiitrich (2021) és Nigri et al. (2019) is emlitik, hogy a neuralis
halézatos megkdzelitések nagyon preciz pontbecsléseket tudnak adni, de a becs-
lések variancidjat nehéz meghatarozni. Marino—Levantesi—Nigri (2021) az

% Eldzetesen rogzitett, nem tanulds Utjan meghatdrozand6 paraméterek.
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LC-LSTM-modell varianciajara adnak becslést bootstrap modszerrel, amely
megkozelitést Koissi et al. (2006) alkalmazza az eredeti Lee—Carter-modellekre.

Deprez—Shevchenko—Wiithrich (2017) gépi tanulasi modszereket alkalmaznak
a halanddsagi modellezés fejlesztésére. Munkajukban dontési fakat hasznalnak a
klasszikus halanddsagi modellek visszatesztelésére. Ezaltal ramutatnak egyes
modellek gyengeségeire, novelik az illeszkedés josagat, és megteremtik a lehetd-
séget egyeb valtozok bevonasara is (pl. iskolazottsag, jovedelmi szint stb.). Erre
a tanulmanyra épit Levantesi—Pizzorusso (2019), akik az eldrejelzések terén is
alkalmazzak a klasszikus modellek gépi tanulasos kiterjesztését. Ok mar nem-
csak dontési fakat hasznalnak, hanem véletlen erdét (random forest) és gradient
boosting modszereket is. Levantesi—Nigri (2020) folytatjadk ezt a modellezési
elképzelést, de ujitasként P-spline fliggvényekkel extrapolaljak a gépi tanulassal
fejlesztett klasszikus modell korrekcios paraméterét, s igy pontositjak az eldrejel-
zéseket.

A hazai irodalomban Mdjer—Kovdacs (2011) a Lee—Carter-modell felhasznala-
sdval elemzik az élettartam-kockazat hatasat. A szerzok a 65 év feletti korosz-
talyra fokuszalnak, és 1970-t61 2006-ig hasznaljak az adatokat. Veékds (2017) egy
1épéssel mar tovabbmegy, és az altalanositott korcsoport-iddszak-kohorsz (gene-
ralized age-period-cohort — GAPC) modellcsalad egyes modelljeivel elemzi az
¢lettartam-kockazat hatasat.

Egy cikkben magyar szerzok (Petnehdazi—Gall, 2019) is alkalmaznak LSTM-
halozatokat halandésagmodellezésre. Multipopulacidés megkozelitéssel dolgoz-
nak, eredményeik igazodnak a bemutatott tanulmanyokhoz, és cikkiikben az
LSTM-modell jobb teljesitményt nyujt a Lee—Carter-féle elorejelzésnél.

2. A Lee—Carter-modell

A Lee—Carter-modell a kdzponti mortalitasi ratat (jellje m) modellezi és jelzi

elére. Ez utobbi kiszamithatd az alabbi formulaval,
D
m= —,
E
ahol D az adott idészakban elhaldlozottak szama, E pedig az adott id6szak alatt
¢lok atlagos szama. A mortalitasi ratak szamitasarol bévebben Agoston—Kovdcs

(2000) irnak.

STATISZTIKAI SZEMLE, 100. EVFOLYAM 10. SZAM 905-922. OLDAL DOI: 10.20311/stat2022.10.hu0905



MAGYAR HALANDOSAGI RATAK ELOREJELZESE VISSZACSATOLT NEURALIS HALOZATOKKAL 911

Mivel a késébbiekben a Poisson-féle Lee—Carter-modellt fogjuk hasznalni,
ezért ezt a modellt mutatjuk be, és eltekintiink az eredeti, 1992-es verzio targya-
lasatol.

A Lee—Carter-modell az x korcsoporttol €s ¢ naptar évtdl fliggd mortalitasi rata-
kat jelzi eldre, melyeket jeldlie m, , (x =1,2,..,Xést =1,2,..,T).

Brouhns—Denuit-Vermunt (2002) feltételezik, hogy D, .~ Poisson( E, m,.),
ahol my, = exp(a, + b, k;), a logaritmikus mortalitast tehat a kovetkezo-
képpen adjak meg:
In(m, ) = a, + bk,
Identifikaciés probléma miatt be kell vezetni a kovetkez6 paraméter-

megkotéseket:
T X
Zkt —06és be —1
t=1 x=1

A paramétereket a szerzOk az alabbi log-likelihood fliggvény maximalizalasa-
val hatarozzak meg:

l(ay, by, k) = Z[Dx‘t(ax + by k¢) — E, . exp(a, + b, k)] + konstans
x,t
A megoldashoz numerikus modszereket alkalmaznak.

3. Neuralis halozatok

Ebben a fejezetben a neuralis halozatokat mutatjuk be roviden, azokra a haldza-
tokra, illetve a haldézatok azon elemeire fokuszalva, amelyeket majd alkalmazni
fogunk a késobbi fejezetek soran.

3.1. Elorecsatolt neuralis halozatok

A neuralis halozatok a bemeneti és a kimeneti adatok kozott egy nemlinearis
leképzést valdsitanak meg. A neuralis halozatok két 6 alkotoeleme a neuron €s a
réteg. A neuronok matematikai muveleteket hajtanak vége, sulyozzak a bemeneti
adatokat, dsszegzik 6ket, majd atfuttatjak a kapott értéket egy nemlinearis fiigg-
vényen, amelyet aktivacids fiiggvénynek neveziink. Az egyes neuronokat réte-
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gekbe rendezziik, hogy megkapjuk a halozat felépitését. Egy réteg lehet bemene-
ti, kimeneti vagy rejtett réteg. A neuralis halozat topologiaja alatt a halozat fel-
épitését, strukturajat értjiik. A neuralis halozatot gyakran iranyitott graffal abra-
zoljuk. A csomopontok a neuronokat, a graf élei a neuronok kozotti kapesolato-
kat jelolik. Ha a halézatot leird graf nem tartalmaz hurkot, akkor eldrecsatolt
neuralis halozatrdl beszéliink, ellenkezd esetben visszacsatolt neuralis halozatrol
(recurrent neural network — RNN) (Altrichter et al., 2006).

Az egyik legkorabbi és legegyszeriibb neuralis halozatot Rosenblatt (1958) ir-
ta le, ez az ugynevezett Rosenblatt-perceptron. A halozat egy bemeneti és egy
kimeneti réteget tartalmaz, és egy klasszifikacidés feladat megoldasara képes.

Formalizalva:
n
y = f(WTx) = f(Z w; xi)'
i=0

ahol f az el¢jelfiiggvény (sgn).
2. abra
Rosenblatt-perceptron graffal szemléltetve
Rosenblatt-preceptron on a graph

Bemeneti réteg Kimeneti réteg

Osszegzés Sgn(x)

Forras: sajat szerkesztés.
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Természetesen ez csak az alapeset, amikor egy bementi és egy kimeneti ré-
teg alkotja a neuralis halozatot. A legnépszerlibb halézatok az elérecsatolt
tobbrétegli neuralis halozatok, itt tobb réteg alkotja a neuralis halozatot, és a
koztes rétegeket rejtett rétegeknek nevezziik. Ezen beliil is a teljesen 0sszekd-
tott halozatokat alkalmazzak a leggyakrabban, ami azt jelenti, hogy egy (beme-
neti vagy rejtett) réteg minden neuronja kapcsolodik a kovetkezo réteg minden
neuronjahoz. Formalizalva:

Els6 réteg: z; = f; (Wix+by)

Masodik réteg: z, = f, (W,z; +b,)

Kimeneti réteg: § = f;, (Wyzi_1 + by)
ahol W, W,,...,W, a stlymatrixokat, b; b, ..,b, a konstans eltolasokat,

valamint f1, f2, - fi az aktivécios fiiggvényeket jeldli.

Aktivacios fliggvényként a késobbiekben a szigmoid €s a hiperbolikus tan-

gens fiiggvényeket fogjuk alkalmazni, amelyek rendre a kdvetkezok:
1

Szigmoid: o(x) = ————
g ) 1+e™
X _o7x
Hiperbolikus tangens: tanh(x) = ————
p g (x) P
lyok optimalizaldsa. Erre kiilonb6z6 gradiens alapu modszereket szoktak alkal-
mazni, hiba-visszaterjesztéses modszerrel kiegészitve. Err6l részletesebben
Altrichter et al. (2006) tanulmanyaban lehet olvasni, itt nem targyaljuk.
Regresszios feladatoknal (amilyen a mortalitas modellezése is) kedvelt vesz-

teségfiiggvény az atlagos négyzetes hiba (mean squared error — MSE):

n
- 1 .
Ly, y:) = EZ(% - J’i)z
i=1

3.2. Visszacsatolt neuralis halozatok

Az elébb bemutatott eldrecsatolt neurdlis haloézatok foként keresztmetszeti adato-
kon alkalmazhatok, feliigyelt tanuldssal.* A gyakorlatban nagyon sokszor szekven-
cialis adatok allnak rendelkezésre, tehat az adatok valamilyen sorrendben értel-

3 Feliigyelt tanuldsrol beszéliink, amikor egyarant rendelkezésre allnak a bemeneti és a hozzajuk tartozé kime-
neti adatok.
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mezhetdk és kezelhet6k. Gondolhatunk szovegekre, ahol a szavak sorrendje fontos
¢és nem felcserélhetd, de ilyenek a hang- vagy képalapt inputok is. Ezek mellett
természetesen a kiilonbdz6 iddsoros adatok is nagyon jol modellezhetdk ezekkel a
tipusu halézatokkal, mint példaul egy arfolyam vagy a mortalitdsi rata alakulasa.
Az RNN gyakori alkalmazasai koz¢ tartozik a szentimentelemzés, az idOsorok
elorejelzése, a gépi forditas, a képfeliratozas vagy a szoveg- vagy videdgeneralas.

A visszacsatolt neuralis halozatok bemeneti adatként hasznaljak a halozat ko-
rabbi allapotat is. Struktarajuk a kovetkezo egyenletekkel adhato meg:

h® = £ (W,h®D + W, x® +b,)
t) — t
y® = Wyh() + by,
ahol a sulyok, eltolasok és aktivacios fiiggvények jeldlése megegyezik az el6zo

alfejezetben leirtakkal. Az egyenletekben lathat6, hogy az eldrecsatolt neuralis
halézatokhoz képest a visszacsatolt neuralis halozat a h®  kozbiilsé allapotot is

felhasznalja inputnak a kdvetkezé kimenet becslésére.

3.3. LSTM-halozatok

Hochreiter—Schmidhuber (1997) irjak le az LSTM-halozatot, ami a visszacsatolt
neuralis halozatok egy specidlis tipusa. Az egyszerit RNN a hossza tava hataso-
kat nem kezeli megfelelden, a tanitas soran elékeriil az Un. ,,eltiin gradiens prob-
1éma” (vanishing gradient problem), erre mutatnak ra Bengio—Simard—Frasconi
(1994). Ennek a kezelésére alkottak meg az LSTM-halézatokat. Az LSTM négy-
szer annyi paramétert hasznal, mint az RNN, és ,.kapus” kialakitasdnak koszon-
hetéen meg tudja 6rizni a korabbi adatokbol a késobbi kimenetek szempontjabol
relevans informaciot. Az LSTM az alabbi elemekbdl épiil fel:

Felejtéskapu (forget gate): f® = o (Wf’hh(f—l) + Wf,xx(t) + by)
Bemeneti kapu (input gate): i) = ¢ (Wi’hh(t_l) + Wi,xx(t) +b;)
Kimeneti kapu (output gate): 0® = ¢ (W, ,h¢D + W, , x® + b))
c® = tanh (W, ,hD + W, x® +b,)
c® = £f® 5 =D L @) 4 '(@®
A végsd kimenet: h(®) = o®) « tanh(c®)),

ahol * jeloli az Hadamard-szorzatot (elemenkénti szorzat), o a szigmoid és tanh a
hiperbolikus tangens fliggvényt.
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4. A magyar halanddésagi adatok modellezése

A magyar halandosagi adatok modellezésére a Human Mortality Database
(HMD, 2022) nyilvanosan elérhetd adatbazisbol toltottiik le a naptari évek és
életkorok szerinti kozponti kitettségek és halalozasok szamat. Mind a férfi-, mind
a ndi adatok 1950-tSl allnak rendelkezésre egészen 2020-ig (1950 <¢<2020).*
Korosztalyok tekintetében a 0 évesektdl a 99 évesekig hasznaltuk az adatokat
(0 < x<99). Ezekbdl kiszamitottuk az In(m,,) logaritmizalt kozponti halando-
sagi ratakat, amelyeket ezutan linearis transzformacioval a [0, 1] intervallumba
transzformaltunk. A bemeneti adatok egyszeriien az adott naptari évhez és élet-
korhoz tartozd mortalitasi rata logaritmusanak a naptari év szerinti késleltetett
értékei, illetve értelemszerien a kimeneti adat az adott naptari év és életkor mor-
talitasi ratajanak a logaritmusa. Egyéb életkorok mortalitasi ratait és tovabbi ma-
gyarazovaltozokat ebben az elemzésben nem alkalmaztunk. A bemeneti és a ki-
meneti adatok az alabbiak szerint foglalhatok 6ssze:
Zy; = (log(mx,t—k) L log(mx,t—Z) ’ log(mx,t—l))r
Yap = log(mx,t)J

ahol k a maximalis késleltetés szamat jeldli.

A modellezés soran k = 10-es beallitassal dolgoztunk. Ez azt is jelenti, hogy
minden életkor esetében az els6 10 naptari évhez tartozé megfigyelés elvész,
mivel hozzajuk nem tudunk 10 elemii bemeneti adatsort késziteni. Tehat a kime-
neti adathalmaz az 1960-as évek mortalitasi rataival kezdddik.

A modellek eldrejelzéseinek a kiértékelése céljabol célszerii tanulo- és teszte-
l6halmazra bontani a rendelkezésre alld adatokat, igy elkeriilhet a talillesztés, és
a tanulasban részt nem vevo adatokon tudjuk kiértékelni az egyes modelleket,
ami realisabb képet ad a teljesitményrdl. A tanulo- és tesztel6halmazokat naptari
évek alapjan hataroztuk meg, 1960-tol 2004-ig tart a tanulé (TANULQ), valamint
2005-t81 2020-ig a teszteld (TESZTELO) adathalmaz. Formalizalva:

TANULO = {(2,1, Y. ); 1950 + k < t < 2004,0 < x < 99}
TESZTELO = {(2,4, Y, ); 2005 < t < 2020,0 < x < 99}

Fontos kiemelni — ahogy Richman (2019) is megteszi —, hogy az elérejelzése-
ket mindig csak 1épésenként, a kdvetkezd évre szabad elvégezni. Ez azért sziik-
séges, mert a késObbi évek eldrejelzéseihez sziikségiink van a korabbi évek becs-
léseire. A 2005-6s év mortalitasi ratait elére tudjuk jelezni a 2004 és 1994 kozotti
tényleges mortalitasi ratakkal. A 2006-os év eldrejelzésénél azonban mar nem

4 A tovabbiakban nem jeldljiik, hogy a férfi- vagy a néi adatokra vonatkozik-e az adott 1épés, mert mindkét nem
esetében hasonloképpen jartunk el.
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hasznalhatjuk a megfigyelt 2005-6s mortalitasi ratakat, hanem a 2005-6s eldre-
jelzéseket kell hasznalnunk. gy kapjuk meg az 1950-2004 kozotti évek informa-
cidtartalma alapjan modelliink elérejelzéseit a kovetkezd 16 naptari évre.

Az LSTM neurdlis halézatokhoz az R programozasi nyelv keras (Allaire—
Chollet, 2022) csomagjat hasznaltuk. A modellhez egy 12 neuronbol all6 LSTM-
cellat, valamint egy 1 neuronbol all6 kimeneti réteget alkalmaztunk. A tanitashoz
sziikséges paraméterek szama 685. Egy népszerii ,,hiivelykujjszabaly” alapjan a
neuronok szamat gy allitottuk be, hogy a paraméterek szama ne haladja meg a
megfigyelések szamanak az egy6tdodét. A neuralis halozat felépitéséhez a kovet-
kez6 hiperparamétercket alkalmaztuk: aktivalofiiggvénynek hiperbolikus tan-
genst, veszteségfliggvénynek atlagos négyzetes hibat, illetve optimalizalds célja-
ra az Adam-optimalizalot (Kingma—Ba, 2014). Az Adam-algoritmusban a kdte-
gek (batches) méretét 600 elemiinek, a korszakok (epochs) szamat pedig 50-nek
valasztottuk. Validaciés halmaznak a tanulohalmaz utolsé 10%-at hasznaltuk.
Ezenkiviil un. korai megallitast (early stopping) alkalmaztunk, ami az elére meg-
adott epoch-szamnal korabban befejezi a tanitdst, amennyiben a hiba elkezd nd-
vekedni a validaciés halmazon. A korai megallitassal a futasok gyorsabbak, az
egyes eredmények pedig kiegyenstlyozottabbak lettek. Az elobbiekben definialt
beallitasokkal készitettiik el a modellt kiilon-kiilon mindkét nemre.

A Lee—Carter-modellhez az R StMoMo csomagjanak (Villegas—Kaishev—
Millossovich, 2016) segitségével épitettiink egy Poisson-féle Lee—Carter-modellt
a férfi- és ndi halandosagi adatokra.

A 3. és a 4. abrén lathato, hogy az LSTM- és a Lee—Carter-modellek milyen
hibakat vétenek abszolut értékben az egyes életkorokban és naptari években
a tesztel6halmazon.

Az eredmények azt mutatjak, hogy az LSTM hibai sokkal egyenletesebbek.
Jol lathato, hogy mindkét modell a fiatal korcsoportban véti a legnagyobb hiba-
kat, de az LSTM jelentésen jobb teljesitményt nyujt. A Lee—Carter-modell
a fiatalok korében feliilbecsiili a mortalitast, az LSTM esetében vegyes a kép.
A legnagyobb kiilonbség a kdzépkortiak adatainal tapasztalhato, itt a Lee—Carter-
modell alulbecsiil, ahogy az LSTM is, bar az utébbi sokkal kisebb mértékben.
Az 1d6s korosztalyban a Lee—Carter-modell nemcsak felveszi a versenyt
az LSTM-mel, de minimalisan jobb teljesitményt is nyujt. Az LSTM kicsit feliil-
becsiili a mortalitast az idések korében. Osszességében az LSTM joval kisebb
hibakkal jelzi elére a mortalitast a n6i adatokon, a tesztelohalmazon az LSTM
MSE-értéke 0,081, mig a Lee—Carteré 0,175.
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3. abra
Az LSTM- és a Lee—Carter-modell rezidualisainak alakulasa abszolut értékben
a noi adatok teszthalmazan

The absolute value of the Lee—Carter and the LSTM residuals on the female test set

LC-No LSTM - No
Eletkor Eletkor
100 100
75 75
50 50
25 — | 25
— B

= —= —_— - - ) e

—— =— mm—S—a W—Tm —
0 0

2005 2010 2015 2020 2005 2010 2015 2020

00 05 1.0 15 20

Forrés: sajat szerkesztés.

A férfiak adatai esetében is joval kedvezdbb az LSTM eredménye. Hasonléan
a noéi adatokhoz, itt is egyenletesebbek a hibak a tesztelohalmazon. A fiatal és
a kozépkort generaciok esetében egyértelmiien jobb az LSTM eldrejelzése, mint
az LC-é. A Lee—Carter-modell mindenhol szisztematikusan feliilbecsiili a morta-
litasi ratakat. Az LSTM a fiataloknal — a n6i modellhez hasonléan — vegyes képet
ad a hibatagok tekintetében, hol feliil-, hol alulbecsiili a tényleges értéket. A ko-
zépkoruaknal az LSTM is feliilbecsiil, de joval kevésbé. A férfiak adatainal
az LSTM jobb az idéskoruak esetében, kb. 85 éves korig, utdna azonban elkezdi
egyre inkabb alulbecsiilni a mortalitast. A Lee—Carter-modell az id6sek halando-
sagat is feliilbecsiili, de 85 éves kor felett kisebb hibdkat eredményez, mint
az LSTM. Osszességében itt is sokkal jobb eredményt mutat az LSTM, amelynek
MSE-értéke a tesztelohalmazon 0,104, mig a Lee—Carteré 0,348.
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4. abra
Az LSTM- és a Lee—Carter-modell rezidualisainak alakulasa abszolut értékben
a férfiak adatainak teszthalmazan

The absolute value of the Lee—Carter and the LSTM residuals on the male test set

LC - Férfi LSTM - Férfi
Eletkor Eletkor
100 100
75 75

50 50
25 25
B ™, ____ - - -
—_— —:-__ — — —
0 — 0
2005 2010 2015 2020 2005 2010 2015 2020
-

00 05 1.0 15 2.0

Forrés: sajat szerkesztés.

Azt is érdemes kiemelni, hogy az LSTM eredményei a férfi- és ndi adatok
esetében joval kozelebb allnak egymashoz, mig a Lee—Carter-modell a férfiak
adatain jelentdsen nagyobb hibakat vétett.

A neuralis halézatok optimalizalasa soran eltérd eredményekre jutunk az
egyes futtatasoknal. Ezért mind a férfi-, mind a néi adatokra tanitottunk 50-50
kiilonb6zé6 LSTM-modellt, hogy lathato legyen a futasok okozta variancia a mo-
dellekben. Az eredményeket az 5. abra foglalja dssze.

Az abran lathatd, hogy a modellek teljesitménye Gsszességében elég egyenle-
tes. A n6i adatokon az MSE-értékek variancidja kisebb. Ami lényeges, hogy az
50-50 futas legrosszabb eredményei is jelentésen jobbak a Lee—Carter-
modelléhez képest.
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5. &bra
50-50 kiilonb6z6 LSTM-optimalizacié MSE-értékei a teszthalmazon

MSE values of 50 different LSTM optimization runs for each sex on on the test set

N6 Férfi

MSE MSE
0,090 ]

0 0,13 :
0,088 !

0 :
0,086 0 0,12

0
0,084 011
0,082 | -

0,10 !

0,080 :

: 0,09 :

Forras: sajat szerkesztés.

1. tablazat
Az 50-50 LSTM-modell minimum, maximum és atlagos MSE-értékei, valamint
a Lee—Carter-modell MSE-értéke a tesztelohalmazon

Minimum, mean and maximum MSE values of 50 different LSTM optimization runs and
Lee—Carter MSE values for each sex on the test set

Nem\ MSE LSTM minimum LSTM atlag LSTM maximum LC
Férfi 0,088 0,110 0,135 0,348
N6 0,078 0,081 0,090 0,175

Forras: sajat szamitas.

A gyakorlatban természetesen azokat a modelleket fogjuk hasznalni, amelyek
a legkisebb hibat vétették, tehat a legjobban tanultak. Igy a tablazat LSTM-
minimumértékei tekinthet6k mérvadonak.
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5. Osszefoglalas

Tanulmanyunkban a mostanaban igen népszer(i neuralis halézatos megkozelité-
seket mutattuk be a halanddsag modellezése kapcsan. A szakirodalomban megje-
lent korabbi tanulmanyok alapjan vilagosan latszik, hogy ez az irany nem téves,
¢és az egyes halozatstruktirak igen jol megragadjak azokat a szekvencidlis minta-
zatokat, amelyek a halandosagi adatokban is kirajzolodnak.

Elkészitettiink egy LSTM-halozatot, amellyel a magyar halandosagi adatokat
modelleztiik, kiilon-kiilon a két nemre. Az eredményeink azt mutatjak, hogy a
neuralis haloézatok képesek nagyon jol leirni a magyar halandosagot. Az elérejel-
zések eredményét a népszerti Lee—Carter-modell alapjan készitett projekciokkal
vetettiik 6ssze. Eredményeinkbdl latszik, hogy a fiatal és a kozépkoru népességet
illetéen egyértelmiien jobb elérejelzéseket lehet adni LSTM-halozatok segitségé-
vel. A férfiak esetében az idds korcsoportban is valamivel jobb az LSTM-modell,
a nOk adatain viszont az LC-modell teljesitett jobban.

Tanulmanyunkban pontbecsléseket adtunk az egyes mortalitasi ratakra.
Ahogy a szakirodalmi 6sszefoglaloban is jeleztiik, a becslések variancidja szintén
fontos kérdés az aktuariusi gyakorlatban. A késdbbiekben érdemes lehet megha-
tarozni ezt is, példaul a Marino—Levantesi—Nigri (2021) altal javasolt bootstrap
technikaval.

A neuralis halézatos modellek teljesitménye jo eséllyel javithatd. A hiperpa-
raméterek optimalizacidja a dolgozatunkban nem volt teljes korti, mivel nem ez
allt a kozéppontban. A hiperparamétereket a korabbi szakirodalmi ajanlasok,
valamint sajat tapasztalat alapjan allitottuk be a végsé modellhez.

Tanulmanyunkban a mortalitasi ratadk minél pontosabb elérejelzésére dsszpon-
tositottunk, mikdzben hattérbe szorultak a gyakorlati alkalmazasok. Ahogyan pél-
daul Mdjer—Kovacs (2011) és Vékas (2017) cikkében olvashato, a mortalitasi ratak
elérejelzése kulcsfontossagu az élettartam-kockazat, az életbiztositasi dijkalkula-
ci6, valamint az életjaradékok esetében. E teriileteken érdemes lehet megismételni
a korabbi elemzéseket a neuralis halozatokkal nyert eldrejelzések felhasznalasaval.
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