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A Cayley-Dickson-féle matrixok algebrajarol

Péntek Kalman
ELTE SEK BDPK
Matematikai Tanszék
pentek.kalman@sek.elte.hu

OSSZEFOGLALO. Minden véges dimenzios asszociativ algebra a teljes matrixalgebra
egy alkalmas részalgebrajaval reprezentalhatd. Ismertek azonban olyan véges
dimenzids algebrak, amelyek nem asszociativak, igy nem irhatok le klasszikus
matrixok segitségével. Max August Zorn 1931-ban értelmezte a vektor-matrixok
strukturajat, amelyek a klasszikus matrixok egy természetes altalanositasat alkotjak.
Zorn a split oktonidk alternativ algebrajat eredményesen irta le ezen vektor-matrixok
segitségével.

Mi egy tetszéleges, nem kettd karakterisztikaju F test folé épitiink vektor-matrix
struktarat, s megvizsgaljuk a legfontosabb algebrai tulajdonsagait. Ha az F3
vektortérben alkalmas skalaris és vektorialis szorzat van értelmezve, akkor a
felépitett vektor-matrixok struktiraja egy alternativ algebra lesz akkor és csakis
akkor, ha az F3 vektortérben érvényes a Grassmann-azonossag. E vektor-matrixok
struktaraja viszont egy kompozicids algebrat alkot akkor és csakis akkor, ha az F3
vektortérben a Lagrange-azonossag teljesiil.

ABSTRACT. Every finite dimensional associative algebra can be represented by a
suitable subalgebra of the complete matrix algebra. However, there are known finite
dimensional algebras which are non-associative, and so cannot be described by using
classical matrices. In 1931 Max August Zorn defined the structure of vector-
matrices, which form a natural generalization of classical matrices. Zorn showed that
the alternative algebra of split octonions could be represented by these vector-
matrices.

We build up a vector-matrix structure over an arbitrary F field of characteristic not
equal to two and analyse its most important algebraic properties. If a suitable scalar
and cross product is defined in the F3 vector space, then the constructed vector-
matrix structure will be an alternative algebra if and only if the Grassmann identity
applies to the F3 vector space. The structure of these vector-matrices will form a
composition algebra if and only if Lagrange’s identity applies to the F3 vector space.

El6szo

A szamok fogalméanak altaldnositasa természetes utjan haladva jo ideig asszociativ
rendszerekkel talalkozunk. Ilyenek a valos, a komplex, sét még a klasszikus kvaterniok
algebraja is. Ezek a struktirak mind reprezentalhatok megfeleld teljes matrixalgebra alkalmas
részalgebraival.

Mar a XIX. szazad kdzepén kideriilt, hogy léteznek olyan érdekes algebrai rendszerek,
amelyek viszont nem asszociativak, igy a klasszikus matrixok segitségével torténd
reprezentalds nem johet szoba. Koziilikk els6ként a zérusosztdkat is tartalmazo split oktonidk
algebrajat sikeriilt Max August Zorn német matematikusnak reprezentalnia a klasszikus
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matrixok egy érdekes altalanositasanak segitségével (ZORN,1931,1933). Ezek voltak a vektor-
matrixok, amelyek megkonstrudlasa sordan Zorn az euklideszi vektortér klasszikus skaldris
szorzatara és vektoralis szorzatara tdmaszkodott.

Késobb a vektor-matrixokat eredményesen hasznaltdk mas algebrai strukturak kutatasa
soran is (PAIGE, 1956), (WELLS, 2010). A mértékadé szakirodalom fontos példaként targyalja
a Zorn-féle vektor-matrixok strukturajat (EBBINGHAUS et al, 1991), (MCCRIMMON, 2004),
(ROSENFELD, 1997), (BREMNER et al, 2013). A klasszikus euklideszi skalaris szorzastol és
vektorialis szorzastol eltéré miveleteket igényld vektor-matrix struktirdk bukkantak fel
(PENTEK, 2020a, 2020b ,2021) dolgozataiban. Ebben a dolgozatban ezen érdekes Zorn-féle
vektor-matrixok struktarajat vizsgaljuk meg

1. Bevezetés

Legyen a tovabbiakban F egy tetszéleges, # 2 karakterisztikaju test a 0 6sszeadasi és az 1
szorzasi neutralis elemmel. Jellje F3 az F test elemeibdl képzett rendezett elemharmasok
halmazat. Kozismert, hogy az F elemeivel, mint skalarokkal komponensenként torténd
szorzassal, tovdbba a komponensenként értelmezett Osszeadissal F3 egy 3-dimenzios
vektorteret alkot az F test felett. Ha tehat r € F,X = (xq,x5,%3) és Y = (yq,¥,,¥3) € F3,
akkor

(1) skalarral valo szorzas: 1+ (X1, X5, x3) := (r = x4, 7 * X3, 7 * X3),
(2) 6sszeadas: (x1,x5,%3) + (Y1, V2, V3) := (1 + y1, X3 + V2, X3 + ¥3).

Képezziik ezutan az F, illetve az F3 elemeibdl a

_[(a Uy. 3
3) Zorn(F) := {(V b). ab€F, UV eF}
alaku hipermatrixok halmazat, amelyet a tovabbiakban Zorn-féle vektor-matrixok halmazanak,
vagy mas elnevezéssel Cayley-Dickson-féle matrixok halmazanak neveziink.
Az F test és az F3 vektortér miiveleteire tdmaszkodva miiveleteket értelmezhetiink a

Zorn(F) halmazban a kovetkez6 modon:
a U
V b

-G D=0 1

(5) Osszeadas: ha (a U) , (c ];V) € Zorn(F) , akkor legyen

(4) skalarral val6 szorzas: har € F, ( ) € Zorn(F) , akkor legyen

v b)'\z
v +G D=Giz Bia)

Egyszeriien, bar hosszadalmas szdmolassal belathatjuk, hogy érvényes a kovetkezd

1. Tétel. A Zorn(F) halmaz a (4) és (5) milveletekkel egy 8-dimenzids vektorteret alkot az F
test felett.

Legyen ezutan az F3 olyan vektortér, amelyre megkoveteljik még a kovetkezdk
teljesiilését is:
(a) Létezik egy skaldris szorzdsnak nevezett o : F3 x F3 — F szimmetrikus, bilineéris
leképezés az F3 vektortérben.



A Cayley-Dickson-féle matrixok algebrajarol 19

(b) Létezik egy vektoridlis szorzdasnak nevezett X : F3 x F3 — F3 antiszimmetrikus,
bilinedris leképezés az F3 vektortérben.

(c) A vektorialis szorzat eredménye legyen ortogonalis a szorzat mindkét tényezgjére:
barmely U,V € F3 esetén (U X V) o U = 0¢és (U X V) oV = 0 teljesiil.

A skalaris és vektorialis szorzat bilinearis tulajdonsagdbdl konnyen kovetkezik, hogy
mindkét miivelet balr6l és jobbrol is disztributiv a vektorok 6sszeadasara nézve. Igy tetszdleges
U € F3 esetén konnyen belathaté az alabbi tulajdonsagok teljesiilése:

(6) UoO=00U=0&UXxX0=0%XU=0

itt 0 = (0,0,0) az F?3 vektortér zérusvektora.
A vektorialis szorzéas antiszimmetrikus tulajdonsagabdl pedig kovetkezik kihasznalva azt,
hogy az F test karakterisztikaja # 2, tetsz8leges U € F3 esetén teljesiil:

(7) UxU=0.

Ezutan mar algebrava fejleszthetjiik a Zorn(F) vektorteret a kdvetkezd szorzasi miivelet

bevezetésével: tetszbleges (; l[j)’ (; Ig) € Zorn(F) esetén
® G )G D=C S uxw “hdirew )

Nem nehéz, bar hosszadalmas szamolassal igazolhat6 a kdvetkezd

2. Tétel. A Zorn(F) halmaz a (4), (5) és (8) miiveletekkel egy 8 dimenzios, neutralis elemes

algebrat alkot az F test felett az E := (1

0 1) neuralis elemmel. Itt 1 € F a szorzas neutralis

eleme és O € F3 a zérusvektor.
Az igy nyert struktira neve: Cayley-Dickson-féle madtrixok algebrdja, vagy mas
elnevezéssel a Zorn-féle vektor-matrixok algebrdja

2. A vektor-matrixok algebrajarol

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a Zorn-féle vektor-matrixok algebrajanak néhany fontos
tipusat.

3. Tétel. A Zorn-féle vektor-matrixok algebraja egy kvadratikus algebra.
a U

V b
A, u € F elemek, hogy X? = A+ E + u - X eloallitas adhato meg. Ekkor Zorn(F) miiveleteinek

felhasznalasaval

, _f(a-a+U°V (a+b)-U> s g _ _(/1+/,t-a /,t-U)
X_((a+b)-v beb+Uoy) VLA EF UK=Ly b

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy tetszéleges X = ( ) € Zorn(F) esetén léteznek olyan

adodik. E két vektor-matrix egybevetésébdl y = a+ b és A = U oV — a - b kovetkezik. Mivel
ezen u,A € F elempar ki is elégiti kivant elallitast, igy a Zorn(F) valoban egy kvadratikus
algebra. o
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Definicié. Az X = (I‘j g

det(X):=a-b—U oV € F elemet, nyoman pedig a t(X) :=a + b € F értéket értjiik.

) € Zorn(F) vektor-matrix determinansan a

Megjegyzés. A 3. Tételben szerepl X € Zorn(F) vektor-matrixra teljesiil a det(X) = —1 és
a t(X) = u 6sszefiiggés. Ekkor a Zorn(F) algebra kvadratikus voltat kifejezé Osszefliggés
atrendezés utan az

(9) X2 — t(X) - X + det(X)-E= 0

alakot 6lti, ahol O = (g g

Ezutén azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy mi lesz annak sziikséges ¢és elégséges feltétele,
hogy a Zorn(F) vektor-matrixok stuktaraja egy alternativ algebra legyen.
HaX = (a1 U1> Y = (az UZ) € Zorn(F) két tetszéleges vektor-matrix, akkor ezen
Vl bl VZ bZ
struktira pontosan akkor lesz egy alternativ algebra, ha teljesiilnek az alabbi korlatozott
,»asszociativ”’ tulajdonsagok:

) € Zorn(F) a zérus vektor-matrix.

(10) X*X)*Y=X*x(X=*Y) és X*xY)*Y=X=*(Y*Y).

Tekintsiik az els6 Osszefliggést és szamitsuk ki annak mindkét oldalat, majd komponensrdl
komponensre haladva vessiik 0ssze a két eredményiil kapott vektor-matrixot. Ha a bal felsd
komponenseket hasonlitjuk 0ssze, akkor a kijelolt miiveletek elvégzése és az azonos tagok
mindkét oldalrol torténd elhagyasa utan a (6) és (7) felhasznalasaval adodik e komponensek
egyenldsége. Teljesen hasonldan kaphato a jobb als6 komponensek egyenldsége is.

Ha a jobb felsé komponenseket hasonlitjuk 6ssze, akkor itt is a kijelolt miiveletek elvégzése
¢s az azonos tagok mindkét oldalrol torténd elhagyasa utdn a (7) felhasznalasaval a kdvetkezo
Osszefliggés marad:

(11) Uy oVy) Up=(V10Uy) Uy —Vy X (U X Uy) .

Itt a jobb oldali els6 tagnal felhasznalva a skalaris szorzat (a) szerinti kommutativ voltat,
tovabba a jobb oldali méasodik tagnal a vektorialis szorzat (b) szerinti anti-kommutativ szabalyat
a (11) atrendezés utan az alabbi format olti:

(12) (Ul o Vl) ) UZ - (UZ o Vl) * Ul = (Ul X Uz) X Vl y

amely pedig a Grassmann-azonossag — mas elnevezéssel — kifejtési tétel.

Teljesen hasonldéan adodik bal als6 komponensek Osszehasonlitasabol is a Grassmann-
azonossag érvényesiilése.

A bemutatott Githoz teljesen hasonldan targyalhaté analdg azonos eredménnyel ekvivalens
atalakitasokon keresztiil a (10) masodik Osszefiiggése is. Az elmondottak alapjan igaz a
kovetkezd

4. Tétel. A Zorn(F) vektor-matrixok struktiraja egy alternativ algebrat alkot akkor és csakis
akkor, ha az (a) — (c) feltételeknek is eleget tevd F3 vektortérben érvényes a (12) Grassmann-
féle azonossag.

Ezutéan azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy mi a sziikséges €s elégséges feltétele annak, hogy
a Zorn(F) vektor-matrixok struktiraja egy kompozicids algebra legyen.

HaX = (al Ul) Y = (az UZ) € Zorn(F) két tetszéleges vektor-matrix, akkor ezen

Vi b V, by

struktura pontosan akkor lesz egy kompozicios algebra, ha # 2 karakterisztikaju test feletti
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olyan neutralis elemes algebra, amelyben értelmezve van egy multiplikativ norma (nem elfajuléd
kvadratikus forma az algebraban, mint vektortérben). Ez a norma a Zorn(F) algebraban a
vektor-matrix determinansa, amelynek multiplikativ voltat fejezi ki a

(13) det(X *Y) = det(X) - det(Y)

Osszefliggés, amely lényegében a determindnsok szorzasi tételének teljesiilését jelenti.
Tekintsiik tehat a (13) Osszefliggést és szamitsuk annak mindkét oldalan talalhatod

kifejezést, majd hasonlitsuk Ossze a két oldalt. A (c) alkalmazasaval és mindkét oldalrol a

megegyez0 tagok elhagyasaval a (13) egyenlosége a kovetkezd dsszefliggésre redukalhatd:

(14)  WUyoVp) - (VioUp) + (Vi xVy) o (Uy X Up) = (UyoVy) - (UyolVy).

Felhasznalva a skalaris szorzat kommutativ szabalyat a (14) egyszerli atrendezésével
ekvivalens atalakitasokon keresztiil kdzvetleniil adodik a kdzismert Lagrange-azonossag:

_|U1oVy Upel,
(15) (Uy X Uy) o (Vy X V) = UyoVy, Uyol,l-
A fentiek alapjan igaz a kdvetkezd

5. Tétel. A Zorn(F) vektor-matrixok strukturdja egy kompozicios algebrat alkot akkor és
csakis akkor, ha az (a) — (c) feltételeknek is eleget tevd F3 vektortérben érvényes a (15)
Lagrange-féle azonossag.

Megjegyzés. Specialisan, ha R jeloli a valdés szamok testét, akkor Zorn(R) a klasszikus
euklideszi skalaris szorzattal és vektorialis szorzattal egy 8-dimenzids split (felhasadd —
z€érusosztokat is tartalmazo) kompozicios algebrat alkot az R test felett.
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